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PKAKFATIO  KDITORUM. 


Opus  Wolfgangi  Bolyai  «Tentamen»  inscriptum  atque  «Appendix» 
filii  eius  Joannis  eidem  adnexa  cogitatis  ex  ipsis  auctorum  ingeniis 
haustis,  nec  non  audacia  argumentationum  inde  deductarum  asque  ex- 
cellunt,  neque  immerito  animos  omnium  scientiarum  fautorum  cum  ad- 
miratione  m  se  converterunt. 

Huius  admirationis  ratione  habita  Academia  scientiarum  Hmigarica 
ita  sibi  persuasum  habens,  se,  si  opus  hoc  denuo  et  in  forma  aucto- 
rum  digna  ediderit,  summopere  profuturam  esse  ipsi  scientias,  novam 
hanc  editionem  adornari  constituit,  curamque  et  negotium  huius  operze 
exsequendae  nobis  infra  scriptis  commisit. 

Cum  itaque  primum  operis  tomum  publici  iuris  facientes  negotii  a 
nobis  suscepti  partem  exegisse  videmur,  rationem  reddere  volumus, 
quomodo  in  exsequendo  opere  versati  simus. 

Conditiones  sinistrse,  quibus  impeditus  Wolfgangus  Bolyai  »Ten- 
tamen»  suum  conscripsit  et  tenuitas  instrumentorum  typographise  cui 
impressio  operis  committenda  erat,  non  tantum  elegantia?  formae  subli- 
mis  huius  operis  obfuit,  sed  etiam  lectionem  libri  ssepe  perdifficilem 
reddidit.  Haec  incommoda  a  nova  hac  editione  uti  potuimus  conati 
sumus  amovere. 

Kdito  tandem  operi  ipse  auctor  per  duodecim  annos  nunc  longiori- 
bus  nunc  brevioribus  temporis  intervallis  intercedentibus  non  paucas 
addidit  emendationes ;  has,  ubi  ratio  postulabat,  contextui  operis  inserui- 
mus,     sive     errores     in     iisdem     indicatos    emendavimus.    Observationes 
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vero  auctoris,  quas  reapse  contextui  inseri  non  videbatur  opportunum, 
si  breviores  fuerunt  calci  paginarum  apposuimus,  sin  longiores,  inter 
additamenta  et  adnotationes  ad  finem  operis  appositas  relegavimus. 

Inter  errores  calcuh  in  expositione  exemplorum  occurrentes  etiam 
tales  inveniuntur  quos  Bolyai  propter  imperfectam  rationem  impres- 
sionis  tardius  nec  ipse  animadvertere  potuit ;  nos  omnia  ista  exempla 
summa  cum  cura  denuo  percensendo,  ocurrentia  menda  —  minuta 
sane  —  ad  mentem  auctoris  emendando  eliminavimus, 

Sponte  intelligitur  nos  in  eo  elaboravisse  ut  mutationes  quas  neces- 
sarias  existimavimus  quam  minime  discrepent  a  ratione  auctoris,  prje- 
terea  de  una  quaque  in  adnotationibus  accuratam  rationem  reddidimus. 
Huic  curse  solum  in  rebus  minimis,  velut  in  interpunctionibus,  super- 
sedere  placuit. 

Adnotationibus  addidimus  etiani  eiucidationes  nostras,  quibus  quse- 
dam  loca  operis  illustranda  esse  duximus. 

In  figuris  etiam  qutedam  mutanda  erant,  ubi  delineationes  ipsius 
Bolyai  ad  illustrandum  textum  minus  idoneae  fuerunt. 

Ut  conspectum  totius  operis  faciliorem  redderemus  utile  visum  est 
opus  totum  in  sectiones  dividere,  quarum  cuique  suum  titulum  prse- 
posuimus,  porro  omnia  quae  ad  arithmeticam  referuntur  in  hoc  primo 
tomo  collegimus,  partes  vero  geometricas,  cumque  his  etiam  «Appen- 
dicem»  Joannis  Bolyai  secundo  tomo  reservavimus. 

Symbola    mathematica    quam    artissime    fieri    posuit   conformiter  edi- 
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tioni  primae  applicnimus,  ubi  vero  facilitati  lectionis  consulturi  qusedam 
mutanda  esse  vidimus,  nonnisi  euismodi  formarum  mutationes  admisimus 
quae  modum  ratiocinationis  nullatenus  afficiunt.  Sic  ex.  gr.  signa  >,  < 
vulgari  sensu  adhibuimus  signa  vero  £>,  <!  in  comparatione  valorum 
absolutorum,  contra  quam  Bolyai,  qui  ceterum  sive  inopia  typographise 
impeditus,  sive  per  incuriam  hac  in  re  parum  sibi  constat.  Similiter  in 
designandis  functionum  diversitatibus  pro  signis  a  Bolyai  excogitatis 
satius  visum  est  communiter  adhibitis  uti  sicut  et  in  designatione  quan- 
titatum  imaginariorum  quaedam  mutanda  censuimus  ;V.  pag.  628).  At  signa 
peculiaria  ratiocinationi  Bolyaii  specialiter  adaptata  velut  designationes 
differentialium  et  quotientum  differentialium  immutata  reliquimus. 

Sane  possunt  alii  aliter  rem  concipere,  nos  certe  persuasum  habe- 
mus  his  mutationibus  lectionem  Tentaminis  faciliorem  esse  redditam, 
et  ut  rationem  procedendi  nostram  probemus,  possumus  afferre  verba  ipsius 
Bolyai,  viri  certe  optimse  auctoritatis,  qui  in  Iucubratiuncula  «Recensio 
per  auctorem  ipsum  factan  inscripta,  quam  in  fine  tomi  secundi  edituri 
sumus,  futurorum  operis  editorum  attentionem  ad  has  mutationes  evocat. 

Reddita  hoc  mqdo  ratione  procedendi  in  accuranda  hac  nova  edi- 
tione  gratissimi  nostri  officii  ducimus  hic  gratias  agere  participibus  ope- 
ris  nostri,  nominatim  sodali  nostro  academico  domino  Henrico  FjnAly 
et  collegse  nostro  professori  domino  Bela  T6tossy. 

Finaly,  cuius  consilio  in  rebus  ad  correctionem  elocutionis  spectan- 
tibus    usi    sumus,    annotationes    nostras,    lingua    vernacula    conscriptas  in 
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Latinum  vertit,  quod  eo  difficilius    erat,  quia  sine  accurato  studio  ipsius 
«Tentaminisu  fieri  non  potuit. 

Domino  Totcjssy  obligati  sumus  pro  figuris  accuratissime  delineatis, 
quas    buic    tomo    adnexas    certe    magnopere    proderunt  lectoribus  operis. 

Gratias  habemus  etiam  Domino  Josepho  Koncz  professori  collegii 
Marosvasarhelyensis,  qui  praster  « Recensionem »  supra  laudatam  etiam 
subscriptionem  propria  manu  factam  Wolfgangi  Bolyai  et  exemplar 
primi  tomi  tentaminis  notis  marginalibus  illustratum,  sane  mancum,  quod 
olim  Joannis  Bolyai  fuerat,  utenda  prasbuit. 

Budapestini  1896. 

Kfinig,  Rethy, 
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SIGNA  ET  VOCABULA, 

A  BOLYAI  INVENTA,  QUAE  IN  HOC  TOMO  REPERIUNTUR 
IPSIS  AUCTORIS  VERBIS  EXPLICATA, 


A=zB  denotatur  A  absolute  eequale  ipsi  B  ipag.  25;, 

A^B  »  A  quoad  contentum  eequale  ipsi    B  !pag.  26), 

A=B  «  A'=B\  si  A\  B  denotent  quantitates  A,  B, 

postquam  reductse  fuerint  (pag.  27), 
Z"~u  «  z  tendit  ad  limitem  a  fpag.  35), 

T=  t  «  ~T^~  1    jpag.  214'i,    ubi    T  et  t  asquipollentia 

dicuntur, 
Ae=B  vel  B=sA   «  expressionis  A  dictae  valor  quivis  alicui  valori 

expressionis  B  asqualis  ipag.   1241, 
At=iB  «  quilibet   valor    cuiuslibet    expressionum    A    et 

B  asqualis    alicui    alterius   valori  (pag.   124;, 
^,  h— h  «  positivum,  negativum  (pag.  281, 

—A  *  ^B  si  A  denotet  <—^By    et  ■— <B  si  A  deno- 

tet    *±*B;    adeoque    oppositum    ipsius    A,    ut 

dici  solet,  -+-  A  vero  ipsum  A  denotat. 
J>  et  <;  «  aliud,  quam  per  >  et  <C  (pag.  271,* 

Per  literas  latinas  graecasque  (nisi  aliud  monitum  fueriti  quantitates 
denotantur,  et  per 

literas  germanicas  (nisi  aliud  monitum  fuerit)  linearum  certa  puncta, 
ita  ut  ab  denotet  lineam  quas  inter  0  et  b  est. 
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V  4  denotatur  2;  inde  quid  per   j/ P    intelligatur     patet    (pag.   124), 

x  «  ----- ,  si  x  variabilis  absoluta  sit  (pag.  209), 

y,  z  «  incrementa    siraultanea   variabilium  y,    z  pro  m-to  x 

(pag.  220;, 
6A{x)  «  differentiale  ipsius  A\x);    verum    (pag.  217),    strictius 

(pag.  217),  generalius  (pag.  220),  purum  (pag.  22l), 

partiale  (pag.  222), 
4A  (x)  «  ccefficiens  differentialis  heic  derivata  dicta,  (pag.  207), 

derivata  pura  (pag.  221),  partialis  (pag.  222), 
&A(x)  «  differentiale  w-tum  (pag.  207), 

v)"A(x),  A       «  ccefficiens    differentialis    n-tus ;     derivata    w-ta 

(pag.  207,  341). 

Vocabula  sequentia,  locis  annotatis  explicantur. 
Pars  indive/Iibilis,  portio  (pag.  23), 
pure  imaginarium  ipag.   121I, 
logarithmus  et  potentia  elementaris  (pag.  501, 
logarithmus  et  potentia  sensu  sublimiori  (pag.    193), 
functio  absoluta,  et  variahilis  absoluta  (pag.  206), 
aequipollentia  fpag.  214), 
quantitas  concreta  (pag.    rn). 
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T    E  N  T  A   M   . 


JUVESTUTEM      STUDIOSAM 


IN  ELEMENTA  MATHESEOS  PUB.AE ,  ELEMENTARIS  AO 
SUBUMIORIS  ,  METHODO  INTUITIVA  ,  EVIDENTIA- 
QUE  HUIC  PROPIUA,  1NTB.ODUCENDI. 

CUM      APPENDICE      THJPLICI, 

Anetore  Professore   Matheseoa  et  Pbysices  Chenriaeque 
Publ.   Ordinario. 

Tomus    Primaii 


Maros   Vusdrhelyini.     1832. 

Typis  Collegii    (leformarorum    per   Josephum,  et 

Simeonem  sali  de  felso  Vist. 
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M.  Vasarhelyini  Die 
12  Octobris  1829. 

Paulus  Horvath  m.p, 

Abbas  ,  Parochus  et  Censor 

Librorum. 
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LECTORI  SALUTEM! 

Vix  rudimentis  primorum  elementorum  superficialiter  imbutus,  proprio 
nutu,  sine  ullo  alio  fine,  nonnisi  interna  veritatis  siti  ductus,  fontem 
ipsum  quaarendo  ;  fundamenta  tentannnis  hujus,  imberbis  adhuc  juvenis 
posueram  :  quod,  cum  ita  vacare  a  negotiis,  ut  res  ista  postularet,  frustra 
amplius  sperem,  qualecunque  sit,  edere  decrevi ;  ut  aut  acutiora  ingenia, 
in  otiis  quae  mihi  defuere,  perfectius  quid  preestent,  aut  alii  eodem  igne 
fatuo  per  tenebras  illusi,  viam  tritam  haud  deserant,  operamque,  pretium 
ejus  non  facruri,  alio  locent. 

Certe,  tantum  abest,  ut  auctor  fieri  unquam  voluerim ;  ut  sine  dis- 
cipulorum  gratissimorum  impulsu  haud  quidquam  edidissem. 

Primaria  tantum  fundamenta  heic  ita  tradere  propositum  est ;  ut 
Tyrones,  quibus  abyssum  levibus  pennis  trajicere,  merisque  imaginibus, 
nullo  originali  gaudentibus,  in  auras  vix  respirabiles  tolli  .haud  datum 
est,  pede  firmiore  progressi,  evehantur  ad  sublimiora. 

Ingratam  dixeris  operam  ;  cum  celsa  ingenia,  supra  vallium  ainbages, 
per  apices  alpium  gradiantur  :  at  certe  nodi  ubique  gordii  adsunt,  gigan- 
tum  gladios  requirentes  —  Neque  pro  iis  scriptum  hoc  est :  sed  pluri- 
bus  saltem  ejusdem  mecum  indolis  futuris ;  quibus  si  vires  tempusque, 
quee  mihi,  donec  quadamtenus  conquiescere  potui,  impendenda  fuere, 
servaturus  sitn,  operam  haud  perdidi.  — 

Monitos  quippe  (meo  exemplo)  juvenes  veliin  :  ne  laborem  sex  mil- 
lium  annorum  aggressi,  proprio  marte,  jam  olim  inventis  quasrendis  vitam 
deterant ;  discant  prius  grati,  quas  priores  docuere  ;  et  provisa  re  sedifi- 
cent:  si  quid  autem  scripserint,  videant,  oraculum  conscientix  interrogando, 
ne  quid  peste  communi,  quse  et  spiritus  a  terrestribus  vinculis  liberos 
ccelo  dejecit,  correpti  edant ;  nisi  quid  in  emolumentum  scientise,  saltem 
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culturae  communis  proferant ;  et  nil  quidem  admirantes,  (non  ut  ipsi 
admirandis  similes  videantur,  sed  quod  effectus  quivis  caussae  par  sit), 
vires  majores  modeste  agnoscendo,  suis  acquiescant.  Ac  certe  in  tanta 
scriptorum  turba,  non  scribere  fit  rarius ;  adeo  ut  fere  is  monumentum 
mereatur,  qui  legere  scribereque  sciens,  sine  ratione  przegnante  scriptor 
non  fit :  de  re  agitur ;  quidquid  boni  fuerit,  seriei  infinitaa  terminus 
antecedens  est ;  honos  autem  nomenque  auctoris  unici  manet,  quo  inno- 
minato,  prodeunt  arbores  herbse  floresque,  cum  hymnis  simplicibus,  qui- 
bus  amplum  naturas  templum  resonat.  —  Atque  demum,  et  veri  nomi- 
nis  scriptores,  (etsi  malignitati,  quse  libros  solum  teredinibus  posteris 
relictura,  auctores  ipsos  corrodit,  superstites  esse  queant),  si  terra  duret, 
ut  soles  in  via  lactea  in  nebulam  confluent ;  nec  quidquam  in  mundo 
externo  est,  (sive  systematis  orbium,  sive  lucerna  unius  vesperae  fuerit), 
quod  non  aliquando  intereat ;  et  nonnisi  conscientiae  vere  bonifi  purus 
jugisque  fons,  Deo  teste  gaudens,  illi  coaevus  est. 

Equidem,  licet  generis  humani  gratitudine  dignum  censeam,  qui  finem 
quem  mihi  proposui,  feliciter  assecutus  fuerit ;  cum  grana  tantum  arenas 
ad  pyramides  magis  alioruin  glori<e  attulerim :  si  non  Senecm  dicto  me 
ipsum  consoler,  Suspice  viros  etsi  deciderint,  magna  conantes :  hoc 
saltem  laboris  pretium  petam ;  ut  voluisse  quoque  puro  veritatis  amore 
dulce  sit ;  et  errores,  quos  partim  per  omissionem,  partim  per  commis- 
sionem,  a  homine  occupato,  vita  millefariam  divisa,  direptaque,  (vale- 
tudine  infirma,  raroque  inter  nubiia  perpetua  apparente  ccelo),  et  penuria 
librorum  mathematicorum  recentioris  tevi  evitare  vix  possibile  erat,  be- 
nigne  emendentur.  Certe  quo  magis  res  perficietur,  et  quo  magis  superer : 
eo  lubentius    succumbam.    Denique    tantum  valeat,    quantum  valet  —  et 

Tu    LECTOR    CANDIDE   vale  ! 
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Duas  sunt  indelebiles  divinas  effigiei  lineas,  veritas  et  amor ;  lumen 
calorque,  stamina  radii  solis  aelerni  in  argilla  mortali  micantis,  cuius  nitor 
per  nubes  infiniti  transmissus  in  mundo  tam  externo,  quam  interno  pulchri- 
tudinem  Originalis  ipsius  absolutam  indicat ;  relative  pulchrum  dicimus, 
quod  illius  sensum  in  nobis  excitat,  nubila  sancta  revellens,  ut  lux  verna 
ccelipetes  alas  motitet,  via  in  beatam  patriam  in  infinito  aperta  :  neces- 
sario  impellimur 

i.  Ad  instar  supremi  stupendum  omne  penetrantis  oculi,  sine  fine 
ullo  eo  niti,  ut  in  quantum  fieri  potest,  totum  quo  penitius  perspiciamus. 

2.  Ad  instar  supremi  infinitum  orbem  amplectentis  Patris,  expansis 
brachiis  erga  omnia  entia  sentientia,  aut  intelligentia,  ubivis  in  terapore 
et  spatio  fuerint,  eniti,  ut  amore  reciproco  uniantur  omnia,  disharmonia 
ad  concentuin  beatitudinis  quam  maximae  (tam  quoad  intensionem  quam 
quoad  extensionem)  omnium,  et  singulorum  perducenda.  — 


Veritates  dividi  possunt  in  eeternas  id  est  de  iis  sonantes,  quee  in 
omni  tempore  sunt,  et  temfioraneas,  nempe  de  iis  tractantes,  quas  in 
certis  tantum  temporibus  sunt  (adeoque  in  prassenti  praeterito  aut  futuro). 
Prasteritum  referre  Histaria;  est ;  evolutionem  omnis  generis,  mundi 
externi  internique  explicando,  ut  intelligatur,  cur  praesens  ita  sit ;  stipe- 
riorum  intellectuum  esset  problema  resolvere,  (cum  prassens  filia  prae- 
teriti,  materque  futuri  sit,  et  illud  in  effectu,  hoc  in  caussa  ad  prsesens 
reducatur)    e    dato    prassente    futurum  et  partim  pra?teritum  reperire.  — 
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i.  Reprzesento,  cogito,  ratiocinor:  quas  sint  formae  activitatis  hujus? 
et  an  respondeat  ei  aliquid  extra  repraesentationem  ?  dependeatque  ista 
ab  eo?  porro  quse  loca  ultima,  in  quas  repraesentationes  una  post  aliam, 
et  reprassentata  unuin  extra  aliud  (nempe  mundus  externus)  ponuntur  ? 
quasrit  Phi/osophia. 

In  ultimariormn  horum  locorum,  temporis  nimirum  spatiique,  uti  in 
intuitu  per  abstractionem  remanent,  naturam  inquirit  Mathesis  pura, 
quas  fiet  applicata. 

Utrumque  e  nexu  reprassentationum  segregatur,  ut  cogitationis  obje- 
ctum  esse  queat ;  nec  quasi  per  eas  positorum  iisque  connatorum  reali- 
tas  heic  praster  intuitum  asseritur  negaturve. 

Ratiocinari  dicimur,  dum  e  propositione,  vel  propositionibus  A,  B,... 
quaarimus  novam. 

Propositio  dicitur,  quod  ad  formam  hanc  reduci  potest  :  ,A  est  [B  vel 
cum  B)'.  Dicitur  A  subfectum,  B  prwdicatum,  Conversa  eius  dicitur 
haac  :  ,B  est  (A  vel  cum  A)'.  Si  B  denotet  non  C,  tum  ex  ,A  est  cum 
B',  fit  ,A  est  cum  non  C. 

Propositio  e  simplicibus  componi,  at  composita  quoque  ad  formam 
dictam  reduci  potest.  Tara  A  quam  B  potest  esse  compositum,  et  qui- 
dem  pluribus  modis  :  collective,  disjunctive,  condicionate,  aut  certo  modo 
determinative. 

Aliquid,  aliqua  vel  omne  opponitur  nulli,  omni  vero  non  omne  ; 
et  non  omne  est  aut  nullum  aut  aliquid  vel  aliqua  exclusive.  Etiam 
ipsum  A  aliquid  ex  A  est.  Subjectum  A  potest  denotare  aliquod,  aliqua, 

vel  oinne,  vel  non  omne,  etiam  nullum  certorum   a,  b, Si  A  denotet 

non  omne  dictorum,  et  B  denotet  non  C,  ex  ,A  est  cum  B'  fiet  ,non 
omne  ipsorum  a,  b, . . .  est  cum  non  C'.  ,Nullum  A  est  cum  B'  potest 
exprimi  per  ,omne  A  est  cum  non  Bl.  Potest  sive  subjectum  sive  pras- 
dicatmn  imo  utrumque  disjunctivum,  imo  etiam  propositio  esse,  ex.  gr. 
,A  est  aut  cum  B,  aut  cum  O ;  ita  ,aut  A  aut  B  est  cum  O.  Ita  ,A  est 
cum  B  est  cum  C  est  cum  B' ;  id  est  si  A  est  cum  B,  tunc  C  est 
cum  D.    Variaa  adhuc  multiplices  compositiones  fieri  patet. 
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Definire  est  nomen  dare  conceptui  cuidam,  aut  rei  cujusdam  quali- 
tatem  e!  soli  propriam  exponere. 

Definitio  exacta  est,  si  sit  quam  simplicissima,  nec  contineat  talia  A 
et  B,  ut  per  A  ponatur  B. 

Interim,  conceptus  qualesvis  constructos,  absque  eo,  ut  realitas  eorum 
constet,  aut  asseratur,  imo  etiam  si  impossibilis  sit,  quovis  signo  aut  verbo 
denotare  licet ;  at  signa  aequalia  denotent  semper  aequalia,  nisi  aliud 
monitum  fuerit ;  inaequalia  signa  vero,  ideo  tantiim  quod  inaequalia  sunt, 
non  debent  inasqualia  denotare.  — 

Axioma  est  talis  propositio,  quam  ita  esse  quaevis  mens  sana  humana, 
sine  ulla  ratione  alia,  natura  sua  intuetur. 

Demonstrare  aliquid  B,  est  ostendere  illud  per  A,  nempe  com- 
plexum  axiomatum  et  definitionum  necessario  poni,  adeoque  A  essse 
cum  B. 

Propositio  demonstrabilis   Theorema  audit. 

Scientia  vel  potius  Systema  scientim  est  complexus  ordine  perspicuo 
coordinatus  definitionum  exactarum,  a  simplicissimis  conceptibus  inci- 
piendo  et  ex  constructis  ad  novos  magis  compositos  progrediemlo  (donec 
ii  prodeant,  qui  duntaxat  omne  id,  quod  eo  pertinet,  complectuntur),  et 
axiomatum  simplicissimorum,  quorum  nullum  sit,  quod  e  reliquis  deduci 
queat,  atque  propositionum  ex  iis  demonstratarum. 

Nec  omnia  definiri  queunt,  nec  omnia  demonstrari  regrediendo  in 
infinitum  (veluti  spatii  fundus  attingi  nequit).  —  Sunt  quorum  nulla 
ratio  ulterior  videtur,  et  sunt  qua?  definire  ulterius  verba  clariora  non 
habemus,  quas  colligere  operas  pretium  esset. 

2.  E  loco  mundi  externi  ad  ipsum  stupendum  omne  redeo,  structu- 
ram  mechanismumque  perspicere  studens  immensi  horologii,  cuius  catena 
ex  annulis  innumerabilium  viarum  lactearum  fluit,  nec  pondus  funduin 
ullum  petit,  ac  tabula  horaria  solis  lunasque  orbitis  et  mille  aliis  lucidis 
circulis  picta  est.  —  Opus  summi  mechanici,  unicum  mobile  perpetuum. 

Templum  magnificentissimum,  columnis  variorum  ordinum  ornamentis 
variis  insignitorum,-  de  cuius  fornice  ardent  myriades  solium  lucernaa, 
sphasris  in  laudem  numinis  invisibilis  concinentibus.  Opus  summi  architecti. 
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Liber,  cujus  totus  mundus  aspectabilis  non  nisi  compactio  externa  est, 
et  admiranda  illa  siderum  igne  scripta  hieroglypha  titulus  operis  Authoris 
summi  est. 

Mechanismum  horologii  intelligere,  templi  delineationem,  columnas, 
lapides  casmentaque  jungentia  reperire,  literasque  ultimas  cognoscere  et 
clave  scripturas  arcanEe  reperta  sententias,  totumque  legere  desideramus. 
Opus  per  omnem  asternitatem  continuandum. 

Hoc  qasrit  Physica  (externa  sensu  lato)  et  quidem  cum  applicatione 
matheseos.  Mathesi  exstruitur  scala  Jacobi,  qua  in  ccelos  scandimus, 
unde  igneis  alis  ultra  omnes  vias  lacteas  oceanumque  solium  ardentem 
tollimur  in  sacrosanctam  noctem  penetraturi,  ubi  Pater  summus  biachiis 
infinitis  totum  orbem  amplectitur  et  quo  immanibus  per  vastum  jactatos 
procellis  redeuntes  excipit  liberos. 


i.  E  mundo  externo  ingredimur  in  internum  externo  respondentem, 
haturam  ejus  scrutaturi.  Psychologia  pura,  seu  1'hysica  interna  in  ani- 
maruirj  naturam  inquirit.  Porro  cum  facultas  volendi  ad  naturam  anima- 
rum  pertineat,  leges  voluntati  ab  aeterno  prasscriptas  docet  scientta  mo- 
ralis  pura, 

2.  In  unione  mundi  utriusque,  in  naturam  animarum,  uti  in  concreto 
sunt ,  quaerit  Psychologia  empirka ;  nempe  infinitas  totius  divitise  in 
diversitatis  unitate  et  unitatis  diversitate  consistunt :  stupendum  omne 
unum  est,  in  unione  duorum  systematum  (spirituum  et  corporum)  vivum, 
mundus  externus  interni  expressio  et  quasi  facies  est,  legibusque  simi- 
libus  utrumque  tenetur,  sibi  invicem  respondentibus ;  ita  animae  omnes 
se  invicem  attrahentes  attrahuntur  a  Deo  tamquam  centro  amoris  uni- 
versalis ;  et  dantur  alias  vires  quoque,  uti  in  mundo  externo,  quae  planetas 
in  suos  soles  decidere  haud  sinentes  in  orbitis  agunt ;  si  nulla  vis  alia 
esset  praeter  attractionem,  totum  perpetuas  quietis  tumulo,  qnasi  immen- 
sum  cadaver  jaceret.  — 
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Huc  pertinet  etiam,  in  notam  regulasque  inquirere  eorum,  qua;  nobis 
in  dicta  unione  (sensu  superius  dicto)  pulchra  sunt.  Objectum  Aestheticce, 

Quidnam  sit  in  ista  mundi  utriusque  unione  agendum,  ut  omnes  orbitis 
se  mutuo  haud  offendentibus  celerrime  curramus  ad  finem  amoris  uni- 
versalis  supra  dictum  consequendum :  docet  scientia  moralis  applicata-\ 
quo  etiam  jura  omnis  generis  pertinent.  Ofjicium  est  (subjcctive)  neces- 
sitas  illa  dulcis,  qua  quilibet  undevis  ad  finem  dictum  ducitur,  itque ; 
dummodo  via  collustrata  sit  et  affectuum  terrestrium  vincula  ccelestein 
infantem  haud  detineant.  Officium  (objective)  est  via  ipsa.  Officia  om- 
nium  omnia  consentiunt,  ut  veritates  omnes  :  et  quatenus  cujusvis  offi- 
cium  est  alium  in  suo  faciendo  haud  impedire,  dicitur  jus  hujus  •  quod 
(uti  officium)  pro  diversa  determinatione  vario  nomine  insignitur.  Vita 
juxta  normam  prasscriptam  acta,  reddit  imaginem  Dei  visibilem,  qute  de 
originali  ejus  testificatur,  et  pallidum  temporis  occidentem  aeternitatis 
aurora  collustrat.  Virtutis  exercitium  est  lumen  solare,  quo  cosiestes 
fidei   flores   aperiuntur,    gemmis  de  humi    defixis   vultibus  lectis  nitentes. 

Innatum  Dei,  moralitatis  immortalitatisque  sensum  excitat,  dulcique 
et  ineffabili  quadam  voluptate  perfundit  e  puro  matheseos  fonte  hausta 
veritas,  atque  ejus  ope  penitior  naturas  externa?  internaeque  cognitio : 
adeo  ut  veritas  prodeat  in  mundum  vivens,  nascaturque  virtus. 

Majestas  vultus  numinis  ubique  prsesentis,  nusquam  visibilis,  sed  per 
quod  videntur  omnia,  radiat  e  ccelis  et  terris,  atque  dum  e  radiis  ad 
solem,  unde  prodeunt,  ex  imaginibus  in  mundo  expressis  ad  originalc 
elevamur,  inter  furentes  orbis  procellas,  tranquillitas  divina  descendit  in 
pectora  mortalia,  et  fluctibus  compositis  abyssus  consolantia  refert  sidera ; 
jactatique  diu  demum  fessique  ad  oras  huius  mundi,  clausis  in  infinito 
Patris  omnium  sinu  oculis,  conquiescimus. 

Summum  itaque  claudit  fastigium  Theologia,  quas  mundo  tamquam 
in  deserto  erranti  orphano  Patrem  ostendit,  viamque  per  vicissitudines 
itineris  quasvis  ad  eum  ducentem  face  Sacras  Scripturee  collustrat,  atque 
detracta  atroci  mortis  persona  angelum  demissum  revelat ,  qui  fracto 
cortice  externo  ccelestem  volucrem  tollat.  Neque  evenit  quidquam  in 
terris  sublimius,  quam  dum  idea  Dei  in  homine  interno  evolvitur,  atque 
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in  finito  quasi  infinitum  apparet,  primus  novi  angeli  pulsus;  polis  quasi 
inversis  mutantur  omnia,  finis  annorum  omnmm  fit  novi  initium,  et  senis 
terram  petens  corpus  fiunt  exuvise  cadentes  embrionis  ad  lucem  evola- 
turi,  amaritudo  maturescentia,  vulnera  ostia  ad  ccelum  aperta,  dolores 
fluxi  partus  gaudiorum  permanentium,  et  crux  tetra  fit  lux  mundi,  ^H  quo  i — i 
tollitur. 
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Axtotnata  et  inde  praevie  deducenda,  ne  in  casibus  iteranda  sint, 
formulis  generalibus  exhibita  (intuitu  spatii  specialiori  sno  loco  reser- 
vato). 

Mens  de  quovis  casu  ut  de  flumine  quasrens  unde  veniat,  de  caussa 
ad  caussam  ascendens,  subsistit  ubi  ulterius  progredi  nequit,  et  si  ibi 
veritates  reperit  tales,  quas  sine  ulteriore  caussa  ita  esse  intuetur,  con- 
quiescit,  atque  veritates  ejusmodi  in  casibus  repertas  formulis  generalibus 
exponit;  partim  ob  brevitatem,  partim  ut  clare  perspiciatur,  qusenam  sint, 
quas  per  se  asseruntur  sine  demonstratione  et  quod  sit  systematis  totius 
fundamentum. 

I.  Tempus  est  quantitas  continua ;  sed  non  nisi  expers  ex  eo  adest, 
et  semper  aliud  atque  aliud  est ;  atque  per  quodvis  tale,  in  prasteritum 
et  futurum  undevis  et  utrinque  absolute  aequaliter  discerpitur  (abstra- 
hendo  a  directione  prasteriti  et  futuri). 

II.  Tempus  quodvis  finitum,  quod  non  fuit,  adveniet,  omne  nunquam. 
Saepissime  est,  quod  aliquid  de  quovis  dici  potest,  de  omni  non, 

III.  Id  quod  est  sub  parte  p  temporis  experte  aut  cum  ita  aut  cum 
non  ipsius  B  (id  est  aut  cum  B  aut  cum  non  B)  est, 

IV.  Si  per  A  et  /?poneretur  ita  et  non  ipsius  Csub  p,  atque  A  est, 
tunc  B  non  est ;  et  si  A  non  est,  tunc  B  est.  Hoc  est  fundamentum 
clemonstrationis  apogogicx,  et  concluditur  modo  sequente. 

i.  Si  B  sit  propositio  formae  sequentis,  a  non  est  cum  x,  et  A  est, 
tunc  B  non  est;  nerape  non  est  id,  quod  a  non  est  cum  x ;  sed  ali- 
quod  adesse  debet    (III),    nempe  aut  a  est  cum  x,  aut  a  non  est  cum  x, 
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posterius  non  est,  adeoque  alterum  nempe  id,  quod  a  est  cum  x,  est. 
Hinc  etiam  ubi  prodibit,  non  esse  id,  quod  Q  non  est  cum  Z,  absque 
iteratione  dictoruin  poterit  concludi,    Q  esse  cum  Z, 

2.  Si  B  sit  formae  a  est  cum  x,  et  A  est;  tunc  B  non  est  id 
significat,  quod  non  est  id,  quod  a  esT  cum  x ;  id  est  non  est  a  cum  x. 
Itaque  sicubi  constiterit  esse  et  non  esse  ipsius  C  per  B  et  A  (verita- 
tem,  aut  veritates  perpetuo  vel  per  hypothesin  stabilitas)  simul  posita 
simul  poni :  modum  relatum  toties  quoties  iterare  supervacuum  erit. 

V.  Quidvis  est  id,  quod  est,  et  sibi  perfecte  asquale  est.  Si  autem 
A  et  B  absolute  asqualia  sint,  atque  afficiantur  operationibus  D  et  E  ab- 
solute  asqualibus  :  cuilibet  resultato  ipsius  A  cum  D  adest  inter  resultata 
ipsins  B  cum  E  resultatum  eequale. 

Si  operatio  sit  unici  resultati,  id  est  si  talis  sit,  ut  resultatum  ipsius 
A  sit  nonnisi  a  et  resultatum  ipsius  B  sit  nonnisi  b  :  tum  a  est  asquale  b. 

Nam  datur  resultatum  ipsius  B  ipsi  a  aequale ;  sit  hoc  C;  hoc  C  erit 
aut  b,  aut  non  b  (III) ;  si  C  non  b  esset,  per  id,  quod  C  est  praster  h, 
et  id,  quod  praster  b  aliud  non  est,  poneretnr  esse  et  non  esse  resultati 
alius  preeter  b, 

Si  operationis  indoles  talis  sit,  ut  alia  quoque  resultata  dentur ;  tum 
id  tantum  dicitur,  quod  cuivis  resultato  ipsius  A  datur  asquale  inter 
resultata  ipsius  B.  Si  A  et  B  sequali  operatione  resultati  unici  affecta 
producant  a  et  b  asqualia  :  tum  etiam  A  et  B  Eequalia  sunt,  si  ex  a  et 
b  quoque  asquali  operatione  resuitati  unici  prodeant  A  et  B, 

Si  A  sit  asquale  ipsi  B,  potest  B  ipsi  A  substitui ;  eatenus,  quod 
quavis  operatione  afficiatur  A,  eadem  affectum  B  resnltatum  priori  sequale 
dabit.  Ita  si  A  sit  asquale  B,  et  B  sit  sequale  C,  potest  C  ipsi  B  sub- 
stitui,  ut  prodeat  A  sequaie  C.  Nam  sit  operatio  comparationis ;  com- 
paTationis  B  cum  A  resultatum  est  indiscernibilitas,  et  resultatum  com- 
parationls    C  cum  A  etiam  indiscernibilitati  aequale  est. 
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Denotet  ®  heic  a  cum  aliquo  tali  esse,  quod  ipsi  x  asquale  est ;  ,  %__z 
vero  denotet  a  esse  cum  aliquo  tali,  quod  ipsi  x  asquale  est,  et  simul 
cum  tali,  quod  ipsi  y  aequale  est,  et  non  esse  cuin  tali,  quod  aequale 
ipsi  z  est,  id  est  esse  cum  non  z. 

Interim  ha3  denominationes  brevitatis  et  claritatis  ergo  heic  assumtae, 
non  nisi  hic  valeant.  Sit  jain  schema  sequens; 

A     ,  B  ,    . . .       P    ,  Q  ,    ...       U    ,  W ,  ... 

x-~y-—z     x—y — z...x-hy— z     x-v-y — z  ...x-±y-\-z     x-^y-v-z... 

Ea,  sub  quorum  quolibet  litera  aut  literae  easdem  sunt,  (quavis  eadem 
litera  signo  eodem  -h  vel  —  insignita)  dicuntur  eatenus  generis  ejus- 
dem  ;  ex.  gr,  sub  quovis  adest  x,  itaque  A,  B, . . . ,  P,  Q,--.,  U,  W,... 
sunt  generis  eiusdem  quoad  x ;  dicatur  G  hoc  genus,  id  est  nomen  com- 
mune  eorum  sit  G ;  et  dum  dicitur  G  esse  cum  x,  intelligatur  (uti  ejus 
origo  ostendit)  A  esse,  B  esse  6tf  cum  x ;  nempe  si  in  propositione  G 
est  cum  x  substituatur  ipsi  G  quodvis  eorum,  quorum  nomen  commune 
G  inde  exortum  est,  propositionem  veram  manere.  Quando  dicitur,  quod 
D  sit  G  jdenotante  G  genus),  non  aliud  significat,  quam  quod  D  sit 
aliquod  ipsorum  A,  B, ...,  P,  Q,...,  U,  W, . . .,  id  est  eorum  quorum 
nomen  commune  datum    G  est.    Aliud  est  dum  dicitur  A  est  ipsum  B. 

Ita  sunt  P,  Q, . . . ,  U,  W, . . .  generis  ejusdem  quoad  x-hy,  quod  dicatur^  ; 
et  £7ac  Wsunt,  quoad  x-hy-i-z,  generis  ejusdem,  quod  dicatur  g'.  Dicitur 
genus  g'  species  quoad  z  generis  g,  et^dicitur  species  quoad_y  generis 
G ;  quod  ulterius  continuari  posse  patet.  Patet  etiam  alio  respectu  sub- 
divisionem  aliam  esse  ;  ex.  gr.  A,  B,...P,  Q,...  quoad  — z  aliam  spe- 
ciem  ipsius  G  prasbet,  cujus  item  A,  B, ...  una  species,  quoad  — y,  et 
P,   Q,...U,  W,...,  quoad  y,  alia  species  est. 

Exemplo  sit  sequens :  denotet  x  qualitatem  quadrilateri  rectilinei,  y 
qualitatem,  quod  dentur  duo  latera  parallela  (non  excludendo  plura),  z 
quod  prasterea,  quod  dentur  duo  latera  parallela,  adhuc  dantur  duo  latera 
parallela;  f-quod  anguli  sint  ^quales,  u  quod  latera  sint  asqualia. 
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Literas  asquales  heic  cum  signis  aaqualibus  genera  speciesque  ostendunt. 

Patet  vero  tam  in  hoc  exeraplo,  quam  in  priore  generis  tantum  ali- 
qua  gaudere  literis  speciei ;  imo  in  exemplo  posteriore  e  genere  quoad 
x  non  nisi  quadratum  esse  (x-i-y-hz-hv-hu).  Hinc  si  genus  heic  quoad  x 
dicatur  G,  in  propositione,  quod  G  sit  cum  x,  ipsi  G  quodvis  allatorum 
substitui  potest;  sed  ut  verum  sit,  G  esse  cum  x  et  y,  aliqua  tantum 
eorum,  quorum  G  nomen  commune  est,  substitui  possunt ;  et  ut  verura 
sit  G  esse  cum  (x-i-y-hz-hv-i-u),  ipsi  G  aliquod  G  nempe  quadratum  tan- 
tum  substitui  debet.  Si  vero  w  denotet  qualitatem  eam,  ut  quinque  late- 
rum  sint,  tura  x  excludens  quintum  latus  non  est  cum  w,  adeoque  est 
cum  —  w ;  atque  ut  dici  possit,  h  est  cum  w,  substitui  ipsi  h  debet  nul- 
lum  G,  quod  significat,  quod  non  sit  inter  ea,  quorum  G  nomen  com- 
mune  est,  tale  quod  sit  cum  w. 


Si  q  sit  aliquod  ipsorum  A,B,C, ...  et  q  non  sit  ipsura  A,  tum  q 
est  aliquod  ipsorum  B,C,...;  si  q  nec  ipsum  B  sit,  tum  est  aliquod 
ipsorum   C, . . . ,  et  si  ad  ultimum  deveniatur,  tum  q  plane  illud  est. 

Nam  si  q  non  est  inter  B,C, ...  et  q  non  est  ipsum  A  ;  tum  q  non 
est  inter  A,B,C,...,  adeoque  q  et  esset  inter  A,B,C,...  et  non  esset; 
itaque  per  id,  quod  q  inter  A,B,C,...  est,  et  non  est  inter  A,B,C,... 
ponitur  esse  et  non  esse  eiusdem  simul ;  unde  patet  per  IV. 
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Eodem  progredi  raodo  licet  ad  C,  et  inde  porro,  nempe  si  q  non 
sit  A,  nec  B ;  tum  si  q  nec  inter  C, ...  sit,  non  esset  inter  A,B,C,... 
et  simul  esset ;  ita  porro  progredi  licet,  et  si  ad  ultimum  perventum 
fuerit,  eodem  modo  patet  q  illud  ipsum  esse. 

Ita  si  omne  quodvis  q  sit  inter  A,  B,  ...a,  b,...d ,b' ,...,  atque  q  non 
sit  inter  A,B,...,  inter  a,b,...a',b',...  esse  pari  modo  patet ;  et  si  nec 
inter  a,b,...  sit,  esse  inter  d,b',...  pari  modo  patet. 

D. 

Sint  jam  A,B,C  qualitates  aut  res  quascunque  et  quidem  ita,  ut  ex. 
gr.  z  sit  noraen  generale  tam  ipsius  -h-y  quam  ipsius  — y  (quod  denotet 
heic  non  y),  ita  ut  — z  denotet  -i-y,  si  z  antea  denotabat  — y,  et  denotet 
— y,  si  antea  -\-y  denotabat ;  ita  etiam  reliqua  intelligantur.  Propositio 
vero  A  est  cum  B,  denotetur  heic  brevitatis  caussa  (sed  hic  tantum 
valeat  ista  denotatio)  per  A-i-B;  ita  A — B  denotet  hic  A  esse  cum  non 
B;  et  — A-hB  denotet  non  A  esse  cum  B. 

An  vero  de  omni  quovis  A  aut  aliquo  &  dicatur,  quod  sit  cum  B, 
denotatione  ista  determinatum  non  sit. 

Quasritur,  quas  propositiones  sequuntur  ex  una,  qiiEe  e  duabus?  y 

i.  Ex  una,  nempe  ex  A  est  A  sequitur  A  est  non  A  non  esse ; 
nam  per  heec  poneretur  ita  et  non  eiusdem,  alterutrum  duorum  adesse 
debet  (III),  A  est  A  adest,  alterum  itaque  non  est  (IV).  Ita  ex  A  est  B 
sequitur  A  est  non  B  non  esse ;  quod  ita  quoque  exprimi  potest,  A  est 
non  z,  si  z  denotet  non  B.  Ex  quodvis  A  est  non  B  sequitur  B  est 
non  A.  Nam  per  A  est  non  B  et  B  est  A  poneretur  aliquod  A  esse 
cum  B  et  non  B,  et  inde  sequitur  ut  prius. 

Ex  A  est  cum  B  sequitur  aliquod  B  esse  cum  A ;  nam  per  A  est 
cum  B  et  hoc  B  est  cum  non  A  poneretur  aliquod  B  esse  cum  A  et 
non  A,  unde  (ut  prius)  patet. 

Ex  eo,  quod  quodvis  A  est  cum  aliquo  B  sequitur  quodvis  non  B 
esse  cum  aliquo  non  A ;  nam  per  non  B  cst  cum  A,  et  A  est  cum  B 
ponitur,  aliquod  A  esse  cum  B  et  non  B;  itaque  patet  per  IV. 
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Ex  A  est  cum  non  B  sequitur  B  est  cum  non  A ;  nam  per  A  est 
cum  non  B,  et  B  est  cum  A  poneretur  aliquod  A  esse  cum  B  et  non  B, 
et  tum  patet  uti  antea. 

Ex  eo,  quod  quodvis  non  A  est  cum  aliquo  non  B,  sequitur,  quodvis 
B  esse  cum  aliquo  A  ;  nam  per  non  A  est  cum  non  B  et  B  est  cum 
non  A  poneretur  aliquod  non  A  esse  cum  B  et  cum  non  B,  adeoque 
patet  per  IV. 

2.  Propositiones  vel  conceptus  A  et  B  cequivalent.es  dici  possunt, 
si  quodvis  A  sit  cum  aliquo  B  et  quodvis  B  sit  cum  aliquo  A  ;  quod 
ita  quoque  prodit,  si  demonstretur,  quodvis  A  esse  cum  aliquo  B  et 
quodvis  non  A  esse  cum  aliquo  non  B,  nam  (per  priecedentia)  tunc 
etiam  quodvis  B  est  cum  aliquo  A, 

Idem  prodit  demonstrando,  quod  non  A  est  cum  non  B,  et  non  B 
est  cum  non  A  ;  uti  etiam  ex  A  est  cum  B  et  B  est  cum  A  prodit 
non  A  esse  cum  non  B  et  non  B  cum  non  A. 

Ex  eo,  quod  quodvis  A  est  cum  aliquo  B,  non  sequitur,  quodvis  B 
esse  cum  aliquo  A\  nam  (uti  e  typo  generis  superiore  patet)  qualitas 
aliqua  pragter  speciem  ipsius  A  in  aliis  quoque  adesse  potest ;  sed  sequitur 
aliquod  vel  aliqua  B  esse  cum  aliquo  A ;  nempe  ubi  A  cum  B  est, 
etiam  B  cum  A  est.  Ex  non  omne  A  est  cum  B  sequitur  aliquod  A 
esse  cum  — B ;  nam  non  omne  est  aut  aliquod  vel  aliqua  exclusive  aut 
nullum ;  si  nullam  A  est  cum  B,  omne  A  est  cum  —  B;  si  aliqua 
exclusive  sunt  cum  B,  reliqua  sunt  cum  non  B,  quia  B  aut  — B  adesse 
debet  (III  et  IV). 

3.  Sint  a,b,c\  et  denotet  heic  a-\-b  esse  a  cum  b,  atque  a — b  denotet 
esse  a  cum  non  b  (id  est  sine  b),  eademque  denotatio  in  aliis  quoque 
(sed  heic  tantum)  valeat.  Qusevis  litera  possit  sive  -H  sive  —  denotare  : 
ex.  gr.  b  possit  — z  quoque  denotare  (signum  ■ —  sensu  non  arithmetico, 
sed  superiore  intelligendo).  Quasritur,  ex  una  propositione  a-\-b  et  alia 
adhuc  tali,  in  qua  una  litera  c  est,  altera  vero  ±a  (id  est  a  vel  —a) 
vel  ±5  (id  est  b  vel  — b)  est,  quando  et  quee  conclusio  est? 

Patet  combinationes  omnes  esse  sequentes: 
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a+b, 


a+5, 

+a-\-c, 


a+b, 
c±b, 


a-hb, 

-hb-\-c, 


quse,  si  a-v-b   sensu    statim    dicendo    convertatur  in  secunda  et  tertia,  et 
inferior  superius  ponatur  in  prima  et  tertia,  mutabuntur  in  sequentes 


a-k-b, 


b~\-a, 

±a-hc, 


c-izb, 
b-\-a, 


a-v-b, 
±b-\-c, 


ubi  patet  ad  formam  eandem  reducta  eatenus  esse,  quod  ubivis  superioris 
ultima  litera  sit  priina  inferioris,  quEe  est  litera  communis  utriusque  ;  patet 
etiam  formam  ultimam  primse  prorsus  convenire ;  nam  b  potest  per  — z 
exprimi,  et  tum  —  b  erit  z ;  ex.  gr.  sit  a  Petrus,  b  mortalitas,  nempe 
a-vh  denotet  Petrus  est  cum  mortalitate,  id  est  Petrus  est  mortalis,  z 
est  immortalitas,  et  a — z  denotat  Petrus  est  ciim  non  immortalitate ; 
adeoque  ad  formam  primam  reducetur  ultima  in  illo  casu  quoque,  ubi 
in  hujus  inferiore  signum  —  est,  nempe  illam  in  cujus  superiore  —  a  est ; 
itaque  non  nisi  tres  priores  consideTandas  veniunt. 

Denotet  jam  heic  (sed  tantum  hic)  A-\~b  quodvis  a  esse  cum  b  vel 
aliquo  b ;  ita  b-\-A  denotet  b  vel  aliquod  b  adesse  cum  quovis  a,  quod 
idem  cum  priore  significat.  Ita  C~\-a  denotet  quodvis  c  esse  cum  aliquo 
a,  et  C — a  denotet  quodvis  c  esse  cum  non  a  ;  atque  c-\-a  denotet  ali- 
quod,  vel  aliquorum  c  quodvis  esse  cum  aliquo  a  ;  et  eadem  denotatio 
alias  Hteras  maneat,  quse  tantutn  heic  valeat.  Conclusio  e  superiore  et 
inferiore  infra  lineam  scribetur,  o  ubi  nulla  est ;  forma  prima  post  I, 
secunda  post  II,  et  tertia  post  III  est ;  pro  signis  iisdem  cuiusvis  quatuor 
casus  sunt,  uti  pro  signis  contrariis ;  in  schematibus  rationem  conclusionis 
exponentibus,  quilibet  casus  pro  signis  iisdem  uno,  pro  contrariis  altero 
schemate  exhibebuntur. 


a+b 

C+a 

A+b 
C-hb 

c  -\-a 

A+b 

c-h-b 

c-~ha 

a-hb 

o 

C — a 

a-\-b 

C-a 

A-hb 

c — a 

A-hb 

c — a 
a+b 

0 

b~c 

b—c 

#c — b 

*c — b 
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a-k-c 

b-v-A 
A-hc 

b-k-a 
A-\-c 

b-\-a 

a-hc      , 

|        5+A 

— a  -{-c 
1     *b— c 

6-i-A 

—A-+-C 
*b—c 

b-\-a 
—A-t-c 

*b—c 

b-\-a 
— a-\-c 

b-\-c 

b-\-c 

b  -\-c 

o        1 

*b — c 

C+b 

/>-\-a 

C+5 
d-hA 

c-k-b 
b-hA 

c-\-b 
b-\-a 

1     C—b 

b-ha 
1      a — c 

C—b 
b-hA 
C — a 

c—b 
b+A 

*c — a 

c—b 
b-¥a 

o 

0 

0 

o 

*c- — a 

et  A—c. 

Stellula  prgeposita,  uti  *b — c,  denotat  certa  qusedam  b  cnm  certis  qui- 
busdam  c  non  esse,  non  asserendo  dari  aliquod  b,  quod  cum  nullo  c  esse 
queat. 

Conclusio  nulla  est,  si  pro  signis  literse  communis  iisdem  aut  nulla 
litera  magna  est,  aut  non  est  prima  in  inferiore,  vel  ultima  in  superiore  ; 
alioquin  semper  est  aliqua ;  cum  stellula  prodit,  si  pro  signis  literas  com- 
munis  contrariis,  litera  magna  aut  nulla  sit,  aut  praster  primum  locum 
inferioris  et  ultimum  superioris  haud  reperiatur,  aut  tantum  in  inferiore 
et  sola  sit ;  combinantur  vero  in  conclusione  literas,  quze  praeter  communem 
sunt,  et  posterioris  signum  —  est,  si  litera  communis  signis  contrariis  sit. 
Occurrit  vero  litera  magna  in  conclusione  non  nisi  semel  in  I,  et  semel 
in  III,  atque  stat  loco  primo ;  in  III  vero  sexta  est  sola,  ubi  etiam 
postrema  litera  in  magnam  mutata  conversio  fieri  potest.  In  II  schemate 
secundo  constat  etiam  quodvis  a  esse  cum  b  et  cum  c ;  denique  omne, 
quod  per  superiora  e  conclusione  tanquam  ex  una  propositione  sequitur, 
conclusioni  accenseri  potest. 

Interim  I  i  convenit  cum  III  i,  ita  I  3  cum  II  3,  I  4  cum  II  4  et 
cum  III  4,  I  5  cum  III  5,  I  7  cum  II  7,  et  I  8  cum  II  8  et  cum  III  8. 
Itaque  pro  convenientibus  quibusvis  unus  tantum  manet  casus ;  et  casus 
conclusionem  o  dantes  etiam  rescindi  possunt. 

Ut  ratio  conclusionum  dictarum  pateat,    exprimatur  ex.  gr.  C-ha  per 

alia  a   adhuc 
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ulterius  quoque  scribere  fas  est,  cum  haud  constet,  non  alia  a  esse  sine  c ; 
si  quodvis  a  quoque  sit  cum  b,  scribatur  /)  sub  quodvis  a,  si  vero  de 
quibusdam  a  tantum  constet,  scribatur  b  sub  quaedam  a  tantum ;  et 
quidem  sub  talia,  quee  non  sub  c  sunt,  quia  non  constat,  num  illa  sint 
ea  quaedam,  quae  cum  b  sunt.  Ita  C — a  exprimatur  per  c  c  c  > 
et  b-ha  exprimatur  per    aaa.    Hoc  pacto  construantur  casus  singuli : 


ccc       1 

ccc 

cc 

ccc 

aaaa    \ 
bb\ 

aaaa 

bbbbb  \ 

tbb  1 

aaa 

bb 

aaa  I     c    c  aa   \ccc         aa   \c  c    c  aaa 

-a-a—a        bbb  \  —a-a—a  bbb  \  —a-a—a    bbb  j  —a—a—a         bbb 


aa   1 

aa     1 

bbb        | 

bb 

bbb 

bbbb\ 

aaa 

aaaa 

cc 

ccc      \ 

cccc  \ 

ccc 

bbb 

—a—a      bbb 

—a—a     j  bbb 

—a  -a     1  bbb 

—a—a—a 

aa 

c  c\aa 

c    c  c\   aaa 

c    c   c\    aaa 

c     C    ( 

ccc 

bbbb 

aaa 


-b-b-b         aaa\-b-b—b  aa\—b-b        aa     \-b-b  aaa 

In  I  primo  et  quarto  patet  posse  b  et  c  non  in  verticalem  eandem 
cadere,  adeoque  non  sequitur  ullum  c  cum  b  esse ;  in  secundo  sub 
quodvis  c  cadit  b,  adeoque  quodvis  c  cum  b  est ;  in  tertio  sub  quae- 
dam  c  cadit  b  et  quaedam  illa  tantum  constat  cum  b  esse.  Item  in 
I  signorum  contrariorum  casu  primo  patet  illa  b,  quas  cum  a  sunt, 
cum  c  esse  non  posse,  quia  cum  quovis  c  est  —  a,   et   tuin   -\-a    et   - — a 
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simul  essent  (Ax.  IV) ;  adeoque  illa,  seu  quaedam  6  cum  c  non  sunt ; 
id  est  quaedam  h  snnt  cutn  non  c.  In  casu  secundo  illa  b,  quae  cum  a 
snnt,  cum  c  esse  pariter  nequeunt ;  in  tertio  sub  quovis  a  est  b,  sed  non 
constat  aliquod  c  cum  b  vel  sine  b  esse ;  nara  haud  constat  non  dari 
tale  b,  quod  non  est  cum  a,  adeoque  tale  b  etiara  cum  tali  c,  quod  cum 
— a  est,  esse  nulla  contradictio  ;  itaque  illa  c  tantum,  quee  cum  — a  sunt, 
cum  illis  b,  quie  cum  a  sunt  non  esse  constat. 

Reliqua  singillatim  exponere,  cum  schemata  singula  eodem  modo 
exhibeant,  supervacuum  est. 

Forma  IV  qua;  cum  I  convenit,  continuata  dat  soritem  ;  nisi  a  prima 
propositione  incipiendo  cuiusvis  litera  ultima  sit  eadem  cum  prima  sequen- 
tis,  et  in  loco  primo  magna  sit,  saltem  in  quavis  post  primam.  Ex.  gr.  ex 

a+b 

B-hc 
C-hd 

sequitur  a-*rd ;  nam  expresso  ut  antea  per 

aaa 

bhb 
c  ccc 
ddddd 

patet  quasdam  a  esse  cum  b  et  c  et  d,  adeoque  quaedam  a  esse  cum  d ; 
si  A  fuisset  loco  primo,  quodvis  a  esset  cum  d. 


Si  constet  sub  continui  temporis  T  puncto  quovis  adesse  A,  et  ali- 
quando  sub  t  post  T  non  adesse :  datur  ab  initio  crescentis  7"in  infinitum 
punctum  aliquod  p  ultimum  punctorum  illorum  temporis,  de  quorum 
quovis  dici  potest,  quod  intra  illud  et  initium  ipsius  T  semper  adest  A  ; 
in  /  vero  aut  ultimum  A  est  aut  primum  non  A;  et  si  in  p  non  A 
fuerit,  post  /  aliquandhi  aut  semper  A  aut  semper  non  A  erit,  nisi  post 
p  quodvis  punctum  p'  tale  fuerit,  ut  inter  p  et  p'  tam  A,  quam  non  A 
adsit.  Fundamentum  limitis,  plura  alia  quoque  expediens. 
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F. 


Si  A,B,C,...  se  invicem  excipiant  (sive  terminentur  in  aliquo,  sive 
non),  et  eorum  quodvis  K  tale  sit,  ut  (post  K  sequente  L  dicto)  K  est 
cum  x  sit  cum  L  est  cutn  x,  atque  A  sit  cum  x ;  tum  quodvis  Q  ipsorum 
A,B,C,...  est  cum  x.  Nam  a  certo  puncto  sit  pars  temporis  continua  i 
in  plaga  futura,  et  excipiat  quodvis  t  aliud  /  in  infinitum ;  ac  cogitetur  A 
respondere  primo  t,  et  quodvis  ipsorum  A,B,C,...  sequens  sequenti  /; 
atque  procedatur  ab  A  ad  B,  inde  ad  C&  usque  ad  illud  t  quod  ipsi  Q 
respondet :  illud  t  adveniet  (Ax.  II) ;  adeoque  et  de  Q  ei  respondente 
constat.  Dicitur  hasc  concludendi  methodus  de  n  ad  «+i  sxpissime 
usitata.    E  dictis  ultro  promanantibus  supersedere  licet, 
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PRIMAE  LINEAE  ARITHMETICAE  GENERALIS. 

§  I. 
Animus  natura  sua  veritatis  siti  impulsus,  fines  cognitionis  semper 
ulterius  extendere  satagens,  'activitate  indesinente  partim  ex  iis,  quas  in 
repraesentatione  reperit,  quasdam  secernit,  partim  hasc  et  quas  adfuerint, 
vario  modo  componit ;  atque  utcunque  coram  posita  comparat ;  et  illa, 
qua?  digna  esse  retur,  nomine  insignit  proprio,  jure  suo  originario  utens, 
quidvis  signo  quovis  pro  arbitrio  denotandi ;  dummodo  signa  eadem  eadem 
ubique  significent,  nisi  aliud  monitum  fuerit. 

§    2. 

Quidvis  fmodo  A  nominatum}  intuenti  obviam  venit  ante  omnia  aliquid 
(modo  a  dictum),  quod  ab  A  complexnm  est  (id  est  ex  A  est),  ab  eo 
tamen  diversum  (id  est  non  idem  jpsura  cura  A) ;  dicitur  a  pars  ipsius 
A  et  quidvis  (utvis  compositum  sit  in  repreesentatione,  excluso  omni  alio} 
dicitur  Totum,  si  parte  gaudeat.  Sensu  hoc  etiam  qualitas  certa  ipsius  A, 
ex.  gr.  albedo  certi  parietis,  ejus  pars  est,  (albedinem  ipsam,  quas  adest, 
intelligendoj.  Si  a  pars  etiam  ipsius  B  sit,  dicitur  commune  ipsis  A  et  B- 
Per  complexum  ipsorum  A,B,. . .  intelligatur  id,  quod  complectitur  eorum 
quodvis  prastereaque  necquidquam.  Consideranti  partes  obviam  venit  tale  x, 
ut  a  complexu  omnis  ejus  ex  toto,  quod  non  ex  x  est,  complexum  etiam  x 
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sit;  dici  potest  pars  eiusmodi  indivellihilis*  Potest  tamen  aliquid  de 
quovis,  quod  ex  toto  praster  x  est,  dici,  quod  de  x  negatur.  Horas  octavas 
finis,  et  nonee  initium  est  pars  temporis  a  hora  septima  usque  ad  decimam 
effluentis,  sed  indivellibilis  est ;  ita  axis  corporis  quiescentibus  duobus 
punctis  moti;  at  punctum,  totius  ex  hoc  et  spheera  extra  illud  cadente 
constantis,  non  talis  pars  est.  Hinc  talis  pars  p,  cuius  ipsius  pars  nulla 
aut  tantum  indivellibilis  est  communis  cum  complexu  omnis  eius,  quod 
ex  toto  preeter  p  est,  dicitur  portio.  Ex.  gr.  Linea  e  superficie  prominens 
totius  portio  est,  uti  punctum  antea  dictum ;  at  complexus  lineas  dictae 
et  linese  in  superficiem  cadentis,  totius  e  superficie  et  linea  constantis 
pars,  sed  non  portio,  nec  indivellibile  est. 

Coraplexus  omnis,  quod  fex.  gr.)  praeter  A  est,  intelligatur,  uti  in 
concreto  sisti  potest.  Paucis  tantum  adhuc,  ne  plura  nugse  difficiles  visa 
nauseam  moveant,  illustrare  fas  sit. 

Indivellibile  i  partis/  est  indivellibile  totius  T.  Nam  si  q  sit  complexus 
omnis,  quod  ex  p  praster  i  est,  et  Q  sit  complexus  omnis  ex  T  quod 
prseter  i  est :  patet  q  esse  complexum  a  Q,  adeoque  i  a  q  complexum  a 
0  quoque  complexum  esse. 

Pars  p  partis  indivellibilis  i  est  indivellibile  totius  T.  Nam  si  q  sit 
complexus  omnis  ex  i,  quod  praster  p  est,  et  0  sit  complexus  omnis 
ex  T,  quod  preeter  i  est :  tum  (per  def.)  i  a  Q  complexum  est,  adeoque 
etiam  a  (Q  et  q). 

Portio  p  portionis  P  portio  totius  Z^est.  Nam  sit  p'  complexus  omnis 
ex  P,  quod  pra^ter/  est,  et  sit  R  complexus  omnis  ex  7]  quod  praster  P 
est ;  sitque  A  id,  quod  P  cum  i?  commune  habet,  et  0  sit  complexus 
omnis  ex  P,  quod  praster  A  est,  sitque  a  id,  quod  P  cum  p,  et  d  id, 
quod  R  cum  p'  commune  habet :  patet  in  A  adesse  a  et  d,  necquidquam 
prasterea  in  A  esse.  Sit  q  complexus  omnis  ex  p  pra;ter  a,  et  q'  com- 
plexus  omnis  ex  p'  preeter  d  :  patet  [q  et  q)  complecti  omne  quod  ex 
P  praster  A  est,  adeoque  et  ipsum    Q.   Est  vero  P  portio  ipsius  T  (per 

rari,  quod  sit  pars  uiusmodi  cotius  T,  qna;  ex  T  abstrahi 

c  qunat,  acrl  ipsa  m-.c  r,()»ilriiion^  iip.  nvolli  potest  ut  reli- 
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hyp.),  adeoque  A  est  indivellibile  ipsius  P  (per  def.) ;  adeoque  a  Q 
complexum  est  omne,  quod  ex  A  est,  itaque  etiam  a,  quod  fieri  nequit, 
nisi  a  indivellibilile  ipsius  p  sit ;  nam  si  id  non  sit,  aliquod  b  ex  a  adesse 
debet,  e  quo  necquidquam  a  q  complexum  est ;  si  vero  a  q  complexum 
non  est,  neque  a  [q  et  q')  complexum  est ;  nam  p'  adeoque  q'  nonnisi 
indivellibile  ipsius  /  cum  q  commune  habet  (quia  p  portio  ipsius  P  est) ; 
adeoque  esset  aliquid  ex  A,  quod  a  [q  et  q)  adeoque  a  O  quoque 
complexum  non  esset,  et  P  non  esset  portio  ipsius  T  (contra  hyp.). 
Si  p  cum  complexu  omnis  ex  T  praeter  p  nihil  habeat  commune,  tum 
patet  (per  def.). 

Si  P  portio  ipsius  Z^sit,  et  complexus  omnis  ex  ^prEeter  /Micatur/ ; 
tum  etiam  p,  si  in  concreto  sistatur,  portio  ipsius  T  est.  Nam  sit  A 
commune  ipsis  P  et  p,  et  sit  q  complexus  omnis  ex  p  praeter  A,  id  est 
omnis  ex  T  praeter  P,  (nam  A  quoque  adest  in  P);  patet  q,  si  in  con- 
creto  sistatur,  esse  idem  cum  p,  adeoque  cum  A  complexum  a  p  sit, 
complexum  etiam  a  q  est ;  itaque  etiam  p  portio  ipsius  T  est  (per  def.). 

%  3- 
Ex  parte  et  portione  oritur  nihihim  tnathematicum,  ct  expers  :  nempe 
abstrahendo  omnem  partem,  oritur  conceptus  nihili,  cuius  signum  est  o. 
Ingens  passus  ab  omni  ad  nihilum  est ;  uno  verbo  quasi  tollendo  omne, 
quod  ab  sublime  verbum  Fiat  factum  est.  Quod  nulla  sui  portione  gaudet, 
dicitur  expers ;  tale  est  (ex.  gr.)  punctum  spatii  aut  temporis  supra 
dictum,  sub  quo  quidem  nulla  mutatio  fieri  potest,  sed  Rhenus  deruens, 
Urbs  flagrans,  aut  actus  quidam  heroicus  sub  tali  temporis  puncto  liguntur 
in  tela  perennes. 

i  4- 

Porro  in  partes  inquirendo,  tali  A  occurrente,  ut  quasvis  portio  A'  sit 
eius,  ha?c  cum  eo  B,  quod  ex  A  praster  A'  est,  aliquid  commune  habeat : 
tale  A  nominatur  continuum.  Ex.  gr.  spatium,  tempus,  linea,  super- 
ficies  y. 
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§  5. 

Mens  porro  disquirens  animadvertit,  varia,  quce  praster  A  surit,  ab  eo 
discerni  quidem,  sed  reperiri  aliquid  cum  A  et  aliquid  cmn  B,  quse, 
quamvis  A  et  B  prassentia  considerentur,  discerni  nequeunt :  et  dicit 
A  et  B  eatenus  aequalia ;  si  aliquid  illud  sit  A  ipsum  et  B  ipsum,  tum 
dicitur  A  identice  aequale  ipsi  B,  quod  nonnisi  tunc  est,  si  A  ipsum  B 
sit.  Si  aliquid  illud  sit  A  et  B  praster  locum,  id  est  A  et  B  prassentia 
praster  locum  discerni  nequeant,  dicitur  aequalitas  absoluta,  significata 
per  A  =  B.    Eatenus  nulla  cochlea  sinistra  dextras  asqualis  est. 

Si  aliquid  illud  aliud  sit,  dicitur  aequalitas  respectiva,  cuius  innumeras 
species  dantur.  Globus  argillaceus  aureo  Eequalis  quoad  locum  esse  potest, 


Sed  ex  asqualitate  absoluta,  et  portionibus  ipsius  P,  vel  etiam  p, 
nascitur  alia  asqualitas  rcspectiva,  atque  etiam  conceptus  quantitatis, 

r.  Si  nempe  tale  A  se  obtulerit,  ut  cum  A  sit  tale  q,  cuius  aut  nulla 
portio  est,  aut  quaevis  a  et  b  tales  sunt,  ut  a  (ipsnm  vel  pars  eius)  -=b 
(ipsi  vel  parti  eius)  :  dicitur  tum  A  quantitas  quoad  q  ;  sed  si  q  illud 
plane  A  ipsum  sit,  dicitur  quautitas  absoluta,  sccus  respectiva.  Absolutee 
exempla  sunt  Spatium,  Tempus,  Punctum  utriusque,  Recta,  Circulus, 
Linea  cochlearis,  Planum,  Spheera,  Cylinder,  etiam  Linea  e  rectis  com- 
posita,  ita  ex  arcubus  eiusdem  radii,  et  id  genus  alia.  Respectivse  exempla 
varia :  Pondus  auri  et  ferri,  si  tantum  pondera,  aut  volumina,  aut  fnxstra 
metallica  considerentur.  Si  Linea  quasdam  L  non  e  rectis  composita 
comparetur  cum  alia  tali,  ut  complexus  utriusque  non  sit  quantitas  abso- 
luta,  semper  recta  certa  intelligetur  per  L  determinata  (vide  infra),  ita 
superficies  quaevis  ad  planum  reducitur  (ibidem).  Imo  et  ipsae  quantitates 
absolutas  ad  certas  respectivas  reducentur  inferius,  ut  simpliciter  tractari 
queant.  PrEeter  hoc  potest  etiam  portionum  acceptio  certo  modo  deter- 
minari,  ex.  gr.  homo  et  vermis  quantitatem  respectivam  constituunt  (ad 
instar  puncti  cum  puncto},  si  conditio  sit  portionem  hominis    aut   vermis 
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non    considerare,  et  ex.  gr.  non  nisi  icl  ex  homine    aut   verme    sumatur, 
quod  mortalis,  vel  terras  alumnus  sit. 

2.  Si  P  constet  e  portionibus  A,B,..., 
p  ex  a,  h,..., 

atque 

A  =  a,  B~d,   fcf, 

ut    qtiodvis   par   aequalium    item    aliud    excipiat,    donec    nihil  ex  utroque 
supersit :  oritur  nova  aequalitas  quoad  portiones. 
Ex.  gr. 

,-,  A      B        ^  a 

P ;    p 

b\ 

Hoc  sensu  quaevis  figura  rectilinea  est  sequalis  quadrato.  At  quid  si 
P  et  p  talia  sint,  ex.  gr.  circulus  et  quadratum  certum,  ut  A,B...  et 
a,b...  nunquam  terminentur,  sed  omni  dabili  minus  superesse  ex  utroque 
possit ;  dari  tale  quadratum  constat,  et  nonnisi  punctum  est,  quod  reperire 
numerabilibus  eiusmodi  operationibus,  quarum  quasvls  est  rectam  vel 
circulum  ducere,  problema  quadratoris  circuli  est.  Dici  potest  ha?c  aequa- 
litas  quoad  contentum  prior  tcrminata,  posterior  interminata,  nec  in 
casu  allato  posse  aut  non  posse  terminari  quisquam  demonstravit.  Denotari 
potest  per  P=p, 

Vide  infra  quze  aequalitas  per  —  denotetur ;  et  vide  inferius  sequali- 
tatem  expressionum  variam  b\ 

§  7- 

Quantitas  cum  quantitate  parit  homogeneitatem,  et  majoritatem  mino- 
ritatemque  :  nempe  si  quantitates  A  et  B  nonnisi  indivellibile  utriusque 
commune  habentes  tales  sint,  ut  complexus  eoruni  quantitas  sit,  dicuntur 
A  et  B  homogenea*  lta  latus  quadrati  et  diagonalis  homogenea  sunt, 
quamvis  constet  numeris  quoad  idem  unum  exprimi  haud  posse. 

*  Aut :  si  quanlilatum  A  et  B  allerutra  sil  quoad 
tur  A  et  B  homogenea. 
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Si  vero  A  quoad  contentum  asquale  est  portioni  cuidam  b  ipsius  B, 
tum  A  dicitur  minus  ipso  B,  et  B  majus  ipso  A  ;  denotaturque  per 
A<\B,  seu  B^>A.  Denotatio  eadem  manere  potest,  et  si  A  et  B  certa 
determinatione  afficiantur  (ut  infra),  adeo  ut  etiam  2  <j  —  5  dicatur.  At 
ultro  fit  quaestio,  quidnam  ex  B  uJtra  b  supersit?  si  hoc  dicatur  Q  dicitur 
B  excedere  quantitatem  A  ipso  C.  Operatio,  qua  quaeritur,  quod  superest 
ex  D  preeter  d,  si  d  ex  D  sit,  et  A  quoad  contentum  zequale  d,  (A  ^d) 
vocatur  demtio  ipsius  A  ex  D. 


Mens  semper  simplicitati  claritatique  studens,  cum  varia  se  offerant, 
cum  quibus  demtionis  operatio  haud  ita  perspicua  est,  quam  cum  tempore 
aut  recta,  de  modo  cogitat  quamvis  quantitatem  ad  eiusmodi  formam 
reducendi ;  et  si  quantitates  A,B,...  ad  tales  A',  B', . . .  reduci  queant, 
ut  quasvis  A',B',...  tales  sint,  ut  A^A,  B  =<=£',  et  aliquod  ipsorum 
A'  et  B  sit  absolute  Eequale  alteri  ipsi  vel  parti  eius :  tum  A,B,...  ad 
formam  tcmporis  reducta  esse  dicuntur.  Per  A=B  intelligatur  esse 
A'^=B'.  Posse  id  fieri,  et  quodvis  nonnisi  ad  unicum  reduci  posse  (vide 
infra). 

Superficies  quasvis  ad  rectangulum  reducitur,  cuius  altitudo  est  ex.  gr. 
r  hexapeda,  solidum  quodvis  ad  parallelepipedum,  cuius  et  altitudo  et 
latitudo  item  1  hexapeda  est ;  et  demum  omnia  ita  reduci  possunt,  ut 
tempore  vel  recta  exhibeatur  quantitas  omnium. 


fr  9- 

Arithmetica  est  scientia,  quas  de  quantitate,  nonnisi  jam  ad  formam 
temporis  reducta,  et  omnium  operationum  resultata  quoque  ad  hanc  for- 
mam  reducta  esse  spectat.  Pura  est,  cuius  objectum  tempus  est,  aut 
huius  quasi  effiuxi  imago  perpetuo  manens  recta,  postquam  deducta  gene- 
rataque  est.  Veritates  hic  repertas  facile  alibi  applicantur. 

Arithmetica  generalis  dicitur,  quse  in  genere  tractat  de  quantitatibus 
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eo,  ut  de  hac  vel  illa  speciatim  diceret ;  at  mentis  natura  est  ab 
iis,  quae  ob  oculos  ponuntur,  ad  generaliora  abstractaque  ascendere. 

Primum  Arithmeticse  puree  objectum  tempus  offert,  ut  hasc  quasi 
temporis,  geometria  spatii  scientia  dici  possit ;  quamvis  in  asterno  quasi 
connubio  una  aiteri  opem  ferat,  et  arbor  utraque  corradicata  coronis  in 
abvsso  ccelorum  confluat. 


§    10. 

Quantitas  iam  cum  qualitate  parit  ita  dicta  opposita,  HH  ( positivum  } , 
et  i— i  (id  est  negativum),  atque  -+-  et  — . 

Nimirum  quantitates  homogeneas  occurrunt  variis  determinationibus 
positae  ;  ex.  gr.  sit  rectas  unius  in  puncto  p  initium,  atque  in  recta  eadem 
ponatur  alia  ita,  ut  initium  huius  cum  fine  prioris  sit  idem.  Quaestio 
varia  esse  potest;  quantanam  tota  via  sitf  aut  quantanam  linea  sit 
inter  p,  et  finem  posterius  positae  f  atque  num  a  p  dextrorsum,  aut 
sinistrorsum  cadaif  patet  resultatum  eatenus  varium  esse  posse,  magnum 
respectu  quaestionis  prioris,  o  respectu  posterioris. 

Hinc  conceptus  sequens  formatur : 

Si  P  et  N  tates  determinationes  significent,  ut  si  duntaxat  A  fuerit 
determinatione  P  positum,  et  B  cum  determinatione  N;  tum  sub  certa 
conditione  C,  in  casu  quodsi  A  =  B,  resultatum  o  sit ;  si  vero  A^>B, 
et  supersit  a,  maneat  a  cum  determinatione  P;  si  B^>A  ac  supersit  b, 
maneat  b  cum  determinatione  N:  tum  una  ex.  gr.  A  nominatur  positiva, 
altera  nempe  B  negativa,  atque  A  et  B  dicuntur  quantitates  oppositae. 
Positivum  signo  ^,  negativum  signo  i — i  denotari  potest,  quod  patet  non 
nisi  determinationes  dictas  P  et  N  denotare. 

Si  A  =  B,  tum  ipsorum  ^A  et  ■ — \B  quodvis  dicitur  oppositum  alte- 
rius,  et  per  —  k  denotatur  oppositum  eius,  quod  per  k  denotatur,  sive  4-i 
sive  i— i  denotet  k;  signum  -+-  autem  prasfixum  valorem  non  mutat ; 
-+-  k  =  k  potest  esse  =1—15  =  —  5,  et  tum  — -  k  —  5  =  -+-  5  —  hH  5,  ita  ut  e 
signo  -+-  vel  —  literse  praeposito,  num  valor  positivus  vel  negativus  sit, 
concludi  nequeat.    Ex.  gr.    ponantur  cogitatione  sive  in  tempore,  sive  in 
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recta  partes  continuas  A,B,...  una  post  aliam  modo  sequente;  nominetur 
cuiusvis  una  extremitas  initium,  altera  extremum,  et  illius,  quas  sola  vel 
primo  ponitur,  initium  cadat  in  certum  punctum  p,  et  cuiusvis  alius 
initium  sit  idem  cum  extremo  illius  quod  plane  antea  positum  est ;  sit 
porro  certum  punctum  q,  intra  quod  terminarentur  omnes,  si  ita  pone- 
rentur,  ut  cuiusvis  nonnisi  initium  sit  cum  eo,  quod  antea  positum  est, 
commune  ;  atque  dicatur  p'  extremum  eius,  quod  modo  prius  dicto  ultimo 
positum  est ;  et  si  p  a  fi'  diversum  sit,  dicatur  p  initium,  p'  vero  extre- 
mum  ipsius  pp';  et  ipsorum  A,B,...  et  illius,  quod  inter  p  et  p'  est, 
quodvis  tale,  cuius  extremum  propius  est  ipsi  q  quam  initium,  dicatur 
determinatione  P  positum ;  cuius  initium  est  propius,  dicatur  determi- 
natione  N  positum. 

Patet  hoc  pacto,  si  conditio  Csit  pro  resultato  accipere  pp ',  prodire  o, 
si  duntaxat  ^hA  et  >— >_#  posito  sit  A  =  B;  ita  ^a  manere,  si  A^>B, 
et  a  supersit,  et  i — « 5  manere,  si  qnantitate  b  sit  B^>A.  Potest  etiam 
illud,  quod  tantum  initium  habet  cum  antea  posito  commune,  determi- 
nationis  eiusdem  dici  cum  eo,  secus  vero  diversEe. 


Sed  quaalibet  quantitates  possunt  modo  sequente  ad  definitionem  re- 
vocari. 

Si  B  respectu  A  poni  dicatur,  ut  sit  index  demtionis,  significet  ope- 
rationem  sequentem  :  quod  si  A  iam  positum  sit  et  detur  tale  b  ex  B, 
ut  in  A  adsit  ei  Eequale,  nec  maius  quam  tale  b  ex  B  sit,  tum  dematur 
b  ex  A  ;  atque  si  b  —  B,  indici  demtionis  satisfieri  dicatur ;  si  vero  pra.ter 
b  adsit  b'  in  B,  tum  ex  indice  demtionis  mansisse  b'\  et  si  nnllum  b  demi 
potuit,  B  ipsum  mansisse,  cui  satisfactum  non  est ;  et  in  quovis  casuum 
dictorum  indici  dcmtivnis  satisfacium  csse,  qtioad  ficri  putuit  dicatur. 

Si  jam  determinatio  N,  qua  B  ponatur,  id  significet,  quod  B  ponatur 
index  demtionis  quoad  quamvis  quantitatem,  qua;  certa  determinatione  P 
posita  est,  aut  poneretur  postea  ;  et  conditio  C  sit,  ut  si  A  iam  positum 
est   cum    determinatione  P,  et  A  aequale  vel  maius  quam  B,   accipiatur 
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id,  quod  ex  A  remansit,  postquam  indici  demtionis  satisfactum  est ;  si  vero 
satisfieri  non  potuit,  accipiatur  id,  quod  ex  indice  demtionis  remansit, 
postqnam  ei,  in  quantum  fieri  potuit,  satisfactum  est ;  et  semper  quod  ex 
indice  demtionis  remansit,  retineatur  etiam  ulterius  pro  indice  demtionis 
quoad  quantitates  cum  eo  homogeneas,  quae  determinatione  P  ponerentur. 
Patet  et  hic  determinationem  P  signo  >-£-"  et  alteram  signo  i — ■  insigniri 
posse.  Nam  si  A—B,  resultatum  o  est;  si  A^>  B  resultatum  est  a  cum 
P  positum ;  si  vero  B^A,  remanet  b  ex  indice  demtionis,  adeoque  b 
cum  determinatione  N. 
Ex.  gr. 

^  A  ^    A  *&  A 

MH      B  M      B  M         5 


Ita  potest  A  certos  homines  ad  certuni  finem  positos  denotare,  et  B 
item  certos  homines  pro  indice  demtionis  quoad  A  positos  ;  aut  A  certam 
pecuniam,  et  B  quoque  certam  pro  indice  demtionis  quoad  A  expositam  l£. 


Operatio,  qua  disquiritur,  quod  sit  resultatum  sub  conditione  C,  si 
adfuerint  inter  A,B,...  et  positiva  et  negativa,  secus  vero  quid  pro- 
deat,  si  A,B,...  simui  sumantur,  (in  quovis  casu  quovis  eorum  o  deno- 
tante  omisso),  dicitur  additio,  et  resultatum  vocatur  surnma  additorum 
A,  B, . . . , 

Imo  potest  conceptus  summse  extendi,  dicendo  etiam  S  et  s  summam, 
realium  A,B,...,  et  imaginariorum  a,b,.. . ,  si  illorum  summa  sit  S, 
horum  sit  s,  (vide  infra).  Quoad  casum  priorem,  patet  superius  esse  o, 
>-£-<«,  vel  j— >b  summas  ipsorum  A,  B ;  ita  patet 

g  A  tj*  B 

summam  ipsorum  ^A,  ^B  esse. 
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Quasstio  heic  ultro  oritur:  num  (in  §  10.)  quocunque  ordine  ponantur 
A,B,...  idem  extremum  ultimo  positi  prodeat?  ita  demtio  utcunque  fiat, 
per  partes  hinc  vel  illinc  demtas,  aut  e  summa  omnis  positivi  dematur 
summa  omnis  negativi  (vide  iufra}. 

Addendorum  summae  etiam  commoda  notatio  quaeritur.  Complexus 
signorum,  quibus  quantitates  denotantur,  signorum  -+-,  — ,  i+>,  ■ — >  quolibet 
prEefixo  affectorum,  denotet  quantitatum  earum  (cum  signo  prsefixo  accep- 
tarum)  summam  ;  dicitur  hic  complexus  qaantitas  complexa  ;  et  quantitas 
post  ultimum  signorum  -+-,  — ,  ^,  m,  aut  ante  primum  scripta,  veluti 
quasvis  inter  proxima  eiusmodi  signa  dicitur  cum  signo  praefixo  accepta 
terminus  quantitatis  complexac.  Interim  si  alia  quasdam  operatio  ad 
plures  extendatur,  signa  dicta  terminos  in  iis,  quae  conjuncta  sunt,  non 
distingvunt.    Ex.  gr.  ipsius    a  -+-  }fc — d   non    est   d  terminus,    sed    a,    et 

f^d. 

%  M- 
Sicubi  summa  S  ex  A  et  B  reperitur,  qusestio  ultro  fit,  num  ex 
S  et  A  socius  B  ipsius  A  reperiri  posset?  Operatio  ista  vocatur  suhtractio 
ipsius  A  ex  S,  et  B  vocatur  differentia  ipsius  A  ab  S.  Patet  in  sche- 
mate  (§  n.,  et  §  12.)  5  esse  prius  o,  postea  ^a,  tum  t— <b,  et  demum 
^A^B:  ita  esse  posse  1—1A  *—iB;  atque  S —  (^A)  esse  >— <B  in  §  n. 
et  S — (-— iB)  esse  ^A,  atque  in  proximo  casu  S — (±-5)  esse  ±A. 
Unde  patet  subtrahendi  oppositum  esse  addendum  summre  suppositse,  ut 
socius  subtrahendi,  nempe  differentia  prodeat ;  prodit  vero  oppositum,  si 
signum  praefixum  immutetur,  nempe  si  ex  -+-  fiat  — ,  seu  ex  —  fiat  -+* ; 
adeoque  subtrahendus  signo  mutato  additur.  Sed  heic  adhuc  tantum  de 
monomio  sermo  est ;  de  quantitate  e  pluribus  terminis  complexa  infe- 
rius  erit. 
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§  15- 
Porro  adhuc  talia  ex.  gr.  /  et  s  obviam  venire  possunt,  ut  d  diffe- 
rentia  ipsius  p  ab  s  sit  eequalis  differentiee  ipsius  P  ab  S.  Hinc  passus 
eo,  quod  si  P  ipsum  s  sit,  et  detur  post  quodvis  aliud,  a  quo  differentia 
prascedentis  sit  eidem  d  Eequalis.  Vocatur  hoc  series  arithmetica,  nempe 
hic  oritur  conceptus  seriei,  quo  nomine  insignitur  quantitatum  complexus 
se  lege  certa  excipientium  ;  nam  simulac  lex  una  patuit,  campus  de  legibus 
innumeris  cogitandi  aperitur.  Vocatur  quasvis  quantitatum  lege  certa  se 
excipientium,  terminus  seriei. 

§   16. 

Tum  facile  in  mentem  venit  p=o  ponere,  et  seriem  o,A,B,C,... 
condere,  cuius  termini  cuiusvis  differentia  a  sequente  sit  u  ;  item  aliam 
quoque  seriem  o,  a,  b,c, . .  ,  cuius  termini  cuiuslibet  differentia  a  sequente 
sit  v,  cogitare,  ita  ut  o  cum  o,  A  cum  a  simul  ponantur,  et  quosvis 
terminos  simul  positos,  excipientes  (in  illa  et  hac  serie)  simul  ponantur. 
Quivis  terminus  harum  serierum  dicitur  numerus  m  serie  priore  quoad 
u,  in  posteriore  quoad  v ;  ac  cuilibet  nomen  proprium  dare  libet,  et 
quidem  terminis  simnltaneis  idem,  prasterquam  quod  in  serie  priore  quoad 
u,  in  posteriore  quoad  v  dicatur ;  ex.  gr.  o  dicitur  o  quoad  u  etiam  o 
quoad  v  ;  A  vero  i  quoad  u,  et  a  dicitur  i  quoad  v&...  ;  seu  o  dici- 
tur  breviter  ou  et  ov,  A  vero  iu,  et  a  iv,  &,.,,  et  id  ex.  gr.  F,  quod 
numerus  nominis  n  est  quoad  u,  dicitur  nu,  et  terminus  f  cum  eo 
simultaneus  dicitur  nv ;  atque  ad  quEestionem,  F  quot  u  sit?  respondetur 
nu ;  atque  F  dicitur  continere  ipsum  u  n-ies,  et  ex  F  et  n  reperire  u 
dicitur  F  per  n  fiartiri.  Nulla  tamen  heic  mentio  multiplicationis  divi- 
sionisque  est,  qirarum  sensus  latior  est. 

Tam  u  quam  v  dicitur  unum,  quod  distingvendum  ab  unitate  est 
(§  23-)- 
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-,    b- 


2-::- 


3* 


o  zero     i  zero        2  zero  3  zen 

Patet,  si  unum    zero    sit,    quemvis    terminum    esse    o;  nam  e  quovis 
prodit  o,  nempe  o  +  o-O  (per  §   12.). 


§   17- 
Heic  statim  quEestiones  oriuntur  : 
i.  Quo  possent  modo  simplicissimo  nominari  numeri? 

2.  Si  N  et  M  nomina  numerica  sint,  Nu  et  Mu  simul  quot  u 
efficiunt?  et  si  Nu<^Mu,  et  illud  ex  hoc  dematur,  quot  u  manent? 

3.  Si  U—Nu,  MU  quot  u  facit?  Sit  nu ;  quaerebatur  ex  N  et  M 
nomen  n ;  quasri  ex  n  et  aliquo  ipsorum  N  et  M  eorundem  alterum 
potest. 

Haec  sunt  numeratio,  et  quatuor  operationes  numericas  :  at  quamvis 
conceptus  hi  necessarii  sint,  conceptus  quatuor  operationum  latior  est ; 
duarum  priorum  iam  detenninatus  est,  ubi  patebat  summain  ipsorum 
A,  B  ob  oculos  poni  posse,  etsi  numero  expressa  non  sit,  imo  si  ex.  gr. 
A  sit  latus  quadrati,  et  B  diagonalis,  neque  possunt  A  et  B  quoad  idem 
numeri  esse. 


Variae  adhuc  praeter  hasc  oriuntur  qusestiones. 

1.  Potestne  quantitas  quasvis  esse  numerus  nominis  cuiusvis? 
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2.  Potestne  idem  quoad  idem  u  esse  numerus  diversi  (id  est  nunc 
huius,  mox  alius)  nominis? 

3.  Estne  quoad  quamvis  portionem  a  ipsius  A  tale  nomen  numeri- 
cum  n,  ut  na\>A&. 

Si  quantitatis  q  aut  nulla  sit  portio,  aut  quasvis  talis  sit,  ut  detur 
tale  n,  dicitur  quantitas  jinita,  de  quali  tractat  Arithmetica.  Si  u  denotet 
punctum  temporis,  2u  non  potest  esse  numerus  nisi  nominis  2  et  1, 
nempe  posterius,  si  unum  sit  2w  ;  item  o  potest  esse,  si  pro  uno  sumatur  o, 
numerus  nominis  cuiusvis,  sed  id  quod  non  est  o,  nequit  esse  numerus 
nominis  o. 

§   *9- 

Nova  porro  fit  qusestio ;  num  B  sit  numerus  quoad  A,  et  si  ita, 
cuiusnam  nominis  sit  ?  et  casu  se  offerente,  ubi  R  non  est  nnmerus 
quoad  A,  quasstio  oritur,  num  aliquod  u  sit,  quoad  quod  tam  A  quam  B 
numerus  est,  et  cuiusnam  nominis  numerus  sit  A,  cuiusnam  sit  B?  Unde 
fit  conceptus  sequens. 

Sive  sit  B  numerus  quoad  A,  sive  non  ;  reperire,  cuiusnam  nominis 
numerus  sit  A  et  B  vel  —  B  qtioad  idem  u,  dicitur  mensurare  B  per 
(vel  quoad)  A ;  et  A  dicitur  mensura,  B  vero  mensum  ipsius  A  ;  atque 
si  ex.  gr. 

A  =  3«,  B  =  2u  vel  B  —  —  2U, 

ad  quasstionem,  qualenam  mensum  sit  B  ipsius  A,  respondetur  in  casu 
priore,  quod  sit  2{^)tum,  in  posteriore  quod  sit  2(3)//  oppositum.  Ita  A, 
si  pro  mensura  eius  ponatur  u,  dicitur  ^{i)tum  ipsius  11,  adeoque  hoc 
et  3«  idem  significant. 


At  talia  A  et  B  obviam  venire  possunt,  ut  quamvis  homogenea  sint, 
nullum  u  reperiatur  tale,  ut  quoad  id  tam  A  quam  B  numerus  sit ;  hinc 
facile  cogitatur,  quid  si  nullum  sit?  Cum  non  liqueat  dari  debere,  (mox 
patebit  in  Arithmetica  quoque  dari,  ex.  gr.  y  2)  ;  eiusmodi  quantitates 
dicuntur   inter    se    incommcusu r abiles .    Tnterim    facile    patet    (quod  infra 
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demonstrabkur)    u   semper   per    2    partiendo,    quovis    dabili   z   remanere 
minus  ex  B,  et  alteram  partem  quoad  A  mensurari  posse. 


§    21. 

Hic  primum  oritur  conceptus  variabilis  atque  limitis.  Si  /  sit 
nomen  generale  eorum  finitorum,  quae  stib  certa  conditione  generari  queiint, 
et  hJh  vel  i — •p  quovis  dato  ei  homogeneo  majus  fieri  potest,  aut  difrcrcntia 
ipsius/  a  K  nunquam  quidem  fit  o,  sed  quovis  dato  z  minor  fieri  potest  : 
tuin  dici  solet  in  casu  primo  infinitum  (denotatum  per  oo),  in  secundo  vero 
K  limes  ipsius  p,  et  tendentia  ista  ad  limiteni  potest  denotari  in  casu 
primo  per  (-£-•  vel  <— '/-•- -±  co,*  in  secundo  per  p^~.K\  nempe  nbi  +  co 
stat  post  signum  '— .,  denotet  casum  primum  ;  si  finitum  stet  post  «■— -,  deno- 
tetur  casus  secundus. 

Maius  et  minus  intelligitur  hic  a  HH  et  i — i  abstrabendo.  Arithmetica 
quidem  finita  tractat,  nec  caiculus  infinitesimalis  dictus  indiget  infiniti ; 
sed  cum  a  pluribus  etiam  oo  pro  limite  accipiatur,  fas  est  conceptum 
Hmitis  eo  extendere ;  fin  Geometria  dantur  infinita,  ex.  gr.  complexus 
omnium  punctorum,  quas  cum  certis  duobus  punctis  in  recta  sunt,  est 
recta  utrinque  infinita  Eif).  Sit  ex  gr.  t  denotante  quantitatem  minorem 
quam  u  : 

A  =  nu,     B  =  mu-\-t,     et  sit     M-o ; 

ad  quasstionem,  qualenam  mensum  sit  B  ipsius  A,  respondetur  m(n)tum 
praeter  aliquid,  quod  tendit  ad  zero ;  sed  patet  heic  n  et  m,  prouti 
z  minus  accipitur,  eatenus  mutari.  Interim  ubi  pluries  occurrunt,  asqualia 
signu  simul  variata  asqualia  significent  ;  inasqualia  signa  (nisi  aliud  moni- 
tum  fuerit)  possunt  sequalia  significare. 


"  In  Arithmetioa  pura  110:1  aliam  quantitatom  pra-ii:r  o  ol  rs.  gr.  recliim  (<:  Geometria  petitam) 
Iractante  non  aliud  00  i:ilHlis,*!iuj':  nisi  Htin-s  vitir  ptnicii  t  1;  r.lnr  pvncto  11  in  ra  srnih-r  /mrro  et  uliro  datum 
quodvis  punctum  iiioti.  Quoad  signa  +,  —  ipsi  iniiiiito  praeposita  condifio  C  {§  10)  locum  haud  habel 
quidi/in.  si:d  pro  \\\r,  qnil:n]!,vis  IjnsiU,  quarnm  a1t'iutr;s  c.n.  %r.  ad  dc\si";ii!i.  aiieia  ad  licvajn  dti:.:crii:i!.!u-. 
C  locuin  habebil  inilio  p  vi;r:  ad  Ilcv.iu].  ail  iiuem  via;  alieiiu?-  posilij,  alque  pcr  —  00  limes  vize  ex  p  ad 
1-evam  facta?,  per  -(-  oo  autem  limes  via:  cx  p  ad  dextram  factas  intelligi  potest. 
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Posteaquam  B  mensuratum  per  A  est,  facile  succurrit,  etiam  C  per 
idem  A  mensurare  ;  atque  tum  dicitur  quodvis  ipsorum  B  et  C  fractio 
alterius  : 

u            u  - 

B 

A_l 1 

V         V         V         V 

A — 


=2U 

5« 

=3" 

A    * 

=Sv 

A    « 

=4V 

C**« 

c- 


Et  quidem  in  casu  priore  B  dicitur  2(3)  4($)tum  ipsius  C,  ita  C  4(5) 
2($)tum  ipsius  B,  in  altero  casu  vero  B  dicitur  2(1)  ${i)tum  ipsius  C, 
et  C  dicitur  3(1)  2{i)tum  ipsius  B,  sive  in  hoc  casu  B  dicitur  breviter 
2{;i)tum  ipsius   C,  et   C  dicitur  i{i)tum  ipsius  -#. 

Demonstrabitur  mox  etiam  casum  priorem  ad  formam  posteriorem 
reduci,  et  idem  modo  communi  scribi  posse ;  patetque  B  esse  i{$tum 
ipsius  A,  et  ^4  esse  ${4)tum  ipsius  C,  adeoque  B  esse  2(i)tum  5(4)^' 
ipsius    C. 

At  quid  si  i?  vel  C,  vel  utrumque  sit  incommensurabile  cum  A  9  Tum 
quoque  et  semper  ad  quaestionem,  qualisnam  fractio  sit  B  ipshis  C, 
respondeatur,  quod  sit  n(m)  p(q)tum,  si  nomina  numerica  n,  m,  p,  q 
talia  sint,  aut  ita  simul  variari  queant,  ut  n(m)tum  ipsius  A  sit  asquale 
B,  vel  tendat  ad  B,  et  p(q)tum  ipsius  A  sit  asquale  C,  vel  tendat  ad  C 
(§  21.). 

§   23. 

Hinc  posteaquam  B  et  C  per  idem  ^4  mensurata  sunt,  pronum  est 
etiam  D,  et  tum  D,£, . . .  denique  omnia  homogenea  per  idem  A  men- 
surare,  atque  mensuram  istam  omnibus  communem  nominare  unitatem, 
nec  semper  repetere  mensuram  in  mensuratorum  nuncupatione  ;  ut  ex.  gr. 
2($)tum    unitatis    dicatur   tantum    2($)tum,   haud    nominando    mensuram ; 
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ita  si  A  sit  unitas,  2[i)tum  ipsius  A,  id  est  2A  dicatur  tantum  2,  ita  — 1 
denotet  — lA, 

Reflectendo  ad  superius  dicta  varia  aequalitatis  genera,  heic  quoque 
aliquod  se  offert.  Si  nerape  r  sit  recta,  et  /  terapus,  atque  utrumque  sit 
suas  unitatis  2[^)tum,  eatenus  asqualia  sunt.  Ita  si  L  et  /  rectas  sint, 
patebit  factum  e  quotvis  lineis  esse  lineam  ;  sed  si  unitas  areas  sit  quadra- 
tum,  cuius  latus  unitas  lineas  est,  et  factum  ex  L  et  /  sit  ex.  gr.  n{m)tum 
unitatis  linearura  ;  et  rectangulum  ex  L  et  /  erit  n\m)tum  unitatis  arearum. 
Ila  sit  factum  ex  L,  l,  /'  (tribus  rectis)  N{M)tum  unitatis  linearum  ; 
parallelepipedum  ex  L,  l,  /'  etiam  N[M)tum  unitatis  solidorum  est,  si  hasc 
Cubus  is  ponatur,  cuius  latus  unitas  linearum  est ;  uti  infra  demonstratur. 
Itaque  ista  hoc  respectu  sunt  asqualia. 

Unitatem  positivam  (et  non  zero)  figere  libuit,  atque  utcunque 
mutetur  iinum,  unitas  eadem  prius  arbitrarie  posita  pro  omnibus  homo- 
geneis  retineatur,  donec  expresse  aliud  monitum  fuerit ;  si  ex.  gr.  unitas 
sit  1  hexapeda,  sive  1  dicatur,  sive  6  pedes,  quantitas  eadem  est.  Si  0 
assumeretur  pro  unitate,  linea  expressio  indeterminata  esset,  nani  prouti 
acciperetur  ti,  esset  pro  quovis  n  linea  n\ti)tum. 


§  24. 

Id,  quod  unitate  minus  est,  dicitur  fractio  vera  :  et  id  quod  numerus 
est  quoad  unura  unitati  asquale,  dicitur  numerus  integer.  In  serie 

—  3,  —  2,  —  1,  o,  1,  2,  3, 

est  [per  §  7.]  2  <| — 3,  sed  1  non  |>o,  neque  — i<|o;  at  potest  dici 
quemvis  terminura  esse  paucius  quovis  ab  eo  ad  dextram  sito,  et  plus 
quam  quivis  ab  eo  ad  sinistram  situs  est ;  quod  etiam  ad  non  integros  exten- 
datur.    Designari  potest  per 

o>  —  1  ;  i>o;  1  >  —  1  ;  —  1  >-  —  2. 

Facile  patebit  (per  inferiora),  quod  si 
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A<B, 
etiam  aequalibus  additis  semper  prodeat 

A-hC<B-hC; 
at  si 

A<\B, 
non  semper  sequatur 

A-\-C<^B-\-C; 

attamen  sive  <;  et  <[,  sive  <  et  [>  stet  post  A,  idem  etiam  post  A-\-C 
maoeat,  [si  A-\-C  et  B-\-C  neutrum  sit  zero,  nec  sit  A-\-C  sequale 
—  (B  -+-  C)]  ;  exceptu  : 

i.  Si  A  <\  et  <B,  atque  B  positivum  est  cum  A  ac  C  utroque 
negativo,  aut  summa  utraque  negativa  est ;  [tunc  enim  fit  A  +  C<  et 
>B-hCl 

2.  Si  A  <  et  !>■  B,  atque  aut  A  negativum  est  cum  B  et  C  utroque 
positivo,  aut  summa  utraque  positiva  est,  [tunc  enim  fit  A  -_-  C<  et 
<^  +  C]. 

^4  -+-  C  tequale  B  -\-C  esse  nequit,  nam  tum  esset  A  tequale  B,  eui 
repugnat  A<__B;  sed  pro  quibusvis  A,  B  datur  tale    C,  ut  sit 


nam  tunc 
et  tum 

adeoque 


A-t-C=  —  [B+C)  =  -  B  —  C; 
A  +  2C+B  =  o, 
C=-A±£__ 


A-hC= 


A-B 


B+C=- 


_A 


quae  opposita  sunt. 

Singulos  casus  exhibentia  schemata  percurrendo  patet : 

—  2<et<3     —  2<et<3     —  2<et<3     —  2<et<   3 
5   =   5     — 1  _=  —  _ __-__     .=  _____ 


•Ket<4      3<et<8     —  3<et>2     — 7<et>- 
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-  3  <  et  >       2       —  3  <  et  >       2  —  3  <  et  >      2  —  3  <  et  >      2 

_i =_ i_          5      =           5  —  1      —      —  1  —5      —       —5 

-2<et<      3            2<et<      7  ~4<et>       1  — 8<et>  — 3 

-3<et>— 2       —  3<et>—  1  — 6<et>  — 3  —  3<et>  —  2 

2<et>^T          2<et<      4~  —  7  <  et  >  —  4  —  4  <et  >  —  3" 


5      = 

5 

2<et< 

4 

2<et< 

5 

—  1      — 

-  1 

2<et<   5     2<et<   5     2<et<   5     2<et<   5 
______  =  _______  __:__ 


3<et<  6     i<et<   4   — i<et<   2   ~5<et>  —  2 

Nempe  ut  A<cB  sit,  aut  tam  _4  quam  B  negativum  est,  aut  A 
negativum  et  B  positivum  est,  aut  A,  B  utrumque  positivum  est,  et  A 
(in  prascedentibus)  semper  ad  sinistram  cadit.  Quivis  casus  parit  duos, 
prouti  C  positivum  aut  negativum  est.  Si  ipsorum  A  et  B  aliquod  negati- 
vnm  est,  tunc  A  esse  negativum  patet.  Si  utruroque  positivum  sit,  C  aut 
positivum  aut  negativum  est ;  si  C  negativum  est,  tres  casus  sunt,  prouti 
C  summam  utramque  positivam  relinquit,  aut  unam  vel  utramque  nega- 
tivam  reddit ;  adeoque  quatuor  casus  fiunt ;  et  pariter  quatuor,  si  A  et  B 
utrumque  negativum  sit.  Si  vero  unum  negativum,  alterum  positivum  sit, 
aut  erit  A<^B  aut  A*>>B;  quivis  horum  quatuor  casus  habet  nempe 
C  aut  positivum  aut  negativum  est ;  si  positivum,  aut  utraque  summa 
rcdditur  positiva  aut  non ;  si  negativum,  aut  utraque  summa  redditur 
negativa  aut  non.    Itaque  sedecim  casus  sunt. 

Si  A  <  et  <  __?  vel  A  <  et  >  __?,  et  A,  B  utrumque  per  C  (non  zero) 
multiplicetur  :  signum  <  vel  >  manet  uti  est ;  sed  <  mutatur  in  >, 
si  multiplicator  negativus  sit.  Etiamsi  non  percurrantur  schemata,  facile 
patet,  tum  e  positivo  fieri  negativum,  et  e  negativo  iieri  positivum,  atque 
e  maiore  positivo  maius  negativum,  et  e  maiore  negativo  maius  positivum 
fieri ;  adeoque  signum  <  inverti.  Casus  sequentes  tantum  considerandi 
veniunt : 

—  2< —  I,       — 2<I,       I<2, 

ubi  patet  oppositis  acceptis  signum  <  in  >  mutari.  Patet  etiam  non 
mutari  <,  si  C  positivum  sit,  uti  <  vel  >  semper  manere,  cum  a 
determinatione  positivitatis  vel  negativitatis  independens  sit. 
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Pvo  exponente  n  integro  positivo  quoque  manet  <j ;  sed  <,  si  A  et  B 
non  sit  utrumque  positivum,  mutatur  in  >  pro  n  pari,  si  A<iet^>B; 
in  aliis  casibus  semper  manet.  Ex.  gr. 


2<et>  —  I , 

(—  2)>  =  4>et>l, 

(—2)'  =  — 8    <et>- 

-i,  V. 

l<et<!      2, 

(-!)•=  Ket<4, 

(-l).  =  _l    <et< 

8,  t$. 

3<et>       I, 

(-3i'  =  9>et>i, 

(—  3)'  =  —  27<et> 

i,  W. 

Unde  etiam  patet  radicum  exponentis  paris  e  positivis,  illam  signo  >- 
gandere  posse,  cuius  potentia  signo  <  prasdita  erat ;  at  radicum  expo- 
nentis  imparis  e  negativis  illam  cum  <  manere,  cuius  potentia  cum  < 
fuit ;  imo  posterius  valere  etiam,  si  potentia  una  positiva,  altera  negativa 
sit,  aut  utraque  positiva,  facile  patet : 


27<8,      f—  27<f 


nempe 


Id  quod  cum  unitate  incommensurabile  est,  dicitur  breviter  incom- 
mensurabile.    Prius  de  coinmensurabilibus  iiet  disquisitio  specialior. 

%  26. 

Ita  etiam  si  mentio  unitatis  non  fieret,  dum  quteritur,  B  quale  mensum 
sit?  subintelligatur  Unitatis.  Sit  ex.  gr.  zfytum;  quEestio  facile  oritur 
quantitate  a  se  offerente,  num  si  a  esset  unitas,  detur  tale  b,  de  qua  si 
qusereretur,  quale  mensum  sit,  item  per  2{$)tum  responderetur ;  aut 
poterant  tales  a  et  b  obviam  venire,  ut  etiam  b  per  a  mensum,  sit  huius 
2{ytum.  Hinc  sequens  conceptus  oritur  ;  si  ad  quasstionem  quale  mensuni 
sit  b  ipsius  a,  ita  responderetur  (§  19.  et  21.),  quam  ad  quiestionem, 
qualenam  mensum  est  B  (nempe  unitatis  A)  :  tum  reperire  b  ex  a  et  B, 
dicitur  multiplicare  (sensu  strictiore,  qui  mox  fiet  latior)  a  per  B ;  et  a 
dicitur  multiplicandus,  I>  nniltiplicator,  uterque  vero  nominatur  factor, 
et  b  factum,  quod  proprie  aequimensum  est. 
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Hinc  facile  quaestio  oritur,  e  posito  facto  h  et  ex  a  quasrere  huius 
socium  B,  seu  ex  b  et  B  huius  socium  a ;  nempe  talem  socium  quserere, 
ut  si  alteruter  eorum  multiplicandus  et  alter  multiplicator  sit,  factum  b 
prodeat.  Reperire  talem  factorem  socium  ipsius  a  (vel  ipsius  B),  dicitur 
dividere  h  per  a  (vel  per  B). 

Dicitur  h  dividendus  ;  is,  cuius  socius  quaeritur,  divisor ;  socius  vero 
quotus  audit.  Denotatur  quotus,  qui  prodit  p  per  q  diviso,  per  |-  vel 
p  :  q  ;  factum  vero,  quod  prodit  a  per  B  multiplicato,  denotatur  per  B.a 
aut  simpliciter  per  Ba  (nisi  aliud  monitum  fuerit). 


§  28. 
Imagines  multiplicationis  et  divisionis  generales  patet  esse  sequentes: 


A—nu, 

B   =      mu\ 

a  =  nv , 

b      —       mv 

A  —  nu, 

mw-    B; 

a  =  nv , 

niv"—-.      b ; 

A  =  nu, 

B   —  — ■  mu  ; 

a  —  nv, 

b      —  —  mv 

A~nu , 

—  mu-'—-     B  ; 

a  =  nv , 

—  mv~-.      b; 

%  29. 

Ubi  patet  in  quavis  linea  horizontali  imagines  mensurationis  ipsius 
B  per  A,  et  ipsius  h  per  a  esse  aequales.  Facile  est  cogitare  loco  A 
quamvis  quantitatem,  non  tantum  unitatem,  fnec  zero  excepto),  dummodo 
pro  certis  n,m,u,v  aliqua  istarum  imaginum  prodeat ;  adeoque  ut  ad 
quEestionem,  quale  mensum  sit  B  ipsius  A'  (sive  unitas  sit  A',  sive  non)  ? 
et  ad  quaestionem,  quale  mensum  est  h'  ipsius  d  ?  eadem  responsio  sit, 
Dicuntur  tum  A',B',  a',b'  in  proportionc.  geometrica  esse. 
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§    30. 

Patet  quatuor  imagines  priores  huc  quoque  applicari.  Quaestio  se 
offert,  quid,  si  duo  priora  ambo  positiva,  vel  ambo  negativa  sint,  aut 
quid  si  opposita  sint,  futurum  est?  Facile  patet  in  casu  priore,  quale  a 
est,  tale  fore  b;  nempe  si  a  sit  positivum,  etiam  b  positivum,  si  a 
negativum,  etiam  b  negativum  fore  ;  in  casu  posteriore  vero  etiam  a  et  b 
opposita  fieri.  Nam  ex.  gr.  sit  imago  tertia,  sit  n  —  2,  m  —  3,  et  u  sit 
negativum,  tum  2«,  ita  3«  etiam  negativum  est,  itaque  B  — — $u  erit 
pusiTivinn  (nempe  oppositnm  ipsius  yt,  quod  negativum  erat) ;  tum 
a  —  2V,  et  b  —  —  2>v '1  'am  v  aut  positivum  est,  aut  negativum ;  si  positi- 
vum,  tum  2v  et  etiam  yj  positivum  est,  itaque  ~yv  est  negativum ;  si 
vero  v  negativum  est,  tum  2v,  et  37;  etiam  negativum  est ;  et  —  37' 
est  positivum  ;  adeoque  hae  duEe  imagines  exsurgent : 

1 — ij-J-thJ-ii — 1,      i — >  i-I-*i — ii-J-i. 

Similiter  prodeunt  casus  omnes ;  nempe  A  vel  positivum  vel  negativum 
est ,  pro  quovis  horum  duorum  casuum  B  etiam  aut  positivum  aut 
negativum  est ;  et  pro  quolibet  horum  quatuor  casuum  a  aut  positivum 
aut  negativum  est,  adeoque  octo  casus  sunt. 


%  31. 

Si  nonnisi  de  multiplicatione  quasstio  sit,  tum  A  est  positivum,  nempe 
nnitas  (§  23.);  adeoque  quatuor  tantum  casus  erunt: 

hj-,  H-l  hj-,  H-H  hJh  ,_,  ,__(  j-J^. 

Nam  ex.  gr.  in  ultima  imagine,  cum  B  et  A  opposita  sint,  etiam 
b  et  a  opposita  esse  demonstratum  est.  Si  unitas  quantitas  negaliva 
esset  vel  ponatur,  erit  1 — u-J-u-J-n — 1  &  per  eandem  rationem. 

Quantitates,  quarum  realitas  multiplicationi  quoad  —  1  innixa  est, 
dicuntur  imaginariae  (vide  infra). 
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Cum  vero  literis  ex.  gr.  a,  b  tam  positiva  quam  negativa  denotare 
liceat,  atque  cuilibet  fas  sit  signum  —  prasfigere  :  quasstio  oritur,  quocl- 
nam  sit  signorum  -I-  et  —  signum  facti  e  factoribus  +#  et  ±6  vel 
^b?  Res  facile  in  casus  distingvitur ;  nempe  si  -ha  sit,  tum  est  aut 
-\-b  aut  — b,  et  si  a  positivum  sit,  erit  item  b  aut  positivum  aut  nega- 
tivum,  pariter  si  a  negativum  sit ;  itaque  -I-  a  habet,  si  a  positivum  sit, 
4  casus,  nempe  2  pro  -f-  b,  et  2  pro  —  b  ;  pariter  habet  4,  si  a  negativum 
sit ;  adeoque  -+-  a  habet  8  casus  ;  pariter  —  a  habet  8  ;  adeoque  8  -t-  8 
casus  sunt,  quos  singulos  construere  facile  est,  et  tyronibus  relinquitur ; 
ac  percurrendo  singulos,  patet  regulam  generalem  prodire,  quod  signa 
ae.qu.alia  dant  -+-,  signa  inaeqitalia  —  ;  nempe  si  facto  e  literis  ipsis 
signum  ita  prasngatur,  factum  prodibit  i-J-t  vel  1 — 1  ita,  uti  re  ipsa  est ; 
ex.  gr.  sit  a  positivum  et  b  negativum,  et  sit  multiplicator  —  a,  et  mul- 
tiplicandus  -+- b  ;  erit  ista  imago  *£*■ — 1 1 — 1  •-+>,  nempe  factum  1 — >a  .> — >b 
fper  dicta)  positivum  erit ;  at  — ab  quoque  positivum  est,  nam  a  b 
tanquam  facturn  ex  positivo  et  negativo  est  negativum,  itaque  —  ab  est 
positivum.  Pariter  si  a  positivum  et  b  negativum  sit,  -\-a.-\-b  est  -\-ab, 
nam  tunc  factum  e  positivo  et  negativo  est  negativuin ;  et  -\-  ab  quoque 
tantum  denotat  ac  ab.  De  pluribus  terminis  infra. 

Quoad  divisionem  quoque  eadem  qusestio  oritur.  Dividendus  sit  -+-  b 
vel  —  6,  divisor  -\-a  vel  — a  ;  tain  -\-b  quam  — b  duos  casus  habet, 
prouti  divisor  -\-a  vel  — a  est,  qui  singuli  facile  percurruntur  ;  ex.  gr. 
si  —  —  c,  adeoque  ac  =  b,  tum  -^-r-  non  potest  esse  — c ;  quia  tum 
—  a.  —  c  esset  — — b  ;  vero  —a.c  =  —  5. 

Ita  percurrendo  casus,  generaliter  patet  fsensu  dicto),  signa  aequalia 
dare  tam  in  multip/icatione  quam  ;';;  divisionc  monomiorum  -+-,  inae- 
qualia  vero  — .  (De  complexis  infra). 


§  32- 
Hic  ultro  sequitur,   etiam   praster  signa  in  casus  multiplicationis  divi- 
sionisque  speciales  inquirere,  eosque  ob  oculos  sistere. 

1.  Si  multiplicator  integer  sit,  schema  sequens  est ;  sit  ex.  gr. 
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A  =  i=  —  , 


A  =  i=      ,   B—  —^;   «—  *  ,   £»=***. 

r«  3«  IV  $v 

Ubi  patet  toties  contineri  nmltiplicandum  in  faeto,  quoties  unitas  in 
multiplicatore  (§  17);  ita  si  b  dividendus  sit,  et  B  integer  sit  divisor, 
qnotum  toties  contineri  in  dividendo,  quoties  unitas  in  divisore  contine- 
tur ;  adeoque  nomina  multiplicationis  et  divisionis,  prius  ex  hoc  casu 
depromta,  ad  hos  etiam  valere,  alioquin  non  jnxta  vocum,  sed  definitionis 
sensum  intelligenda. 

2.  Si  multiplicator  aut  divisor  B  fractio  vera  sit : 
sit 

A  =  JLJLJLt    B  =  JLJL.    a=v-"lt   b  =  JLJL, 

vel 

. 11     u    u  u    u  v   v   v         v   v 

id  est 

$u  2U  37;  2V. 

Patet  factum  esse  minus  multiplicando,  et  si  B  sit  divisor,  quotum 
esse  dividendo  maiorem  *  ;  nempe  si  divisor  loco  secundo  fractio  vera  sit 
ex.  gr.  2($)tumt  et  quaeratur  tale,  cuius  b  sit  2($)tum,  erit  a  quotus  ;  ita 
si  quceratur  pecunia,  cuius  sit  ducatus  2($tum  f  Aliud  est,  si  queeratur 
ex.  gr.  linea  b  lineEe  a  quale  mensum  sit,  quod  item  divisionis  obiectum 
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est ;  nempe  b  dividendus,  a  divisor  (tertium  locum  tenens),  B  quotus 
est.  Si  a  sit  divisor,  patet  in  (i.)  in  exemplo  primo  quidvis,  quod  2,  in 
altero  quidvis,  quod  3,  in  (2.}  quidvis,  quod  2{^)tum  quoad  suam  unitatem 
ieumsvis  speciei  sit  ea),  quotum  esse ;  omnes  hos  quotos  tamen  ealenus 
jequaies  esse  (vide  infra). 

Notandum  vero  nomen  quoti,  vel  quotientis  inde  venire,  quod  dum 
olim  multiplicatio  ex  iterata  additione  et  divisio  ex  iterata  subtractione 
deducebatur,  quasi  in  quoto  annotari  concipiebatur,  quoties  iterari  ad- 
denda  oporteat,  donec  summa  dividendo  prima  vice  non  sit  minor,  aut 
quoties  subtractio  fieri  debeat,  usque  nihil  vel  subtrahendo  minus  rema- 
neat. 

3.  Sit  multiplicator  o,  multiplicandus  non  o;  tum  sit  multiplicandus 
o,  multiplicator  non  o ;  demum  sit  factor  uterque  o ;  erunt  schemata 
sequentia  : 

A  —  — ,    B  =  o;    a~  * ,     6  —  0, 


2it  311  2v  (pro  »  — o),  yo ; 

*U       T,  v       . 

A^,     B  —  o;    a—  Q,    0  =  0, 

id  est 

1U  oll        ov  ov. 

Ubi  patet  factum  esse  o,  si  factorum  aliquis  o  sit  ;  et  si  dividendus 
o  sit,  et  divisor  non  o,  quotmn  o  esse ;  si  vero  divisor  o  sit,  quotum  esse 
quantitatem  quamlibet,  adeoque  ~  habere  valores  innumerabiies ;  nec 
factum  non  o  esse  unquam,  si  unus  factorum  o  sit ;  adeoque  -^-  esse 
quantitatem  impossibilem.  Ubi  valor  ipsius  —  quaeritur  in  expressione  E 
per  e  divisa,  quaeritur  valor,  cui  fit  tequaie  vel  ad  quem    liinitem  tendit 
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Interim  tamen  cominuniter  accipi  solet  q  pro  valore  ipsius  functionis 
f(r),  (vicle  infra)  sif(x)  tendat  ad  limitem  q,  dum  x  tendit  ad  r,  —  si  alioquin 
valor  ipsius/iV)  non  detur ;  imo  q  insignitur  nomine  quoad  r  eodem,  quo 
f(x)  quoad  x  gaudet.  Ita  fas  est,  si  z  tendat  ad  o,  adeoque  Jr  tendat  ad  00 
(§  21),  dicere  quod  -^  =  co.  Ita  j-  tendit  ad  o,  si  n  tendat  ad  00,  etpotest 
dici  hoc  sensu  -^  —  o.  Ita  log  o  esset  quantitas  impossibilis  (vide  infra) ;  sed 
hoc  sensu  fiet  —00;  nempe  e~"  ~ ~,  quod  tendit  ad  o,  si  e>i.  (His 
tamen  mathesis  carere  etiam  facile  posset,  quamvis  hie  loquendi  formulas 
nulluin  errorem  inducant.) 

4.  Si  multiplicator  aut  multiplicandus  unitas  sit,  sunt  schemata 
sequentia : 


id  est 


id  est 


A—*  —  i,     B=*=~i\    a  —  —,     b- 


2>u  2«  3  (v  —  u) 


Ubi  patet,  si  factor  unus  unitas  sit,  factum  esse  asquale  factori  alteri, 
et  si  unitas  sit  divisor,  quotuni  esse  aequalem  drvidendo;  si  vero  divisor 
sit  aequalis  dividendo ,  quotum  esse  unitatem  cuiusvis  speciei :  nempe 
1 .  a  =  a ,  et  5.1=3,   et  ^-  =  b,  et  4-  —  1 . 


§  33- 
Sed  intuendo  schemata  bsec,  et  reflectendo  varise  adhuc  oriuntur 
quaestiones.  Primo  num  semper  detur  factum?  et  in  genere  terminus  quartus 
in  proportione?  et  an  semper  idem  prodeat?  (etsi  permutentur  factores, 
aut  aliter  utcunque).  Si  unitas  sit  una  hexapeda,  et  multiplicator  sit  4  pedes, 
atque  multiplicandus  2  puncta  temporis  (ex.  gr.),  factum  nullum  (imago 
impossibilis)    est ;  ita  si  dividendus  sit  2  puncta,  et  divisor  sit  integer  3, 
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pro  quavis  unitate  generaliter  quotus  non  datur,  et  nonnisi  pro  illo  casu 
datur,  si  unitas  ipsius  3  sit  n  puncta,  et  divisor  loco  tertio  stet ;  nempe 
tunc  schema  sequens  est : 

AUq.   1=3««,  quot.  —  2«;  div.  3  —  3«  puncta,  divd.  —2  puncta. 

Ubi  patet  mnltiplicandum  aequale  3«  punctis  per  211  multiplicatum  dare 
pro  facto  2  puncta  ;  neque  posse  divisorem  3  loco  secundo  stare,  quia  tunc 
esset  in  duobus  prioribus  1  et  3,  et  duo  puncta  deberent  ad  minimum 
per  3  partiri,  ut  sit  $v. 

Alioquin  praster  excepta,  etsi  incommensurabilia  adfuerint,  dari  factum, 
quotum,  et  quartum  in  proportione,  et  unicum  prodire,  utcunque  sumantur 
u  et  v,  et  resultata  operationum  additionis,  subtractionis,  multiplicationis, 
divisionis  (praater  excepta)  unica  esse  demonstrabitur,  ut  axioma  V.  appli- 
cari  queat. 

§  34- 

De  uno  tantum  casu  hic  sermo  sit,  si  factores  permutentur.  Patet 
ex  schematibus,  in  quibus  non  est  o,  factum  esse  cum  multiplicando 
homogeneum,  atque  prodire  idem,  si  n{m)tum  sit  raultiplicator,  (cuius- 
cunque  nnitatis  n[m)tum  sit);  at  si  multiplicandus  linea  sit,  multiplicator 
tempus,  et  permutentur,  factum  tempus  quidem  erit,  sed  quoad  suam 
irnitatem  expressum  erit  asquale  facto  priori ;  quod  ad  divisionem  quoque 
applicatur. 

Sint  prius  factores  integri  homogenei,  ex.  gr.  2  et  3,  et  sit  1  —  * ; 
patet  ex  §  32,  1.  multipHcatorem  2  dare  %  %  %  ,  in  quo  stellula  qucevis 
superior  ponitur  deorsum  bis,  adeoque  |  toties  ponitur,  quot  stellulse 
supra  sunt,  adeoque  idem  factum  esse  factum  etiam  pro  multiplicatore  3, 
Itaque  in  hoc  casu  factores  permutati  etiam  factum  idem  prsebent ;  (de 
pluribns  factoribus  infra). 

Sint  factores  beterogenei,  etsi  non  sint  integri.  Ex.  gr.  celeritas  est 
quantitas  respectiva,  cuius  index  est  spatium  sub  tempore  t  percursum. 
Mens  simplicitati  studens  pro  t  unitatem  temporis  ponit.  Sit  hsec  =2u, 
et  describatur  sub  quovis  u  spatium  v,  describetur   2v  sub    2u,    et    erit 
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hsec  celeritas  mobilis  illius ;  dicatur  haec  C,  et  sit  tempus    T=  3  u  ;  patet 

ex  imagine  sequente : 

v  v               v  v  v 
1  =  2«,      7  —  3«;      C=- ,     0  = 

esse  S  spatium  sub   T  percursum,  atque  esse 
S=T.C, 


Interim  si  pro  t  non  unitas  temporis,  sed  ex.  gr.  47/  poneretur,  C 
esset  47',  essetque  T.C=6v ,  (pro  unitate  priore  2kJ,  et  non  spatium 
sub  T  celeritate  illa  percursum  prodiret.  At  etiam  -£-—7^  et  etiam  T 
multiplicatum  per  C  est  =  S,  sed  eo  tantum  sensu,  quod  -^-  est  quan- 
titas  ita  quoad  suam  unitatem  expressa,  uti  T  quoad  suam  est ;  ita  T 
multipiicatum  per  C  quideni  dat  tempus,  sed  tale,  quod  quoad  unitatem 
suam  expressum  est  eatenus  tequale  ipsi  5  quoad  suam  unitatem  expresso. 
Nam  sit  ex.  gr.  $v  unitas  spatii,  et  2«  temporis  unitas,  7"=  3?/  sit  mul- 
tiplicandus,  et  C=2v;  dividatur  «  per  5  (juxta  1  =  5 »),  et  fiat  scliema 
sequens: 

1  =  5*,,   C=iv;    T=$u=l  l  S  J  J=5-i«  l,x=Z  l, 


ubi  patet  *  esse  tempus  J,{s)tum  unitatis  temporis  ipsius  211  =  %  %  %  %  f , 
nam  v  toties  ponitur  in  x,  quoties  v  in  C,  hoc  vero  toties,  quoties  u  in 
2U,  adeoque  tot  stellulae  sunt  in  x  in  linea  superiore,  quot  sunt  deorsum 
in  2u,  ponuntur  autem  superiores  stellula?  in  x  toties,  quoties  u  in  T, 
nempe  ter ;  in  21.1  autem  ponuntur  item  2  stellulse  deorsum  positas  toties, 
quoties  v  in  1  continetur,  nempe  quinquies.  Sed  factum  erat  antea  S=  ?,v, 
quod  unitatis  =  5#  item  3(5}tum  est. 

Notandum  vero  est,  celeritatem  esse  quantitatem  respectivam,  cuius 
index  spatium  est,  adeoque  licet  quodvis  spatium  poni  arbitrarie  possit 
pro  unitate  sive  spatii  sive  celeritatis,  si  pro  uno  posita  sit,  iam  alteri  aliam 
dare    nefas    est.    Sit    ex.    gr.    celeritatum    unitas    illa    celeritas,    qua    sub 
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unitate  temporis  (nempe  2«)  percuTratur  ex.  gr.  $v ,  tum  spatii  quoque 
unitatem  57/  esse  oportet ;  et  si  spatii  unitas  5  v  sit,  celeritatum  unitatem 
illam  esse  oportet,  qua  sub  unitate  temporis  percurritur  5  v.  Ita  prodit 
spatium  e  celeritate  multiplicata  per  tempus,  uti  prius ;  imo  et  schemate 
(pro    7  =  1): 

1  =  2«,      T=2u;     C=  5»  =  i,     S—  Sv~  ! 

prodire  spatii  unitatem,  si  celeritatis  unitas  per  temporis  unitatem  mul- 
tiplicetur,  et  spatii  unitatem  per  temporis  unitatern  divisam  dare  unitatem 
celeritatis  patet. 

Talis  est  conceptus  densitatis ;  et  ibi  quoque  densitatis  (quae  pariter 
respectiva  quantitas  est,  cuius  index  massa  est,  sub  unitate  voluminis), 
et  massae  eadem  unitas  est. 

Plures  quoque  eiusmodi  conceptus  dantur,  qui  sub  hoc  generali  com- 
prehenduntur.  Si  A  et  B  certo  respectu  eodem  quoad  unitatem  C/omnium 
cum  aliquo  eodein  homogeneorum  gaudeant  quantitatibus  a  et  b,  et 
qualitas  ista  ipsorum  A,  B  dicatur  generaliter  q  ;  dum  de  q  ipsius  A  et  q 
ipsius  B  serino  tanquam  de  quantitatibus  est,  intelligantur  a  et  h. 

Schemata  multiplicationis  divisiomsque  tyronibus  iuxta  varia  exempla 
cum  lineis,  aliisque  ob  oculos  ponenda  sunt ;  ut  ipsi  factum  quotumque 
exhibeant.  In  multiplicatione,  si  multiplicator  n\m)tum  sit,  multiplicaudum 
per  m  partiendo  (§  16),  una  pars  accipitur  ?z-ies  (§  32).  In  divisione  vero 
duo  sunt  schemata: 


unitas  quoius  =  jc  divisor^rf  divid.  =D 

5(7  7U  5V  7V 

In  prima  imagine,  D  partiendo  per  2,  quotus  e  3  elusmodi  partibus 
constat ;  in  secunda,  unitate  partita  per  5,  quotus  e  7  eiusmodi  partibus 
constat. 

Hactenus  factum  e  duobus  tantum  factoribus  fuit;  facile  cogitare  est, 
adhuc  unum  accedere,  ut  ex.  gr.  factum  ex  b  et  c  per  a  multiplicetur, 
et  factum  hoc  per  ahc  exprimatur;  unde  ad  plures  quotvis  progredi  via 
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est.  Sed  factores  sequales  (si  ex.  gr.  quilibet  =  a)  occurrere  possunt  /z-ies, 
quod  simplicius  per  an  denotatur,  et  ab  na  omnino  distingvendum  est, 
Porro  succurrit  facile  ponere  (aut  obviam  venire  potest),  quid  si  factum 
eiusmodi  factorum,  quorum  quilibet  est  sequalis  a  et  in  quo  factores 
numero  n  essent,  dividendus,  et  aliud,  in  quo  factores  a  numero  m  essent, 
divisor  esset ;  tum  facile  adhuc  aliud  factum  eiusmodi  cogitatur,  in  quo 
facror  quilibet  aequalis  A,  et  numerus  factorum  N  est,  divisum  per  item 
eiusmodi  factum,  cuius  quilibet  factor  tequalis  A,  et  factores  numero 
M  sunt.  Tum  ultro  sequitur  quotos  hos  comparare ;  et  si  sequales  sint, 
tam  ipsi  A  quoad  a,  quam  ipsi  a  quoad  A  nomen  dare.  Unde  sequens 
conceptus  oritur.  Quoscunque  integros  denotent  n,  m  et  N,M,  si 

aa...  _  AA--- 
aa...  —  AA---  ' 

et  numerus  factorum,  quorum  quilibet  aequalis  a,  sit  superius  n,  inferius 
m,  et  numerus  factorum  quorum  quilibet  aequalis  A,  sit  supra  A^  infe- 
rius  My  atque  ?r~%  sit  aequale  vel  tendat  ad  limitem  q  ;  et  A  sit 
aequale  vel  tendat  ad  limitem  B :  tum  dicitur  B  potentia  (dicatur  ele- 
mentaris,  mox  extendenda)  exponentis  q  ipsius  a,  et  denotatur  per 

ipsnm  a  vero  dicitur  radix  exponentis  vel  gradus  q  ipsius  B,  denota- 
turque  per 

a=VB 

Reperire  a  ex  B  et  q,  dicitur  radicem  gradus  q  extrahere,  reperire 
B  ex  a  et  q,  dicitur  elevare  a  ad  q.  Unde  ultro  quasstio  se  offert ; 
etiam  ex  B  et  a  reperire  q  :  adeoque  quseritur  primo,  num  detur  pro 
datis  P  et  a  tale  p,  ut  a^—P  sit?  Unde  via  aperitur,  pro  omnibus 
cum  P  homogeneis  idem  a  retinere  qutestione  eadem  ;  atque  bic  oritur 
logarithmus  elementaris  ;  nimirum  p  dicitur  log.  elem.  P  quoad  basim  a. 
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Quomodo    vero    ad  nomenclationem  ipsius    aN~^    perveniri    potuerit, 
exemplum  sequens  monet :  Sit 

aaaa  =  AAA 
aa  AA 

patet  ad  sinistram  4 — 2  factores  nianere,  et  ad  dextram  3— -2,  et  esse 

a*  =  A  =  #3-a . 

Quomodo  autem  conceptus  iste  in  analysi    extendatur,  paulo    inferius 
exponetur. 


Sit  fas  hcic  hncusque  promissorum  quihusdam  complendis  filuni 
paulisper  intcrrumpcre,  postca  item  continuandum. 

I.  De  summis  asqualibus  ad  aequalitatem  additorum  concludere  minime 
licet,  cum  resultata  sub  conditione  certa  accepta  e  datis  insequalibus 
Eequalia  esse  queant.  Proventus  expensseque  eequales,  etsi  utrumque 
millionesies  augeatur,  certo  respectu  zero  producunt ,  quamvis  status 
mirum  in  modum  differant ;  nulla  cupido  nec  ulla  explendi  facultas, 
atque  infinita  voluntas  cum  facultate  infinita  discrimine  infinito  conve- 
niunt  in  eo,  quod  neutri  desit  quidquam.  Ita  valde  diversi  factores  factum 
(saltem  respectu  certo)  aequale  producunt :  veluti  cum  mensa  et  vita 
comparatum  est,  ut  non  dapes  aut  panis  siligineus,  sed  appetitus  ad  id, 
quod  cuique  est,  dulcem  elaborent  saporem. 

II.  Si  ex  asqualibus  demantur  aequalia,  residua  possunt  esse,  prouti 
hinc  vel  illinc  fiat  demtio,  valde  inasqualia,  si  ita,  uti  remanent,  conside- 
rentur ;  omnibus  vero  ad  formam  temporis  reductis  (§  8.)  absolute  a^qualia 
esse  demonstrabitur. 

Omnia  ad  formam  temporis  rectseque  reduci  dictnm  est  (ibidem) ; 
potest  etiam  circulus  adjici,  ad  quem  etiam  plura  quantitatum  genera 
commode  reducuntur  ;  interim  et  circulus  ipse  ad  rectam  reduci  potest. 
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Quamobrem  ut  simul  plura  sint,  qute  oculis  subjecta  fidelibus  conceptum 
faciliorem  clarioremque  reddant,  quuni  ita  cum  mentis  natura  compara- 
tum  sit,  ut  ab  iis,  quse  cernuntur,  ad  abstracta  ascendatur ;  ad  iinem 
generalis  conspectus  Geoinetrise  recta  planuraque  generabuntur,  ut  hsec 
quoque  in  postmodum  specialius  tractanda  Arithmetica  praesto  sint. 

Quantitatem  autem  ad  formam  temporis  reductam  liceat  brevius  redu- 
ctam  dicere. 

III.  At  quasstio  fit :  num  quantitas  quaevis  unica  reducta  gaudeat? 
Arithmetica  de  finitis  tractat  (§.  18.),  nempe  de  talibus,  quorum  quodvis 
T  tale  est,  ut  si  qua  portio  u  eius  detur,  sit  tale  nomen  numericum  «, 
ut  nu  sit  semper  \>T,  nec  unquam  sit  nu  asquale  T,  vel  minus  quam  T; 
qualia  esse  tempus  rectamque  inter  quaevis  duo  puncta  demonstrabitur ; 
eatenusque  etiam  reductam  quantitatem  finitam  esse,  si  et  quantitatis  iam 
reductse  partes  exinde  omnes  eiusmodi  accipiantur.  Multum  nempe  inde 
pendet,  qualesnam  et  quomodo  accipiantur  partes  ;  ex.  gr.  (Fig.  i.).  Si  v,  z, 
angulos,  u  fasciam  inter  parallelas  denotet,  angulus  T  quoad  qualemvis 
angulum  v  quantitas  respectiva  finita  est,  ipsis  v  ad  verticem  primum 
juxta  se  invicem  positis ;  at  cum  quoad  u  haud  detur  tale  n,  ut  nu^p-T 
sit,    T  ahsohttc.  finila  qiiantitas  non  est.  (§   18). 

Num  portio  qusevis  spatii  et  superficies  qusevis  undique  clausa  quan- 
titas  sensu  dicto  finita  sit?  vide  inferius. 

IV.  Per  ,P  constat  (§  6,  2.)  ex  A, £,..., F'  intelligitur  A,B,...,F 
esse  tales  portiones  ipsius  P,  quarum  nulla  cum  ulla  alia  earundem  por- 
tionem  communem  habet,  et  praster  quas  necquidquam  ex  P  est.  Per 
,Q  continetur  a  P'  vero  intelligitur  aut  ipsum  P  aut  portionem  aliquam 
ipsius  P  esse  =0.  Si  T  constet  ex  a,b,...,f,  et  idem  T  habeat  eius- 
modi  portiones  a', b\  . . . ,/',  ut  a=a,  b  =  b',  ...,/==/';  tum,  si  T  finitum 
sit,  demonstrari  potest,  nulla  id  praeter  d,  b',... ,/'  portione  gaudere  ;  at 
generaliter  verum  non  est  uti  (Fig.  2.)  ostendit. 
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V.  Sed  qUEeritnr  (§  13.),  si  T  finitum  sit,  et  constet  ex  aliis  partibus 
cc,/?, ...  etiam  :  num  quocunque  ordine  additae  partes  qusevis,  e  quibus 
constat,  summam  eandem  dent?  Generaliter  addita,  etsi  adfuerint  posi- 
tiva  et  negativa  quoquc,  suinmam  quocunque  ordinc  posita  eandem  edunt. 

Exprimantur  quantitates  rectis,  et  generetur  summa  juxta  (§  10.), 
atque  donec  aliud  monitum  fuerit,  dum  recta  una  dicetur  alia  minor, 
concipiatur  illa  extremo  communi  in  hanc  cadente  parte  ex  hac  promi- 
nente  snperari,  Considerentur  prius  tantum  A  et  B,  quavis  determinatio- 
num  ^h  ' — 1  affecta,  et  tuin  fiat  conclusio  ab  n  ad  n-\-\  (F.  pag.  21.).  Sit 
(Fig.  4.)  in  p  initium  primum,  et  extremum  ultimum  sit  p',  sitque  prius 
A^B;  erit  aut  utrnmque  positivum,  aut  utrumque  negativum,  aut  unum 
positivum,  alterum  negativum  ;  si  utrumque  positivum  sit,  sive  A  ponatur 
prius,  sive  B,  cum  congruant,  idem  est ;  ita  quodvis  postponatur,  idem 
p'  prodit  ad  dextram  ;  idem  fiet  ad  sinistram,  si  utrumque  negativum  fuerit ; 
si  opposita  sint,  et  A  ponatur  ex  p  ad  dextram,  atque  ab  eius  extremo 
sinistrorsum  ponatur  B,  recta;  etiam  ita  congruunt  (vide  infra),  adeoque 
P  et  p'  coincident,  et  summa  est  o;  atque  manifesto  idem  fit  prius  B 
sinistrorsum,  et  ab  eius  extremo  dextrorsum  posito  A.  Si  vero  A  superet 
ipsam  B  recta  K  (Fig.  5.),  et  ponatur  ex  p  prius  A  dextrorsum,  et  inde 
B  sinistrorsum,  cadet  p'  a  p  ad  distantiam  K,  et  idem  p'  prodibit,  prius 
ex  p  ad  sinistram  posito  B,  atque  inde  dextrorsum  posito  A  (ex  B  et  K 
constante).  Si  A  positivo  et  B  negativo  manente,  A  superetur  a  B  recta 
K;  erit  (Fig.  6.)  summa  K  ad  sinistram  a  p  manifesto  in  utroque  casu. 
Itaque  duse  rectae  qualicunque  determinationum  ^  >— 1  affectas  fuerint, 
sive  eadem,  sive  diversa,  quovis  ordine  summam  eandem  prasbent, 

Si  vero  hoc  de  quantitatibus  numero  n  valeat,  valet  etiam  de  n-\-i. 
Nam  valeat  de  A,B,...,D,  et  accedat  E ;  erit  E  aut  positivum  aut  nega- 
tivum,  est  etiam  resultatum  priorum  aut  positivum  ant  negativum,  adeoque 
quivis  casuum  priorum  cum  quovis  posteriorum  combinandus  est. 

Sit  prius  *$+E,  et  resultatum  prius  quoque  sit  positivum  (poterit  quidem 
hoc  esse  aut  o  aut  maius  aut  minus  quam  E,  at  quilibet  casus  modo 
sequente  evidens  fit).  Ponatur  primo  ^E  (Fig.  7.),  terminetur  in  P,  sit 
p'  resultatum    priorum,  et  cogitetur   A,B,...,D   ex   p  incipiendo  plane 
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ita  poni,  uti  antea  ex  p  incipiendo  ponebatur,  manifesto  cadet  extremum 
ipsius  D  in  p",  nempe  ad  distantiam  K  dextrorsum ;  adeoque  eo,  quo 
caderet  extremum  ipsius  E,  si  ^E  ex  p'  (resultato  ipsorum  A,B...D) 
poneretur,  cura  E  constet  ex  K  et  R.  Idem  ergo  resultatum  dant  E,  A, 
B,,,,,D  et  A,B,...,D,E\  dant  vero  etiam  E,A,B,...,D  (excluso  D) 
quolibet  ordine  resultatum  idem  (per  hyp.),  unde  positi  D  extremura 
determinatur.  Itaque  omues  imagines,  in  quibus  D  ultimum  est,  summam 
eandem  dant ;  et  cum  ipsorum  A,B,,.,,D  quodvis  ultirao  poni,  et  ut 
prius  E  anteponi   postponique    possit :    idem  et  de  A,  B, . . . ,  D,  E  valet. 

Si  vero  resultatum  priorum  fuerit  f— <^T(Fig.  8.),  et  prius  ponatur  ^E\ 
erit  A,B,.  ..,D  ex  p  ponendo  extremiun  ultimum  in  p",  nempe  item 
sinistrorsum  ad  distantiam  K  a  p,  adeoque  idem,  quain  si  ex  p'  (extremo 
priorum  ultimo)  poneretur  *$*£,  (ex  B  et  K  constans). 

Sit  iam  >—>  E,  et  resultatum  ^K  (Fig.  9.)  patet  et  hic  eodem  modo, 
extremo  priorum  ultimo  et  hic  p'  et  extremo  ipsius  E  inde  positi  p" 
dicto,  sive  primum  sive  ultimum  sit  1 — \E,  idem  prodire. 

Pariter  ostendent  (Fig.  10.,  11.,  12.)  casum,  quodsi  pro  >— 1 E  resultatum 
priorum  quoque  negativum  sit :  dummodo  significationes  literarura  priores 
retineantur,  et  observetur  hunc  casum  tres  casus  hahere,  nempe  E  aut  =K, 
aut  maius  aut  minus  quam  K  est.  —  Consequenter  quotcunque  fuerint 
addenda  et  sive  mere  positiva,  sive  mere  negativa,  sive  mixta  fuerint,  quo- 
cunque  ordine  etiamsi  prius  omnia  positiva,  dein  omnia  negativa  ponantur, 
summatn  eandem  prodire  manifestum  est.  Unde  etiam  patet  resultatum  idem 
esse,  si  summa  positivomin  ponatur  prius  ex  p,  et  ex  extremo  ultirao  horum 
(qnod  dicatur  p')  ponatur  sinistrorsum  s  summa  negativoruin  ;  nam  si  ex 
p'  post  se  invicem  ponantur,  asquale  prodit  ei,  quod  esset,  si  ex  p  pone- 
rentur  (Ax.  V.),  posterius  vero  suminam  negativorum  daret.  Patet  etiam 
demum  summam  istam  satisfacere,  etiamsi  illa,  quorum  summa  5  est,  pro 
indice  demtionis  quoad  illa,  quorum  surama  S  est,  posita  fuerint. 

Quaeritur  tamen,  num  undevis  fiat  demtio  atque  in  genere  num  additio- 
nis  (adeoque  subtractionis  quoque)  resultatum  unicum  sit,  id  est  ex  aequali- 
bns  semper  eidem  asquale  prodeat?  At  prius  de  sequalitate  quoad  portiones 
J§  6.)  uberius  agendum  est,  et  antea  de  limite  (§  21.)  queedam  dicenda  sunt. 
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VI.  St  q  ita  crescat,  ut  post  quodvis  incrementum  advcniat  novum, 
mancat  tamcn  sempcr  paucius   quam    0:  turn  q  limitc.  gaudet.   (Fig.  13). 

Nam  sit  q  tempus  (idem  ad  rectara  per  punctum  descriptam,  imo  ad 
omnes  quantitates  reductas  applicari  potest) ;  sitque  temporis,  a  p  inci- 
piendo  crescentis  in  infinitum,  nomen  generale  x ;  atque  fiat  in  quovis 
puncto  temporis  quaastio,  num  q  plus  illo  x,  quod  eousque  generatum 
est,  esse  queat?  Et  denotet  (E.  pag.  20.)  A  id,  quod  q  plus  illo  x  esse 
queat;  item  exinde  patet,  dari  ultimum  aliquod  punctum  p,  intra  quod 
et  p  semper  A  est,  et  post  quod  non  est,  atque  tunc  aut  ultimum  A 
aut  primum  non  A  esse.  Ultimnm  A  non  est,  quia  si  tunc  *==»'sit,  et 
ad  quasstionem,  num  q>x  csse  queatf  responsio  ita  sit :  tum  aliquod 
q  >  x  erit,  et  certuro  tale  q  erit  certa  quantitate  q  plus  quam  x\  adeoque 
p  ulterius  potuisset  debuissetque  accipi ;  nam  ultra  x'  quoque  ante  finem 
temporis  x'-\-q'  responsio  semper  ita  fuisset.  Est  igitur  in  p  primum  non 
A  ;  adeoque  x'  est  primum  tale  x,  quo  quidvis  sit  paucius,  eo  plus  fieri  q 
potest,  sed  quo  (nempe  ipso  x')  q  plus  fieri  nequit.  At  neque  q  ==  x' 
fieri  potest ;  nam  dum  id  fieret,  cum  q  quantumcunque  fiat,  novum  (per 
hyp.)  incrementum  capere  debeat,  postea  q>x'  fieret  (contra  plane  de- 
monstratum.)    Itaque  q  tendit  ad  x ,  (§  21). 

Patet  hinc  etiam  quantitatem  ita  decrescentem,  ut  post  decrementum 
quodvis  item  novum  adveniat,  nunquam  tamen  fiat  o,  neque  negativa, 
limitem  habere.  Nam  accipiatur  (in  prsec.)  q  pro  decremento  ipsius  Q ; 
remanet  Q  —  q,  id  est  ex  Q  fit  Q—q;  quod  crescente  q  sine  fine 
minuitur,  et  pro  limite  habet  id  quod  inter  p  et  *  est ;  si  vero  *  nempe 
extremum  ipsius  Q  plane  in  p  snmatur,  limes  o  fit ;  qui  in  neutro  casu 
attingitur,  cum  q  nunquam  fiat  =x',  quamvis  ipsi  p  dato  quovis  propius 
terminari  queat. 

VII.  Tempus  quodvis  continuum  pq  gaudct  duabus  partibus  abso- 
hite  aequalibus.  (Fig.   14}. 

Nam  accipiatur  punctum  eius  aliquod  a,  et  aliud  b  inter  a  et  q ;  erit 
aut  pa^bq,  aut  alterutrum  =  parti  alterius ;  si  non  prius  sit,  cogitetur 
ex  p  positum  illi  Eequale,  quod  altero  minus  est;  terminetur  in  a  ;  et  in  quovis 
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puncto  a  p  usque  in  q  quseratur  :  estne  terapus  a  p  usque  ad  illud  tale,  ut  si 
ei  sequale  adjungatur,  ante  q  terminetur,  vel  non?  Dicatur  prius  (E.  pag.  16.) 
A ;  patet  pa  (veluti  partem  quarnvis  eius)  tale,  pq  vero  tale  non  esse  ; 
adeoque  dari  in  aliqno  puncto  c  aut  ultimum  A  aut  primum  non  A. 
Ultimum  A  esse  nequit:  quia,  si  ipsi  pc  sequale  adjungatur,  terminetur  in  b, 
(cum  eatenus  ante  q  terminari  debeat) ;  cogitetur  punctum  b  inter  b  et  q, 
et  c  inter  E>  et  q ;  erit  aut  bb  =  bc,  aut  alterutrum  =  parti  alterius ; 
vocetur  z  illud,  quod  altero  minus  est,  alterum  v ;  manifesto  est 

pc  -+-  z  <;  pc  -1-  v, 

et 

pc  -4-  z  -V-  pc  H-  z  <;  pq  ; 

adeoquc  z  adjuncto  ipsi  pc,  punctum  quasstioni  respondens  ulterius  acci- 
piendum  in  C  non  esset.    Est    igitur    in  C  primum  non  A  ;  adeoque  aut 

pc-4-pc  =  pq, 
aut 

pc-i-pc>pq. 

Posterius  esse  nequit ;  nam  terminetur  pc-hpc  in  r;  cogitetur  punctum 
aliquod  s  inter  q  et  r,  et  qs,  5r.  dicantur  x,  x;  erit  aut  x  =  x',  aut  alter- 
utrum  altero  majus ;  sit 

x  =  x'  -j-  k  , 

ubi  k,  x,  x   eadem  determinatione  gaudent ;  erit  (propter  V.) 

pc  -h  pc  =  pq  -h  x  -\-  x  -1-  k  =  pq  -4-  k  -j-  x  +  x  ; 
atque 

pc  -+-  pc  —  x'  —  x'  ^  pc  —  x1  -+-  pc  —  x  =  pq  ■+-  k  ; 

itaque  iam  ante  C  fuisset  non  A;  idera  patet,  si  qs  =  sr.  Manet  igitur 
pc  +  pc  =  pq. 

VIII.  Si  temporis  Q  accipiatuv  dimidium,  ct  cujitsvis  dimidii  item 
dimidium  accipiatur,  ac  nomen  eorum  generale  sit  z :  tum  z  tendit 
ad  limitem  zero. 

Nam  crescente  q  (in  VI.  Fig.  13.)  a  P  usque  ad  *,  fiet  ultimo 
Q — q  =  o.  Quasratur  a  P  incipiendo  in  cujusvis  q  puncto  extremo  [imo 
ultra    *    quoque    ubi   quodvis   punctum    tale    est,    ante    quod    datur    tale 
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Q — q  (cum  id  in  *  zequale  o  sit),  quo  z  minus  (ieri  nequit]  num  z  quovis 
Q  —  q  quod  antea  fuit,  minus  fieri  possit?  Erit  ultimum  aliquod  punc- 
tum  p,  in  quo  responsio  ita  erit  (E.  p.  20.).  Si  p  ante  #  esset,  tum  eo, 
quod  inter  p  et  *  est,  a  dicto,  aliquod  z  est  minus  quam  «-+-<y  [deno- 
tante  o>  quantitatem  minorem  quam  a],  quia  hoc  Q  —  q  ante  a  fuit, 
huius  vero  dimidium  est  -  -~ — 1 — ~- ,  quod  minus  quam  a  esse  patet ;  itaque 
punctum  p  ulterius  versus  #  accipiendutn  fuisset.  Fit  itaque  z  minus 
quovis,  quod  a  p  ipsi  *  quantumvis  propissimo  usque  ad  #  est,  o  vero 
fit  nunquam.  Consequenter  z~~ -o. 

IX.  Sit  u  tempus  quoddam  continuum  inter  duo  puncta,  et  multi- 
plicetur  n  pcr  factum  c  factorihus  numcro  n,  qnorum  quivis  —  2  ;  erit 
factum  numerus  quoad  u. 

Respondeat  enim  cuivis  u  numeri  nu  aliquis  e  factoribus  dictis  ipsi 
2  jequalibus,  et  cuivis  respondeat  alius ;  atque  ab  aliquo  puncto  temporis 
p  ponatur  cogitatione  in  futurum  2  u  sub  primo  u  ipsius  ««,  tum  snb 
secundo  u  ipsius  nu  adjungatur  item  2u,  et  sub  quovis  novo  u  ipsius 
nu  ab  extremo  novissime  positi  ponatur  cogitatione  in  futurum  aequale 
ei,  quod  a  p  eousque  positum  est  (per  ax.  I.) ;  ultimum  u  ipsius  nu 
adveniet  (ax.  II.),  et  tum 

2.2...2U 

posilum  erit.  Est  autem  quivis  numerus  quoad  u  bis  positus  numerus 
quoad  u;  adeoque  2.2...  2w  quoque  (F.  pag.  21). 

X.  Temporis  continui  Q,  quod  inter  duo  puncta  est,  quaevis  portio 
K  certo  numero  accepta  superat  ipsum   Q. 

Nam  quseratur  (ut  in  VIII.)  in  quovis  puncto  a  P  incipiendo  usque 
ad  *  (imo  ultra  quoque),  num  z  certo  dimidiationum  numero  minus 
quovis  Q  —  q,  quod  antea  fuit,  fieri  potest?  et  hic  datur  ratiocinio  iam 
saspius  repetito  (E.  pag.  20.)  punctum  aliquod  p,  in  quo  ultimo  ita  respon- 
detur ;  quum  prius  omnino  ita  sit,  aliquando  vero,  si  nempe  ultra  * 
eatur,  detur  tate  Q  —  q,  quod  antea  fuit,  nempe  dum  Q  —  ^^o,  quo  z 
nunquam    minus   fieri   potest.     Patet    vero    (ut    in  VIII.),    p    nullibi    ante 
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#  fieri  posse.  Itaque  z  dato  quovis  K  minus  fieri  certo  dimidiationum 
numero  potest,  et  consequenter 

seu  cum  2.  2...  2  (per  praec.)  numerus  sit  ex.  gr.  n,  est  KX>^jr,  adeoque 
Q<nK. 

XI.    Tempus   cantinuum    T  per  quemvis  integrum  n  dividi  potest. 
Nam  pro  quovis  n  dari  tale    2  .  2  ...  2  ,    ut 

2.2.  ..2u\>nu, 

facile  patet,  si  cuivis  u  ipsius  nu  aliquis  (et  cuivis  alius)  factor  2  respon- 
deat ;  semper  enim  accedente  novo  factore  2,  ipso  u,  quod  in  nu  ponitur, 
maius  accedit,  et  quidem  maiore,  nam  primo  u  ipsius  nu  respondet  2  u. 
Pro  k— I  aut  n  =  2,  aut  w  —  2.  2...  2  dictum  iam  est ;  quEestio  de 
aliis  est.  Dividatur  T  per  2  .  2  . . .  2  |>  n,  sitque  quotus  a,  et  dicatur  d 
dimidium  ipsius  7";  erit  nd^>T  (cum  n  ad  minimum  3  sit),  et  na  <\T, 
nam  a  si  K-ies  accipiatur,  ex  T  adhuc  supererunt  tot  «,:quo  numero 
superat  2. 2...  2  ipsum  n.  Quaeratur  ab  initio  ipsius  a  porro  usque  ad 
finem  ipsius  nd  eundo,  in  quovis  puncto  p,  num  (si  illud  tenipus,  quod 
ab  initio  ipsius  a  usque  ad  p  est,  nomine  generali  x  dicatur)  sit  nx<\  J"? 
erit  (pag.  20.)  aliquod  punctum  p,  in  quo  aut  ultimo  erit  nx<\T,  aut 
primo  erit  nx  non  minus  quara  T.  Prius  esse  nequit ;  nam  sit  tum  x  =  x; 
si  nx' <\T  esset,  tum  sit  nx'-i-b=T]  dicatur  b'  quotus  ex  b  per 
2.2...2|>«  diviso,  erit 

2.2. ..  2  b'  —  b  J>  nb', 

(ut  supra) ;  adeoque  nx'-\-nb'  manifesto  est  minus  quam  nx-hb,  quod 
erat  =7',  itaque  etiam  n(x'-hb')  est  minus  quam  T,  adeoque  daretur 
aliquod  maius  quam  x,  quod  w-ies  acceptum  minus  quam  T,  et  in  P 
non  esset  ultimo  nx<\T.  Est  igitur  in  p  prima  vice  nx  non  minus 
quam    T;  itaque  tum  nx'  aut  ==  T,  aut  nx  |>  T  est.  Posterius  esse  nequit ; 
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nam    sit    nx — 6—T,    et    denotet  b'  id,  qjuod  antea,    erit    nh'   item    <J5, 
adeoque 

nx  —  b  <J  «#'  —  «<V ; 
id  est 

7<«{*'  —  b'}, 

futi  statira  patebit) ;  et  in  P  non  esset  primnm  tale  x,  ut  «^J>  7  sit, 
nam  antea  iam  x  —  b'  tale  fuit.  Consequenter  nx '  —  7  est.  Enimvero 
heic  quantitatum  comparatio  quoad  asqualitatem,  vel  maioritatem  minori- 
tatemve  ita  in  proxime  dictis  intellecta  est,  uti  (sub  V.,  pag.  53.)  dictum  est ; 
nempe  etsi  de  tempore  sermo  sit,  et  ex.  gr.  a,  j3,  y  sint  tempora  continua, 
atque  «  — /?(pro  a,  /?,  y  positivis  atque  /3<^a)  cum  y  comparetur ;  ponatur 
cogitatione  e  certo  temporis  puncto  p,  tempus  a  in  futurum,  et  ab  extremo 
huius  dematur  e  praeterito  tempus  ==/?,  sit  extremum  huius  p',  cogiteturque 
ex  p  item  in  futurum,  tempus  —  y\  atque  per  id,  quod  alterutrum  ex.  gr.  7 
maius  quam  a  —  /?  est  quantitate  q,  intelligatur  in  dictis,  usque  ad  extremum 
temporis  =  y  ex  p  positi,  post  p'  tempus  y  esse.  Mox  J>  et  <  et  ==  gene- 
ralitate  superiori  accipientur.  Omnia  dicta  vero  ad  rectam  applicari  patet. 
Quod  vero  si  n  numerus  integer  sit,  et  «,  /?  positiva  sint,  (tempora 
aut  rectas), 

n[a-\-$)  =  na~+-nf$ 

facile  patet.  Nam  dum  («  -I-  /?)  accipitur  ra-ies,  ponitur  tam  «,  quam  /?  numero 
eodem  «,  necquidquam  ponitur  aliud.  Ita  si  accedat  tertinm  /,  «-+-/?dica- 
tur  B,  et  inde  via  de  «  ad  n  -+•  1   progredi,  usquequo  libuerit,  licet. 
Pariter 

«■+■/?_     «         >        j__. 
«  »  « 

Nam  sit 


patet  w  in  «,  et  _>  in  $  adeoque  u  et  v  in  a  et  fi  poni  «-ies.    Ita    (pro 
B=a-\-(3)  est 

__±_g  _  7  .  __•_«  .___.__.—  ______________  . 

«  n        n        n        n        n  n  ' 

et  ita  de  »  ad  « -f-  1  progredi  licet. 
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Si  omnia  negativa  fuerint,  aeque  patet.  Si  vero 

k  —  a  —  fi 

sit  per  n  multiplicandum,  aut  per  m  dividendum,  tum  e  quovis  a  erit 
unum  /3  demendum,  adeoque  si  M-ies  ponatur,  ex  w-ies  a  demetur  «-ies  ft, 
et  totidem  k  nempe  nnmero  n  prodibunt.    Ita  si 


et 

m  [u  —  v)  —  mu  —  mv  —  «  —  /?. 
Nam 

mu  —  a,     et    mv  —  /?; 
itaque 

—  "~  /?_  «        & 


Unde  (ut  prius)  ad  plura  quotvis  et  qualiavis  progrediendo,  patet 
idem  prodire ;  sive  summa  dividatur  per  m,  sive  singula  divisa  addantur ; 
item  sive  quotus  prior  per  n  multiplicetur,  sive  quoti  singuli  multiplicati 
per  n  addantur. 

XII.  Si  e  recta  (vel  tempore)  possint  nu  accipi  ita,  ut  o>  (_o  vel 
<^u)  supersit,  ex  eodem  (w-f-i)w  accipi  uequemit.  Nam  partes  qusevis 
ipsius  nu~+-co  quocunque  ordine  post  se  invicem  positae  ex  p  incipiendo 
in  eodem  puncto  terminantur,  (V.) ;  adeoque  etsi  u  ponatur  »-ies  post  se 
invicem,  et  ad  finem  eorum  adjungatur  m  ;  pariter  si  (tt-t-i)-ies  quoque 
adesset  u,  et  toties  post  se  invicem  poneretur,  ac  si  quod  R  superesset, 
postponeretur ;  manifesto  autem  («  +  i)-um  u  ultra  w  terminatur. 

XIII.  Quaevis  quaniitas  A  ad  unicutn  rcdtici  potest ;  {talem  ut  in 
(III.)  intelligendo,  et  quae  tam  ipsa,  quam  quaevis  portio  eius  reduci 
potest  aequalitate  terminata,  aut  interminata  per  limitem,  §  6.  et  8.). 

Nam  possit  (Fig.   15.)  tam  ad  P*  quam  ad  £>*'  reduci ;  tum  Ps  — «« 
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(pro  «<jst)  est  \>A;  Ps-H-st  vero  esset  <^A;  adeoque  nu  esset  \>A 
et  <^A  (contra  III.). 

XVI.*  Si  A^B,  est  etiam  A  =  B,  id  est  A'  =  B  (§  8.). 

Nam  ponantur  partes  utriusque  congruas  ex  P  incipiendo  post  se 
invicem  ad  rectam  ;  si  terminata  sit  asqualitas,  manifeste  simul  termina- 
buntur,  cum  quasvis  (per  prascedentia)  unica  reducta  gaudeat ;  si  inter- 
minata  fuerit  asqualitas,  tum  reducta  semper  crescens,  manens  tamen 
certo  dato  minus,  gaudebit  limite,  et  quidem  utrique  communi.  Nam  si 
(fig.  15)  A'  in  #  et  B  m  *'  terminaretur,  manerent  omnes  partes  ex  A 
depositas  intra  »,  ipsi  tamen  quam  proxime  euntes ;  partes  vero  ipsius 
B  iis  congniEe  semper  simul  ponerentur  ;  et  utriusque  differentia  a  suo 
Hmite  quovis  dabili  u  minus  fieret ;  sit 

3^  =  u,  «<st; 

differentia  partium  ex  B  positarura  (cum  semper  iutra  #  tcrminentur 
simul  cum  partibus  congruis  ex  A  positis)  ab  eius  limite  supposito  P*' 
semper  ^>st  manebit ;  adeoque  cum  haec  <J«  fieri  debeat,  erit  etiam 
st  <}  u ;  itaque  cum  st  ^>  u  erat ,  in  uno  casu  neque  unum  u  posset 
ex  st  accipi,  in  altero  praster  u  adhuc  superesset.  Itaque  hoc  pacto 
reducta  eodem  Iimite  gaudent ;  quodvis  autem  ad  unicum  tantum  reduci 
potest. 

Conversim  quoque  si  A'  =  B,  etiam  A^B.  Nam  ex.  gr.  circuli  A 
reducendi  partibus  certis  in  rectangula  altitudinis  a  ordinatis,  hasc  ex  P 
incipiendo  post  se  invicem  junguntur ;  et  si  baseos  limes  P*'  sit,  pro 
quovis  dato  to  licet  ipsi  #'  tam  prope  ire  ex.  gr.  in  s,  ut  rectangulum  ex 
«  et  s*'  sit  <!  co,  et  etiam,  quod  ex  A  superest,  -<|w  sit ;  si  pro  B  propius 
eundum  in  t  est,  ut,  quod  ex  eo  superest,  <Jw  sit,  tum  ex  A  adhuc  minus 
supererit ;  respondet  vero  cuivis  parti  a  P  usque  in  t  pars  aliqua  ipsius 
A  et  aliqua  ipsius  B  absolute  aequalis  et  cuivis  alii  alia.  (IV.). 

•  XIV,  XV  et  in  editione  prima  desunt. 
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Hinc  etiam  signorum  J>,  <J,  =  qusevis  duo  exclusa  ponunt  tertium, 
et  quodvis  excludit  reliqua  duo.  Nam  si  A  non  J>,  nec  <\B,  tum  A' 
neque  ulterius  neque  interius  terminatur  quam  B ;  quia  si  ex.  gr.  ulterius 
terminaretur,  sit  d  pars  ipsius  A'  cum  B  congrua,  erit  tum  a=^B,  et  a 
pars  ipsius  A  erit,  quia  ei  quoque,  quod  in  A'  prseter  d  est,  respondet 
aliquid  ex  A  prteter  a  ;  itaque  B <\A  esset  (contra  hyp.) ;  ita  nec  interius 
terminatur ;  consequenter  A'  et  B  simul  terminantur ;  adeoque  A'  =  B', 
et  inde  A=>=B.Si  A  non  £>,  nec  =*=B,  tum  ^'  item  non  terminatur 
ulterius  quam  B' ;  neque  simul,  quia  tum  A=*=B  esset ;  itaque  interius 
terminari  debet ;  adeoque  A'  est  pars  ipsius  B,  et  id  ex  B.  quod  huic 
parti  respondet,  est  =^A,  reliquo  ipsius  B  vero  respondet  aliquid  ex  B, 
ct  eo  superat  B  ipsum  A.  Ita  patet,  esse  A^>B,  si  A  non  <|,  nec 
=^B.  Si  vero  A  =  B,  tum  A  non  J>,  nec  <Ji?;  quia  tum  A'==B',  et 
si  -4|>  vel  <;.#  esset,  A'  aut  ulterius  aut  interius  terminaretur.  Ita  si 
Ap>B,  tum  A  non  =■=  nec  <\B ;  quia  tunc  ^'  ulterius  quam  B  termi- 
natur,  si  vero  A=*=  vel  <|.Z?,  tum  A'  simul  aut  interius  terminaretur. 
Ita  si  A<\B,  tum  A  nec  =*=  nec  J>-#  esse  patet.  Nempe : 

XVII.  Si  A  constet  ex  a,  b,  est  A'  —  a'-\-b'  (ctsi  interminata  sit 
reductio).  .  (Fig.  16.)  Sit  enim  a'  in  p  terminatum  ex  p  incipiendo,  et  b' 
sit  p*;  si  A'  non  in  *  terminetur,  terminabitur  aut  ultra  aut  intra.  Si  in 
*'  terminetur,  dividatur  pp  per  talem  integrum,  ut  sit  quotus  u  <!p*  et 
etiam  <  —— ;  transferatur  u  ex  p  incipiendo  usque  quo  aliquod  u  ipsum 
*  primo  transgrediendo  in  b  terminetur ;  primum  u  post  p  terminetur 
in  E;  erit  pf-+-*l|<|  aut  =  2«,  quia  *I|  ad  summum  —  u  est ;  pf  est 
>a,  et  pfyj>/>/  ponatur  pE-i-  *i}  post  #,  termiuetur  in  s,  (patet  nempe 
2«  esse  <!**'),  erit  Ps  [>  a  -4-  b  ;  itaque  cum  P&  —  pij-Hw  —  »»  (nempe 
certo  numero  ipsius  «) ;  est  «w^^  (cum  v4  ex  a  et  6  constet).  Item 
nu  esset  <]j4,  si  A'  in  *'  terminaretur,  quia  tunc  A  etiam  £>pt  esset, 
Itaque  ex  A  possent  una  vice  plura  u  quam  altera  accipi  (contra  XII.). 
Si  vero  A'  intra  *  terminaretur  in  I,  ex  initio  n —  i-ti  u  in  tj  terminati 
ponatur  unum  w  versus  p  ;  patet  n  ita  accipi  posse,  ut  hoc  inter  *  et 
finem  ipsius  A'   terminetur  in  i;  concipiatur  -^"  demi    ex    p    versus    P; 
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reliquum  ex  a  erit ;  ita  demto  -~  ex- *  versus  p,  reliquum  usque  ad  p 
ex  b  erit;  itaque  demto  »  ex*  versus  p,  omne  ex  £>i  ex  a  et  £  adeoqne 
ex  .<4  esset;  sit  <\  inter  1  et  i,  adeTunt  in  Pq  omnes  partes  ipsius  A  ;  et 
ex  pj  (pro  qi  —  v)  plura  &  accipi  poterunt,  quam  ex  Pq",  adeoque  ex  A 
in  vmo  casu  plura  qnam  in  altero  accipi  poterunt  (contra  XII.).  Itaque 
neque  intra,  neque  ultra #  terminari  A'  potest,  sed  in  #  terminari  debet. 
Si  plures  quotvis  certo  numero  m  fuerint  partes  ipsius  A ;  tum 
nommentur  a  et  b  una  litera  a,  et  si  B  constet  ex  «,  c,  erit  I?'  =  a'-hc'; 
et  ita  de  «  ad  « -+- 1  progrediendo,  patet  partes  componentes  reductas 
post  se  invicem  junctas  totum  reductum  exhibere. 

XVIII.  Posteaquam  (in  XIII.)  demonstratum  est,  quantitatem  reduci- 
bilem  unica  reducta  gaudere,  [si  ubi  de  quantitate  sermo  in  Arithmetica 
est,  semper  ut  reductee  tractentur]  patet  (ex  V.)  additionis,  adeoque 
etiam  subtractionis,  §  14.,  resultatitm  iinicum  esse.  Interim  tamen  si 
quantitates  ita,  uti  sunt,  considerentur,  [ex.  gr.  sit  circulus  C'=  quadrato  O, 
et  triangulum  a  =  circulo  c\  dubium  subvenit,  num  etiamsi  nndevis 
dematur  a  ex  C  et  c  ex  Q,  residuum  R  ex  C  sit  ^s-  residuo  r  ex  Q? 
Erunt  omnino  :  nam  (per  prsecedentia)  d-+-R!  =  C',&tc'-+-r'—Q)  atque 
C'=Q,  et  a'  —  c';  unde  patet  a  et  c',  si  ex  eodem  initio  ponantur, 
simul  terminari,  et  inde  posita  R'  et  r  quoque  simul  terminari ;  itaque 
R'  =  r',  adeoque  R  =  r:  Supponitur  hic  circulum  et  reliqua  finita  (sensu 
III.)  esse  :  de  hoc  tamen  aliquid  hoc  respiciens  statim  addetur. 

Si  d  —  C,  ac  R  —  o,  erit  et  r  =  o.  —  Non  tamen  generaliter  dici  potest, 
si  ex  sequalibus  demtis  a^qualibus  ex  uno  nihil  supersit,  neque  ex  altero 
superesse  quidquam.  Ex.  .gr.  (Fig.  2.)  a—d,  b  =  b',  f—f,  et  prteter  a, 
b,  f  nihil,  praster  d,  b\  f  vero  g  superest ;  at  de  talibus  quantitatibus  in 
Arithmetica  sermo  est,  uti  (in  III.)  dictum  est,  quarum  nulla  portio 
omni  dabili  pluries  e  toto  ipso  accipi  potest.  Nempe  si  e  tali  possit  u 
accipi  »-ies,  et  supersit  0  =  0  vel  <^«;  ex  eadem  («-4-i)-ies  accipi  ;; 
nequit.  Nam  sit  «'  id,  -quod  in  priori  casu  adjiciendum  esset,  ut  («  +  i)-um 
u  compleatur,  tum  e  partibus  ipsius  nu  ~\-(o  deberet  nw-rh  w -+- a  exstrui; 
dematur  d,  repleatur  vacuitas  eius  ex    nu  -+-  co,    et   nova  vacuitas  exorta 
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item  e  residuo  ipsius  nu-ho,  et  quaavis  nova  vacuitas  item  inde  expleatur 
in  infinitum ;  vacuitates  istas  explentia  sunt  partes  ipsius  tiu-ha  (ex  iis 
e  quibus  nu-i-o  constat) ;  itaque  <J  accipi  ex  A  omni  dabili  pluries 
posset. 

XIX.  Adjicere  adhuc  quasdam  de  aequatitate  terminata  liceat,  quan- 
titatibus  heic,  uti  sunt  (sine  reductione)  consideratis. 

1.  Si  A=*=B=*=C,  est  etiam  A=^C  (aequalitatcm  hcic  terminatam, 
nisi  aliud  monitum  fuerit,  intelligendoj. 

Nam  constet  A  ex  a,  a',...,u;  B  ex  h,  b\  ...,v,  item  ex  /?,  $,..., v; 
et  C  ex  c,  c',...,t,  ac  a==  b,  ar==5\...  et  u  ==  v,  atque  /?=  c,  /?  =  c\ . . .  et 
v"  =  t  (accento  iam  non  sensu  XVI.  et  sequ.  accepto).  Fiat  initium  cum  (3, 
progrediendo  usque  ad  v;  est  jil  aut  aliquod  ipsorum  b,  b' ,...,  v,  aut  constat 
ex  aliquo  vel  aliquibus,  aut  simul  etiam  (vel  tantum)  portione  vel  portio- 
nibus  eorundem ;  cuivis  tali  autem,  quod  aut  aliquod  ipsorum  b,  b',...,v 
aut  portio  alicuius  eorum  est,  respondet  aliquod  ipsorum  a,  a\...,u,  aut 
in  casu  posteriore  aliqua  portio  alicujus  ipsorundem  absolute  asqualis. 
Itaque  si  c  in  illas  portiones  discerptum  cogitetur,  quum  c  —  fi  sit,  cuivis 
earum  datur  in  A  absolute  jequalis.  Pariter  c'— /?  considerato,  ipsi  c\ 
aut  portionibus  ejus  omnibus  reperientur  in  A  absolute  asquales,  et  quidem 
cum  prioribus  nullam  portionem  communem  habentes ;  nam  si  aliqua 
portio  bis  occurreret,  tum  a, a\...  portionem  haberent  communem  (contra 
IV.).  Ita  percurrendo  singula  c,c',...,t  et  /9,  /?,... , v',  ubi  ad  t  adeoque  ad 
v'  perventum  est,  atque  ex  C  nil  superest,  neque  ex  B  supererit  (XVIII.), 
adeoque  neque  ex  A. 

Consequenter  A-^=C  aequalitate  terminata. 

2.  Si  P—  Q,  et  portio  quaevis  p  ipsius  P  dematur  undevis,  atque 
portio  quaevis  q  ipsius  Q  dematur,  et  p  ==q  ;  crunt  it/a,  quae  ex  P 
et  Q  remanent,  aequalitate  terminata  aequalia.  (Fig.   17.). 

Nam  dicatur  P'  id,  quod  superest  ex  P  przeter  p,  et  Q  id,  quod 
prseter  q  ex  Q  est,  et  sit  p'  id,  quod  congruentibus  P  et  Q  ipsi  p  ex  Q 
congruit,  et  q  id,  quod  tum  ex  P  ipsi  q  congruit ;  et  dicatur  R  coin- 
plexus  omnis  ejus,  quod  praeter  p  et  q  ex  P  est,  et  R'  complexus  omnis, 
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quod  ex   Q  praeter  q  et  p'  est.  Aut  habebunt  p  et  q    portionem  aliquam 
communem,  ant  non. 

a)  Si  non  habeant  (Fig.  17,«)  manifeste  constat  P  ex  R  et  q'  (nam 
P  constat  ex  p,  q ,  R),  et  Q  ex  R  et  p'\  atque  Rd=.R\  et  q'=p'\ 
adeoque  Q  ex  i3'  exstrui  potest,  q  ex  i3'  in  p',  et  _A"  in  R'  positis.  Imo 
aequalitas  absoluta  restituitur  inter  residua,  si  in  Q'  in  locum  demti  q 
ponatur  item  ex  Q  exemtum  p\  aut  in  P'  in  locum  demti  p  ponatur 
item  ex  P'  exemtum  q'. 

b)  Si  vero  p  et  q  in  P  portionem  communem  habeant :  tum  si  pars 
communis  dematur,  residua  ex  P  et  Q  erunt  absolute  aaqualia ;  itaque 
id  tantum  quaeritur,  num  ex  p  et  q  remaneant  sequalitate  terminata 
aequalia.  Qusestio  igitur  huc  redit. 

Si  (Fig.  1 7,  b)  A  =  B,  et  pars  K  ipsius  A  cum  parte  k  ipsius  B 
(ut  in  fignra  trium  prima)  coincidat ;  id  quod  ex  A  praster  K  est,  ei 
quod  ex  B  praster  k  est,  aequalitate  terminata  aequale  est. 

Dicatur  enim  quEevis  pars  ipsius  k  illi  parti  ipsius  K  respondens, 
cum  qua  tunc  congruit ;  ponaturque  A  super  B,  ut  congruant ;  atque 
id  ex  A,  quod  praeter  K  est  et  nunc  in  k  cadit,  dicatur  K,  id  ex  A 
vero,  quod  nunc  extra  A'et  k  cadit,  sit  A';  ita  id  ex  B,  quod  praster  k 
est  et  nunc  in  K  cadit,  sit  k',  id  ex  B  vero.  quod  nunc  extra  k  et  K 
cadit,  sit  B';  atque  id  ex  k,  quod  nunc  cum  K'  coincidit,  sit  b,  et  id 
ex  K,  quod  nunc  cum  k'  coincidit,  sit  a ;  atque  id  ex  K,  quod  praster  a 
est,  sit  K",  et  id  ex  k,  quod  prteter  b  est,  sit  k". 

Dematurque  a  ex  K,  et  ei  respondens  a'  ex  5,  ac  ponatur  k',  quod 
sub  (7  erat,  in  locum  demti  d  juxta  a) ;  atque  residuis  ex  A,B,K",k",b. 
(restituta  per  I.  aequalitate  absoluta),  generaiiter  21,  53,  K,  F,  b  dictis,  post 
quamvis  operationem,  si  quid  u  ex  ^'  (migrante  in  B  semper  eo  ex  k', 
quod  extra  b  cadit),  sub  K  cadat,  dematur  ex  K  illud  a,  quod  supra  u 
cadit,  et  e  complexu  ipsorum  b  et  f  dematur  «'  ipsi  u  ex  ^  respondens, 
ponaturque  u  in  locum  demti  a  juxta  o),  continuando,  donec  nullum 
11  sub  K  cadat.  Erit  residuum  ex  A  absolute  Eequale  residuo  ex  B, 
atque  ex  A  nonnisi  per  partes   resectum  K,  ex  B  vero  demtum  k  erit. 

Nempe  K  constat  ex  K"  et  ex  a  supra  k'  cadente ;  k  constat  ex  k' 
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et  ex  b  sub  K  cadente ;  A  constat  ex  K',  K",  a,  A',  et  B  constat  ex 
k',  k",  b,  B. 

K"  et  k"  (ita  15.  et  P)  coincidunt.  Nam  nullum  punctum  ipsius  K" 
extra  k"  cadit ;  nam  illud  in  B  cadens,  in  k'  vel  b  aut  B  caderet ;  in  k' 
vero  non  cadit,  quia  k'  extra  K"  est,  in  b  non,  quia  b  cum  K'  coinci- 
dens  extra  K"  est,  nec  in  B',  quia  hoc  extra  K  et  k  est.  Pariter  nullum 
punctum  ipsius  k"  extra  K"  cadit ;  idemque  ad  K  et  P  appHcatur. 

Hinc  b  =  a;  nam  K=  k,  K=  K' -\-a,  et  k  =  k"  •+-  b,  et  K"  et  i"  coin- 
cidunt. 

Semper  residuum  illud  u  ex  k',  quod  ex  b  prominet,  migrat  in  B ; 
nempe  si  quod  u  ex  k'  extra  b  cadat,  illud  sub  K  cadet,  quia  ex  k 
nonnisi  b  et  f  superest,  P  vero  cum  K  coincidit ;  atque  hoc  novam 
demtionem  parit.  Si  vero  millum  u  extra  b  cadat,  tum  jam  totum  k'  in 
/)  positum  (in  loca  demtorum)  erit,  necquidquam  ex  parte  b  ipsius  k 
supererit ;  quia  semper  alias  partes  aliis  respondentes  demtas  sunt,  et 
k'  =  b. 

Eritque  residuum  ex  k  nonnisi  C,  adeoque  residuum  ex  K  erit  K ; 
nam  P  et  K  coincident,  nisi  utrumque  o  sit ;  neque  ex  ATmajus  vel  minus 
residuum  quam  ex  k  est.  Consequenter  etsi  utrumque  o  sit,  ex  absolute 
asqualibus  demta,  absolute  eequalia  relinquent.  In  figura  allata  patet.* 

*  Ha:c  demonstratio:ii  :n ■": T" : l] i l :i Li?:  i:::.r;ill:;:iiL;rniT::i;::n::r.  ECiiclitlc^rc  cvidcntiam  pariunt ;  quamquam 
id  etiam  per  XVII,  et  XVIII.  fiat. 

Interim  ubiqne.  nhi  licri  potcst,  frqu-jilap  lcrnri.irUrL  ;)::Io:i;1l::i:!;l  ;  q:uvl  ir.  .in.Lallclcp-.-immis,  triangulis 
;'t  pri:;:i:;itil  vlis  rcCtiiincis.  r.!:::;]:iii);i-ju.~  b;i::ibi::;q:ic  :i:i.;iriiib;]s  i;n;i:ic:il  ihi:;:,  ;c[  ;-ibi:'ih:is  .-;l:i.';)  IViciir:  Iil. 
Priora  et  inspectione  figura?  (17,  c)  patent;  idemque  ad  prismata  (pro  rectia  parailelis  plana  parallela 
punonrlo)   facilc.  npplicatur.    Nempe  si  ea' |J  JU^  ci  fiicriiit  trinr.ytiln   -Hxi  cl  2IHli' :  (int 

yt£  =  «B    et    <£e\\a8    et    i2e'[|Sa'; 

positisque  triangnlis  3f£K  in  aeK.  et  Zi<£(  in  a'e'f ;  parallelogramma  lESoe  et  €BaV  secentur  parallelis, 
in   priore    ad    £<£  per  d&   ad  distantias   33£,  in  altero  ad  8<£  per  <Ee'    ad    dislantias  £<£;   si  S<£    non 

eontineatur   cerlies  in  3a,  patet  esse  gb,  parallelum  ad  <£8.    Eritquc 

A  i  A,    B  +  B'  ~l,  +  b',     C+C'^=c  +  c; 
D  +  D'~d  +  d',    E  +  E'  =  c  +  e'.    F  =f+f. 

1,'nrle  prtncs  or-rino.s  sibi  mvieotn  resiionrlulllo:;  assinrirn-i  priio:  ;  i.-im  pro  tri.lilL;illis  ?Ii;iT  el  3Il;a',  qnriiii 
pro   parallelogrammis   <£Bae  et  <£23aV ,    tam    altitudinibus    seqnalibus,    quam    basibus    tequalibus    gau- 
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Si  vero  supponatur,  quotvis  operationibus  haud  unquam  evenire,  ut 
nullum  u  extra  b  cadat ;  tura  quodvis  u  sub  K"  cadet,  adeoque  nisi  u 
(residuum  ex  k')  tenderet  ad  o,  fieret  K'  tendens  ad  infinitum  ;  atque 
tum  etiam  propter  b  —  k'  residuum  tendit  ad  o  ;  nempe  si  u  dicatur,  quod 
sub  K  cadit,  k'  demto  u  sub  b  cadit,  atque  ex  b  dabili  quovis  minus 
supererit.  Dari  igitur  oportet  in  concreto  partem  cerlam  ipsius  k', 
adeoque  ipsius  a,  item  ei  ex  k  respondentem  partem  ipsius  b,  quse  semper 
minuerentur  ;  sed  Iiec  partes  per  a)  demi  possunt ;  et  tum  necessario 
majus  demitur,  quam  per  operationes  numero  aliquo  factas  relinquitur. 
Unde  quivis  casus  ad  operationum  numerum  finitum  reduci  potest. 

XX.  Ut  resultatum  mni/ipiiat/ioitis  divisioitisque  unicum  esse 
probctttr,  de.  proportioue  quacdam,  et  prius  fractionum  commcnsura- 
bitium  primaria  referenda  sunt. 

1.  In  §  22.  2(3)tum  ipsius  C  solet  per  ^-,  et,  si  C—  1  sit,  per 
■f-  exprimi,  quod  signum  quoti  erat.  Est  nempe  valor  uterque  sequalis. 
Sit  enim 

C=*#*; 
item 

C=**«; 

ponetur  %  (nempe  tot  *,  quot  C)  in  illis  C  toties,  in  quot  partes  C  parti- 
tum  est ;  itaque 

*_  2C_  . 

*~    3    ' 

et    idem    prodit ,    C    per    3    partiendo ,    et    duas    partes    ejusmodi    su- 
mendo. 

Patet  etiam  (§.  32.)  idem  prodire,  si  C  per  -=-  multiplicetur.  Est  igi- 
tur  2(3)tum  ipsius  C=^-=-\.C.  Vocantur  (§  22.}  -™  et  ■£  termini 
fractionis ;  prior  numerator,  posterioT  denominator  audit.  Sint  prius 
termini  integri. 

2.  Si  numerator  per  integrum  muitiphcetur,  valor  novus  priore 
toties  evadet  niajor ;  si  dividatur,  toties  minor  fiet ;  si  denominator 
multiblicetur,  toties  minor,  si  divida/ttr  toiics  major  fiet;  si  vero  ter- 
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minus  utergue  per  eundem  integrutn  muttiplicclur,  aut  utergue  per 
eundem  dividatur,  valor  non  mutatur. 

Nam  valor  prior  ipsius  -j  .  C  erat  —  ■&  -j;- ,  quia  si  -~-  —  ■{;-  ,  hoc  bis 
accipitur  ;  si  vero  pro  2  ponatur  5  .  2,  tura  5  .  2-ies  sj;,  idest  5-ies  ■&  *  acci- 
pietur.  Hinc  vicissim  patet,  si  ipsius  -^—  numerator  per  5  dividatur, 
valorem  fieri  5-ies  minorem ;  (de  casu,  ubi  quotus  haud  integer  est, 
inferius). 

Sit  item  ,  „ 


et  sit  quaerendum  -.,— f  ;  patet  -^s-  =  #  esse,  quum  *  in  quovis  -&  po- 
natur  5-ies,  adeoque  in  toto  (C=  3*),  ponatur  3 . 5-ies ;  accipiuntur 
vero  tales  tot,  quot  prius ;  itaque  valor  novus  erit  * ,  qui  in  priore 
«=*!#**    ponitur  5-ies. 

Unde  etiam  evidens  est,  quod,  si  et  numerator  per  5  multiplicetur, 
adeoque  5 . 2  tales  partes  accipiantur,  valor  %  5-ies  positus  valorem  pri- 
mum  restituat ;  adeoque  -2~  =  -|-;  itemque  asquale  prodeat,  tam  5.2 
quam  5 . 3  per  5  divisis ;  solo  denominatore  3 . 5  per  5  diviso  autem  fiat 
-,-   majus    5-ies  ipso    -— ?-. 

3.  Regula  liinc  etiam  fractiones  ad  dcnominatorem  eundem  redu- 
cendi  sequens  fluit.  Cujusvis  fractionis  terminus  uterque  per  factum  e 
reliquarum  denominatoribus  omnium  multiplicetur ;  prodibit  enim  ita 
(per  prasc.)  cuivis  eequalis  ;  nam  factum  ex  integris  manifesto  integer  est ; 
denominator  quoque  idem  erit,  nam  eosdem  factores  quotvis  quocunque 
ordine  factum  idem  dare  mox  demonstrabitur. 

Patet  etiam  fractionum  ad  denominatorem  eundem  reductarum 
illam  esse  maiorem,  cuius  numerator  maior  est. 

4.  Si  -5-.C per  4-  multiplicandum  sit,  erit  (facto  dicto  x) 


itaque  v  prius  reperieudum  et  factum  est  4». 


,GoosIe 


SFXTIO    PRIMA. 

Ex  (2.)  est 

-2-   C—  v 
5-3  •  J~  V> 

qnia 

*C=$.^  =  $v, 

5.3  •"-  *"■ 

Unde  factum  numeratorum  per  factum  denominatorum  divisum 
factum  est;  quod  itera  4(5)  tum  2(3Jti  ipsius  C,  adeoque  fractionem 
fractionis  esse  manifestum  est. 

Unde  si  ,  .  C  in.  fractioncm  ipsius  b  mntari  debeat  et  C  sit  =  •%  .  b  ; 
erit  2(3)tum  ipsius  C  (seu  4(5)ti  ipsius  b,  multiplicando  -5-  per  4-)  aaquale 

3-5  '°-  .  ,2  4 

5.  Hinc  etiam  «  -t-  /er  4-  divtdt  debeat,  erit : 

2  .  4  _.  2.5 

3  ■  5  —  3-4  ' 


4.    2.5  _  4-2-5 
5  '  3-4  — 5-3-4 


(per  prasc), 


quod  dividendo  per  5  et  4  terminum    utrumque    (per    2.)    aequale  est  -?. 

6.  Unde  etiam  incasu  terminorum  non  integrorum,  fractionem  quo- 
tum  esse  sequitur. 

Sit  enini 

__■».&,     „  —  -:;-  -55-  -ft  —  etiam  5  p,  et    C  =  4#, 

adeoque  7?  ipsius    C  dicatur  2(3)  4(5)111111  (§  22.) ;  sit 

*  _  *  *  *  #  *  , 
adeoque 

f «  _*****  * 

„_.&  =  #*##*      et     y  — *, 

l  *  =  *****  * 
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quia  ponitur  5-ies  in  A  \  itaque  illud  #,  qnod  in  4^  —  C  continetur  4.3-ies, 
in  B—  *  continetur  2 . 5-ies  (uti  duse  superiores  lineas  ostendunt).  Redu- 
cetur  itaque  fraciio  hitiusmodi  quoque  ad  formam  priorem,  si  nume- 
rorum  extremorum  factum  per  factum  mediorum  dividatur,  quod  zequale 
2.C 

-\r  est- 

5 

7.    Hinc    etiam    ad    qualemvis    denominatorem    aitt    numeratorem 
datum  reduci  fractio  potest  valore  immutato, 
Sit  datus  denominator  -%■ ;  est 


.  2nm  2 

'  3mn  ~  3 


numerator  datus ;  est 


Itaque  -^-  per  datam  fractionem,  si  numerator  quaeratur,  muttiph- 
cari,  si  denominator ,  dividi  debet, 

8.  Patet  etiam,  quod,  si  numerator  sit  -—,  denominator  ■£,  et  uterque 
per  —  multiplicetur  vel  uterque  per  ~  dividatur  (literis  nunc  integros 
denotantibus},  prodire  in  casu  priore 


m  postenore 


nr  .  pr^  __  nrgs 
ms  '  qs        mspr  ' 


fis nsqr 

'  qr       '  mrps  ' 


utrumque  (terminis  per  rs  divisis)    asquale    -j^ ,  nempe    fractioni    priori. 
Reliqua  de  fractionibus  iri  Arithmetica  specialiore  dicentur, 
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XXI.  De  resultato  multiplicationis  unico  iam  disquirendum,  at  prius 
de  possibilitate  mensurationis    et  proportionalis    quartae  agendum  est. 

Sint  A,  B  rectaa  eiusdem  determinationis  aut  tempora  et  n  sit  integer, 
atque  -^*-  sitaequalew:  erit  A  =  nu,  B  vero  aut  =  u,  aut<J«,  aut>-w. 

In  primo  casu  est  B=i  u,  in  secundo  est 

B  —  ou-hoj,     (ffl<J«). 

In  tertio  datnr  talis  integer  iJ/,  1.1 1  Mu  \>  B  sit  (X.) ;  itaque  cum  1  u  non 
j>  /?,  datur  primus  integer  ab  M  incipiendo  versus  1  talis  m,  ut  mu 
non  \>  B  ;  itaque 

B=mu,  aut  B  =  mu-\-a,     (<y<J«). 

Datur  porro  (per  VIII.)  tale 

2 .  2 . 2 . . .  2  =  n' 


-  — t  ',    erit  tum 


erit  nempe 


n'  ^  2  ' 

A  —  n  — ,—  —  kh'  «',■ 

77.  ' 

B=m'u'-\-  oi,     (w'<J «') 


et  quia  «'  <J  — ,  ipsi  tnri  ad  minimum  2  accedunt.  Estque  oj  aut  o, 
aut  non;  si  non,  repetatur  eadem  operatio,  ut  prodeat  u",  ubi  u"<^~ 
et  (iat 

B  =  m"  u"  H-  o",     («"  <J  7/") ; 

Continuando  idem  semper  porro,  si  semper  superfuerit  aliquid,  manifesto 
of~ o;  nam  pro  d,  quod  primo  superest,  est 

«'  <y<j-f-, 
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ita  w"<I~  adeoque  <Iy^rj  et    ita  porro,  ut  <J       tJ  supersit.    Hinc 

quum  hoc  dato  quovis  <J  esse  possit,  mw~.B ;  nempe  »»» —  B'—-0. 
Patet  etiam 

B  =  m' u' -h  fj  —  m"  u"  +  «"  —  ... 

esse  <J  (#?  h-  i) «,  adeoque  »*'«',  m"u",  .  ..<|  («+i)«, 
et : 

m'  m'  £>  »z«  ,     m"  «"  \>ni  u\ , 

«'-3-<;(*«-m)«,   »»"-^-,  <(«-)-  \)u... 


Unde 
adeoque 
et 
adeoque 


n,    <\m-\-  I,       n„-<\m-\-  i, 

,    U    ^_  :,     U     v^         ■    U 

■m  -rf-\>mu,     m  -^jr^m  -.- 


sunt  autem  — -- ,    —-*-,...    fractiones,  per  quas  semper    idem  u  multipli- 
catur,  ut  m'u\  m"u",...    prodeant,  quod  statim  applicabitur, 

XXII.   i.  Dari  hinc  quartam  proportionalem  patet  sic : 
Si  B  cum  A  coramensurabilis  sit,  tum 

A  —  nu,     B  —  mu , 


Si  vero  B  cum  A  incommensurabilis  sit,  erit 
A  =  nu,     B=mu-\-a,     («<;«), 
et  pro    C=nv  quasritur  tale 

D=mv-\-l,     (A<», 
ut  w— -o  et  k'—. o,  adeoque  mu"—B  et  mv '—.D. 
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Accipiatur  (e  prascedentibus)  m'v',  tum  m"v",...\  erit  inde 


atque  —r-  maius  quara  m  et  idem    „-,--  minus  quara  m  -4-  i;  itaque  crevit 
prius  mv  raanendo  minus  quam  (m~Y-  i)v :  quo  continuato  patet  (per  VI.) 
limitem  dari,  cum  mv  semper  crescat  maneatque  primo  (m  +  i)v  minus. 
2.  Verum  etsi  non  constaret  in  imagine  scquenti 


A  —  nu,     B  —  mu  -4-  t, 


C—nv,     D  —  t, 


esse  <u<Jk  et  X<^v  :  dummodo  oj-^~o,  /,-— -o,    nunguam   e    B  plura    u 
quam  v  ex  D  accipi  possunt. 
Nam  sit 

B '=  (m  4-  i)  u  4-  (o,     (a  <J  u) 
et 

D  =  (m-\-  l)v  —  a , 

Jubi  a  positivum  sit,  si  v  positivum,  et  negativuin,  si  v  negativum  est), 
tunc  (m  -H  i)-tum  u  ex  o)  sumptum  est,  (adeoque  et  o>  positivum  est,  si 
u  positivum,  negativum,  si  u  negativum).  Cum  o>,  ).  tendunt  ad  zero, 
decrescat  utrumque  et  fiat 


erit  tunc 

A  =-  Nri,    B  =  Mri 


"<!<-</,     et    A'<|a; 

C=Nv',    D  =  Mv'-+-X, 


quod  si  B  ipsum  u  pluries  contineat,  quam  D  ipsum  v,  fieri  nequit ;  nam 
nu  =  Nu,  adeoque 

»'  =  y> 

v       N  • 
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o  -jj-    continetur    in    B   ad    minimum    . 
plane  Mn-les  praster  oj'  quod  est  minus  quam  a ;  quapropter  Mn  neces- 
sario  \>N(m-\-  \). 
Itaque  tum 


D  =  Mit  +  X  =  ^jf-  +  K>  ^y^  +X 


Mnv       .,.     N[m-\-  i)v 
^         N 
>(m+  \)v-\-X 

esse  deberet,  contra  hypothesim ;  erat  enim 
D  =  (m  -+-  i)  v  —  a . 

Nimirum  cum  10"  <^&  sit,  si  ex.  gr.  pro  z/,  o)'  positivis  et  o"  positivuin 
sit,  tum  ex  B  przeter  o>"  maius  quam  prseter  o>  superest ;  si  vero  a"  nega- 
tivum  sit,  tum  —^-  adhuc  maius  esse  debet,  ut  imminutum  asquale 
[m-\-  \)u-\-a>   prodeat. 

Neque  vero 

(m  -+-  l)  v  —  a  J>  (m  -+-  i)  v  -+-  X,    (X  <  a) 

esse  potest.  Nam  si  a  simul  cum  v  positivum  sit,  erit  X  aut  positivum 
aut  negativum.  Si  positivum,  tum  si  ex  [m-\-i)v  dematur  a,  manebit 
minus  quam  si  idem  augeatur.  Si  vero  X  negativum  sit,  tum  si  ex 
(m-i-l)v  dematur  minus  quam  a,  maius  manebit,  quam  si  totum  «  dema- 
tur.    Si  vero  v  cum  a  negativum  sit,  erit 

>—'(m-+-j)v^a<!ti—i(m-\-i)v^X 
et  etiain 

<^(m-h  i)v>—<X. 

Nec  si  simul  o>  =  o  et  X  —  o  sint,  potest  B  pluries  continere  u'  =  -^-, 
quam  D  ipsum  v'  =  -jfr-.    Nam  sit 

mu  —  Mu  ; 
erit 

Mn 
-N~  =  m; 


N 
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M'n_ 
N 


M'n_  __  M_n 
N     ~  N    ■ 


M'  =  M. 
Hinc  etiara  patet,  quod  si 

nu  =  A,     __  mu^~B ;     uv  =  C,     ±  mv^~,D, 
(signomm  —  vel  -■—,    item  -+-  vel  —  eodem  pro  B  et  D  accepto):  tum 
A=nu,     B  —  _h  *nu  -+- a ,     (a  =  o,  vel  #<|«); 
C=nv  ,     D  —  _\_mv~\-}.,     (X  =  o,  vel  k <J v) ; 

(in  expressione  ipsorum  B,  D  post  w,  /.  signorum  —  vel  <J  idem  in 
utroque  accipiendo).  —  Itaque  ^4,  i?,  C,  D,  si  ita  sit,  in  proportione 
sunt.  Nam  tum  casus  praecedens  locum  habet ;  atque  mde  sequitur  pro 
quovis  n,  si  A,C  in  n  partes  acquahs  u,  v  pariita  sint,  neutrum  ipso- 
rum  B,D  pluries  suam  quam  alterum  continere,  uti  ex  hoc  sequitur 
imago  superior ;  adeo  ut  et  harum  quzevis  definitio  proportionis  esse 
possit,  (affectionibus  >-$-<  et  t— i  posteriori  quoque  adnexis).  Neque  autem 
posterius  locum  habere  potest,  si  aliquod  ipsorum  a,  }.  sit  —  o,  alterum 
non;  quia  tum  posset,  si  a  non  o  et  A  =  o  sit,  u'  per  partitionem  ipsius  u 
accipi  <\o,  et  tum  piura  u'  acciperentur  ex  B,  quam  v   ex  D. 

Itaque  iu  proportione  duo  priora  et  duo  posteriora  sunt  simul  com- 
mensurabilia  vei  simul  incommensurabilia. 

XXIII.  Est  ctiam  proportioualis  quarta  uuica  ;  (excepto  si  prima  et 
aliqua  reliquarum  sit  o). 

Nam  sint  duas  imagines  (in  quibus  <-<>,  A,  g>\  X  tendunt  ad  limitem  o 
pro  A  cum  B  incommensurabili) : 

A  =  nu,     B=mu-+-u,     C=nv,    D  =  tnv-hl, 
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et 

A  =  Nu,     B  —  Mu'  -+-  (,,',     C=  Nv\    D  _=  Mv  -+-  A'. 

Est  tunc 

/»„  -h  w  —  _/«'  —  w'  —  o  ; 

sed  „  —  a  (si  non  o)  dato  quovis  minus  iieri  posse  manifestum  est,  sive 
destruat  „'  tx  10  sive  augeat  illud ;  itaque  est  aut  aaquale  o  aut  omni 
dabili  minus,  adeoque  pro  quovis  integro  k  minus  quam  -,  fieri  po- 
test ;  kaque 

„.„       Mnu  __    Nvw—M ntt    ..._  Nm—Mn  ., 
mu~    N~    ~  N  ~        N 

si  non  sit  o,  est  <j-?-,  adeoque 

Nm-Mn  ^  1 

_V~"      ^  £ 

fieri  potest ;  nam  si  eo  asquale  vel  maius  esset,  tunc  etiam 
Nm-Mn  ,,  _  v_i  ^  « 

— 77 — w  —  vel  >„ 

esset. 

Est  igitur  etiam 

Nm-Mn  v  _  „„  _  w ^.  | . 

adeoque 

otzj  -h  /l  —  Mv  —  X  ■<  _h  -|-  _-.  A  _->  /.' ; 
seu 

quod  item  ad  limitem  o  tendere  statim  ostendetur.  Consequenter  D  nec 
maius  nec  minus  est  quam  D ' ;  adeoque  /)  =  __?'. 

Si  vero  A  cum  B  commensurabile  sit,  tunc    etiam    D  cum    C  com- 
mensurabile  est  (per  praeced.)  ;  adeoque  etsi  prodeat 

D  —  mv,     et     D  =  Mv, 
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B  =  rnu  ^Mu'  =  ^ff- , 

adeoque 

Mn_  —  m 
N    -w, 

consequenter 


Patet  hinc  etiam  mitlliplicationis,  pro  certo  muliiplicando.  et  certo 
multiplicatore,  resttltatum  unicitm  esse  (§  28.),  cum  loco  primo  non  o, 
sed   1  sit. 

XXIV,  Unum  adhuc  de  proportione  (infra  specialius  tractanda)  addere 
libet,  ne  elegans  dcfinitio  Euclidea  (unum  plurimorum,  quee  Horatii  verba 
Grajis  ingenium  dedit  probant}  silentio  prsetereatur.  Etsi  aliis  verbi.s 
referat,  A,B,C,D  in  proportione  esse  dicit  Enclides,  si  pro  quibusvis 
integris  N,M,  sit 

NA  =  MB ,     si     NC=  MD , 

NA>MB,     si    NC>MD, 

NA<MB,     si    NC<MD. 

Conceptum  hunc  (exclusis  negativis  et  o)  cum  (§  29.)  dato  .equivalen- 
tem  (pag.  16.  D,  2.)  esse  probatur  sic.  Sit  imago  Euclidea  /,  et  (§  29.) 
data  sit  ;'.  Demonstratur  per  i  poni  I,  et  per  non  i  poni  non  I;  unde 
(pag.    16.  D,  2.)  patebit,  per  quodvis  poni  alterum. 

1.  I  ponitur  per  i. 

Est  i  sequens :  (XXII.)  aut 

A  —  nu,     B=mu         ,     C—nv,     D  —  mv ; 
aut 

A  —  nu  ,     B  =  mu  -+-  <y ,.    C=  nv ,     D  =  rnv  -+-  k, 

{(0<U,      k<v), 
et  cum  A,B,C,D  etiam  u,  v,  iisque  ra,  k  positiva  sunt. 
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Quoad  prius,  si 


tuni 
adeoque 


Nnu  —  Mmu, 

Nn  —  Mm, 

Nnv  —  Mmv  ; 


si  >  vel  <  sit  pro  — ,  manifesto  idem  utrinque  erit. 

In  imagine  posteriore  erit  NA  vel  >,  vel  <,  vel  —MB\  quseritur, 
num  inter  NC  et  MD  quoque  idem  signum  erit? 

Si  NA  <  MB,  sit  d  excessus  ipsius  MB  super  NA ;  erit 

Nnu  -\-d  =  Mmu  -+-  Mco. 

Sunt  heic  d,M,N  constantes,  u  vero  ita  accipi  posse  facile  patet  (et 
demonstrabitur  statim),  ut  Mo>  <ds\t;  tum  vero  demto  d  ab  una  parte, 
et  Mo)  ab  altera  manebit  Nnu<Mmu;  nempe  ex  asqualibus  demendo 
aaqualia,  manent  aaqualia,  sed  si  ex  aliquo  residuo  adhuc  dematur,  inde 
minus  remanebit.  Si  vero  tunc  Nnu<Mmu  sit,  erit  Nn<Mm,  adeoque 
Nnv<Mmv  (pro  illis  n,m,u,v,  pro  quibus  Ma<d  factum  est).  Est 
itaque  etiam  Nnv  <  Mtnv,  adeoque  etiam  <  Mmv  -+-  MX ;  id  est 
NC<MD. 

Si  NA>MB,  sit 

NA  =  MB-hd; 
erit 

Nn  u  —  Mm  u  -+-  M<j  -+-  d ; 
itaque 

Nnu  >  Mmu  -+-  d ; 

adeoque  cum  Mu<d  fieri  queat,  erit  tunc 

Nnu  >  Mmu  -+•  Mu  ; 
et  hinc 

Nn> M{m-\-  \) ; 
adeoque 

Nnv  >  M(m  ■+■  i)  v , 

consequenter  _/VC>  MD,  quia 
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Si  vero    NA—MB,   tnm  NC  non  est  >,  nec  <  quam  MD,   Nam 
si  >-  aut  <C  sit,  tum  et  NA  >  vel  •<  quam  J/Z^  esset. 

2.  /%r  «o«  i poni  non  /patet  sic  :  Casus  ipsius  non  i  sunt  sequentes: 

«w,    mu         ;    «& ,     mj  ±h , 
vel 

«w  ,    mu  -+-  (,) ;    «» ,    wi#  +  ^  i    (s>  <  w) , 

(ita  ut  h  constans  maneat,  a  vero  tendat  ad  limitem  o). 

Quoad  casum  primum  dantur  talia  N,  M  (nempe  m,  n)   ut    mnu  sit 
Eequale  nmu,  sed  mnv  non  asquale  nmv  ±nh. 

In  casu  posteriore,  si  — h  sit,  est 

mnu  <.nmu  -+- »«, 
sed 

?«ttz'  >-  nmv  —  nh. 

Si  vero  -+-  h  sit,  accipiatur  w  -+-  i  pro  N  et  n  pro  J//  erit  (;»  -I-  \)nu, 
id  est 

w««  -\-nu>nmu  -+-  «g>  ; 
sed 

m«»  -+-«»  <.nmv  -+-  «/z , 

nam  <o<.u  est  et  z>  </;  fieri  potest. 

XXV.    i.  Si  Gy~.o,  pro  quovie  integro  k,  etiam  kw—Q>, 
Nam  tum    pro    quovis    integro    N   fit   g><J-J^;    idem    de    singulis    o> 
usque  ad  ^-tum  valet ;  adeoque  etiam  summa  omnium  a  est  <j  summae 
omnium  respondentium  -^ ,  nempe  ko}<\-^-    et    cum    N  utvis    augere 
liceat,  si  in  locum  eius  ponatur  kN,  fiet 

c,<-kW<    et   k<"<jf- 

Hinc    etiam   si   a',n    integri   fuerint    et  —  <\k   maneat,    tum    quoque 
-— w-"— o.    Nam  sit 

a'  ■    ,     r 

-»-=«+/ 


,GoosIe 


00  CONSPECTUS    ARlTHMETlCAE    GENERAUS. 

(pro  i  integro  et/fractione  vera) ;  est 

i-hf<k, 
itaque 

(i  -\-f)a<\  koj. 

Ita  si  -—  ==/  sjt,  aut  etiam  si  ^-/~-°,  ■e-t.iain  ■-—  o>y~o. 

Unde  si  novus  factor  —  eiusmodi  (uti  — )  accedat,  et  -^-&»,  quod 
tendit  ad  o,  nominetur  X,  etiam  — .  -j-g>'--o ;  et  item  de  quotvis  ad 
uno  plures  progrediendo,  manifesto  e  quotvis  eiusmodi  factoribus  factum 
tendit  ad  o,  si  aliquis  ad  o  tendat. 

2.  Si  tam  w-^0,  quam  X--—.0,  etiam  »±A^--0  (nisi  <y±A-=0  sit). 

t  ev3 

iV  (ut  antea)  substituatur  2N,  fiet  eadem  <J  — ff  —  -^. 

Notandum  vero  per  quantitatem,  quae  tendit  ad  zero  et  saepms  omni 
dabili  mitior  fieri  dicitur,  minime  omtii  dabili  minorein  inteliigi,  sed  talem, 
quas,  si  detur  quasvis  «,  hac  minor  fieri  potest.  Omni  dabili  minor  quan- 
titas  non  existit ;  cutn  si  expers  esset,  continuo  minor  non  esset ;  si 
continuum,  portio  eius  adbuc  minor  esset.    Aliud  est  00  (§  21.). 

Si  ta±X  dicatur  z,  et  x-—o,  eodem  modo  patet,  quod  z :±^X'-—o; 
unde  ulterius  (modo  de  n  ad  n  -+■  1  progrediendo)  quotvis  numero  certo 
fuerint  ad  limitem  o  tendentes,  eorum  summa  quoque  tendit  ad  o. 

3.  Si  X'  —  a  et  y-^—h,  tum    x±y^—a^\zb. 
Nam  sit 

x-\-a~a,     et    y~\-X-=b; 

tum  oj-^-o  et  A-^-o,  atque 

a  -\-  b  =  x  -\-  o>  -\-  y  -\-  X , 

ubi  per  preecedentia  a  -\-  X  ■  tendit  ad  o;  itaque  differentia  ipsius  x-\-y 
ab  a-\-b  iieri  omni  dabili  minor  potest.  Pariter  (ut  in  prsecedentibus) 
progrediendo,  patet  quotvis   quantitatum ,  fcerto  numeroj    ad  limitem 

tcndcutittm   suinmam   ad  sumtnam-  iimitum   tendcre. 
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4.    Si  x—y  =  fo,   et  6>  — o,    vel  w-— .0,    et  x--~.a,    atque  y-"~-b,  tum 
a  =  b. 

Nam  sit 

est 

a  — x-^o, 
adeoque 

b-ha —  x-^—o; 
et  (quia  x  —y  -+-  »), 

b-\-a — y  —  (o-^o, 

qnod  fieri  nequit,  nisi  «  =  o,  vel  «^— .0 ;  nam  b~y-~o,  adeoque    etiam 

b  — y  —  o)--—o, 

quia  o)~~-o;  et  si  b- — y  dicatur  ).,  etiam  k  —  «--— .0  fper  2.).  Idem  patet, 
si  w~o,  et  idem  si  x  =  a. 

5.  Sip>x~>q,etp  —  ^--^.o;  eiiam  p  —  x-~o  et  q —  x-—o. 
Nam 

p  —  x<^p  —  q. 

6.  Si n  itite.(re.r  sit,  et  n — .00,  tum  -— -'^i. 

si  n 

Nam  differentia  ipsius  1  ab   "—     est  -■==-—,  quod  tendit  ad  zero. 
Patet    loco    unitatis    quodvis   finitum    a  poni    posse.    Nam    accipiatur 
integer  k^>a,  et  ponatur  kn  pro  n :  erit 

kn-\-k        -~-  1 
1 7m~^~n' 


7-  Ita  ^, 

Nam  differentia  ipsius  ab   1  est 


quod  tendit  ad  zero. 

Patet  etiam,  ut  in  praecedentibus,  quod    „^->— -—.  1 . 
8.  iSi'  a  constans  sit,  et  integer  s-"~oo,  atqnc 


,GoosIe 


COMSPF.CTrS    ARITHjMKTICAI;    geseralis. 


tum    x  —  — — --.o,  (per  5.). 
Nam 


quod  tendit  ad  zero. 

Hinc  etiam  (per  4.),  si  x'—.'a  et  ^j——ft,  est  a  —  fi. 

9.    Ordo  factorum  non  mutat  factum. 

Sint  prius  factores  integri.  De  duobus  demonstratum  est,  unde  via 
de  n  ad  n-k-l  ad  quotvis  assurgere  licet  modo  sequenti. 

Si  constet  de  numero  n  integrorum  a,b,c,d,  et  accedat  novus  e,  qui 

sit  claritatis  gratia  3:    erit  loco    primo    aut  e  aut  alia  litera.    Sit  prius  e 

loco  primo.    Erit 

abcde  =  e .  abcd , 

(multiplicationem  a  dextra  sinistrorsum  peragendo).  Sit  eniin  abcd  tequale 
P,  erit  e.abcd  sequale  $P\  vero 

de  —  ed '=  $d '=  d '-¥■  a '-h  d, 

et  multiplicando  per  sequens  c  prodibunt  tres  eiusmodi  imagines,  quarum 

una  solum  fuisset,  si  e  non  adfuisset ;  et    idem    continuando    usque  ad  a 

prodibunt 

abcd '~\~  abcd '  -\-  abcd '—  3P. 

Prodit  autem  per  hypothesim  P  ex  abcd  quocunque  ordine ;  itaque 
si  factor  («4-  i)-tus  primum  vel  ultimum  tocum  teneat,  utcunque  permu- 
tentur  ceteri,  factum  idem  est.  Sit  iam  qusevis  alia  litera,  ex.  gr.  c  loco 
primo ;  reliquas  numero  n,  utvis  dispositae,  idem  factum  dant,  ac  si  c  loco 
ultimo  esset ;  erit  igitur  factum  et  tum  $P. 

Imo  utcunque  discerpfa  factorum  imagine,  factum  idem  est.  Sit  ex.  gr. 

ab  —  a,    cde  =  ft; 
est 

a  .  j3 .f—  abcdef. 
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Ponatur  enim  «  ad  finem  ;  erit  cdefa  =  cd.efab,  (multipHcationem  item 
a  dextra  incipiendo) ;  est  vero 

cdefa  —  acdef 
ita 

afcde  —  affi^=  afif; 

inde  semper  ad  uno  plura  concludendo  patet, .  quicunque  e  factoribus 
post  se  invicem  ponantur,  ut  hoc  pacto  novi  factores  a,  j3, . . .  exoriantur, 
vel  omnes  vel  aliqui,  et  hos  utvis  dispositos  factum  idem  dare. 

Verum  etiamsi  non  fuerint  inlegri,  factum  idem  erit. 

Sint  prius  duo  factores  a,  b.  Aut  est  uterque  cum  unitate  commen- 
surabilis,  aut  non ;  si  non,  aut  unus  tantum,  aut  neuter  est. 

Mensuratis  quoad  i,  sit  in  casu  primo,  (pro  a',b',n  integris) 

«=!-.      *=#< 

in  secundo 

*=*.         b=pw  +  <>   '<-*-. 

in  tertio 

a  — 


'.  *=-£+<.  *<\~  «l«> 


et  construantur  schemata  (§  28.)  pro  duobus  posterioribus ;    (primus  enim 
ex  (XX.  3,  4)  etiam  liquet). 

Sit  prius  b  multiplicator,  dein  multiplicandus,  et  n,  u  sint  in  singulis 
quatuor  casibus  n,  — ,  m  vero  sit  b',  ubi  b  (et  d,  ubi  a)  multiplicator  est, 
v  autem  sit  -     ,  ubi  a  (  —  ,  ubi  b)  muItipHcandus  est.    Erit  (per  §  28.) 

«.-—=1,     b'.---~ b ;      n.-~-  —  a,     b'.-^--*—b.a, 

»■-1=1,     «'.-jr  =  «i      n.\  =  b,     a'.i=a.l,, 
n         '  n  '  n         '  n  ' 

n  .  4-  =  1 ,     b'.-l-~*b  ;      «.--=«,     5'.  -a-— ,d  .  a  , 
n  '  n  '  n  '  «  ' 

i,-i  b        ,         •    b  t 

«  .  —  =  1  ,     a  .  —r^^-a  ;      n  .— =  0  ,     a  .  —  -"—«  .0  . 
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Est   vero    (substitutis  valoribus)    V. -zr  —  &.—-  in  duobus  prioribus 
11   a'  .  i  b'     ,     t  \  a't 

in  duobus  posterioribus  autem  est 

\nn         n /  \ nn         n>        n  n    ' 

ubi  — ,  —  manent  integro  quodain  minora,  secus  enim  a,  b  continerent 
unitatem  omni  dabili  pluries.  (Est  nerape  a  =~  -+■  z ,  ubi  z  —  o,  vel 
z—-o). 

Itaque  differentia  utraque  tendit  ad  zero  (1.  2.),  consequenter  (4.)  duo 
priora  facta  sunt  aaqualia  et  pariter  duo  posteriora. 
Est  etiam 

r:  a. b'a'  _. 

n         nn~"~~    ' 

quia 

b'—  —  b' (  a'  -l-  —) 
n  \»«        »/' 

tendit  ad  zero,  quia  (ut 

antea)  —  integro  certo  minus  manet,  vero  z^—o.  Itaque  differentia    tendit 

ad   zero    {i.J,   aut    —  o   pro   z  —  o;    consequenter  (4.)  ~—    est  —  ab,  vel 

^— —  ~-—ab,    atque  factura  aut  -—-  ,  aut  huius  Hmes  unicus  est    [XXIII]. 

Ita    de    duo    ad   tres    et    de    quotvis    ad   uno    plura    progrediendo,    si 

°-  —  abc . . .  f.  vel     ,  * ' '"' •*-*.abc  ...g  ;    etiamsi    novus    h   acce- 

nnn...n  6'  nnn...n  Sl  r 

dat,  (retinendo  raodum  deraonstrationis)  erit  -a  "nn  —  ab--- gh,  aut 
gaudens  eodem  limite. 

Nam    a'b'...g'   dicatur    a,  nn...n  sit  #  et  ab...g  sit  y ;  erit  ~n=y, 

Si  a'b'...g'  aliter  ordinentur,  manifesto  etiara  a  dextra  literas  eiusdem 
norainis  eodem  ordine  valebunt ;  et  cuin  factores  integri  utvis  permutati 
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factum  idem  dent,  patet  factores  quutvis  fetsi  omnes  incummensurabiles 
sintj  quocunque  ordine  factum  idem  dare,  Interim  factum  e  commen- 
surabili  et  incommensurabili  incommensurabile,  ex  incommensurabilibus 
vero  et  commensurabile  et  incommensurabile  esse  posse  facile  patet ; 
ex.  gr.  inferius 

V~2. 1/2  =  2,     et     Ys-V^—  V&, 

et  V2,  V't  V&    incommensurabilia  esse  mox  dicetur. 

10.  Factor  b  (excepto,  si  o  sitj  cum  uulio  factore  a-+-c  fpro  c  non  o) 
factum  illi,  quod  cum  a  producit,  acqualc  cfficit. 

Nam  in  schemate  primo  pro  ——  =  ab  vel  ~^~'"~a^>  prodiret 

V-—  +  b'.-i-  =  ab  vel  b\^-hb'.-^-^ab. 
n  n  n  n 

Crescit  vero  —  sine  fine  manens  tamen  certo  integro  minus  (ut  in  9.), 
adeoque  — —  gaudet  limite  [VI.];  sit  is  /;  erit  [per  XXV".,  3.] 

b'.^--hb'.^  =  ab-hi  vel  &'.jL  +  y,jf+- .ab-hl; 
l  vero  non  est  o ;  nam  —^-  crescit  et  non  fit  quovis  dabili  minus. 


n.  Si  x  =  a  vel  x-—a  et  y- 

~b  :  tum  xy 

Nam  sit 

x  —  a  +w, 
atque  [ut  in  9.] 

y  —  b-^-l, 
k~=li^S 

«.=—+>-, 

adeoque 

->           n 

ubi  cum  z,r,t,s  tendunt  ad  limitem  zero,  et  z  ■+-  r  —  p'~~o,  t-\-s  —  q'"—o; 
et  construantur  schemata  fut  in  praecedentibus)  a"  pro  d-\-(o  et  b"  pro 
b'-\-X  ponendo.  Erit  pro  quibusvis  certis  valoribus  ipsorum  x,y  et  ipso- 
rum  n,m,u,v  vices  n,a".  ^-,f~  subeuntibus 
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"  i  = '  •   ""■  i'-x  •   "  ■  i  =y  •   ""■  l  ~*y> 

ubi  item    (e  preecedentibus)  —-f- —  — — o;  nam    subslitutis    valoribus 

erit  hoc 

■■  '  \    nn  n>  nn  . 

a'k    .     ,  b'-\-X'    .   ,  .  .  ,-.  q 

= hf.7 \r((Z   -W.>    -*-. 


ubi  manifesto  — ,  ita — ■—-  atque  — ~-j — manet  (ut  in  praecedentibus)  mi- 
nus  certo  integro,  vero  q-^-O,  ita  etiam  -zr*— -o,  dum  x--—a,  nam  tum 
oi-~.o;  ita  -~7-^—o  dum  y-^-b,  eritque  (i.,  2.)  differentia  gaudens  limite 
zero.  Consequenter  etiam  xy  (seu  per  prascedentia  yx)  gaudet  limite 
ab ;  nempe  pro  dato  quovis  N  potest  tale  x,y,n  accipi,  ut  sit : 

Si  ar  —  a,  tum  a  =  o,  et  idem  patet. 

Unde  etiam  de  quotvis  ad  uno  plura  (ut  supra)  progrediendo  evidens 
fit,  quotvis  factorum  ad  limites  tendentium  facti  limitem  esse  factum 
limitum. 

12.  Si  A  per  B  dividendum  sit,  erit  quotus  q  unicus  (excepto,  si 
divisor  o  sit);  et  ^jf  =  B,  atque  A=Bq,  et4-B  =  A,  item^=A.-^-. 

Mensuretur  enim  A  per  B,  sitque  ^  =  A,  et  nv  ~A  .  vel  nv*—  A, 
ac  construatur  schema  (§  28);  erit  (pro    n,m   integris   et  u  —  — ,     v  —  -^jA 

m,-z-r~i.     n.-^—^g;      m.^-  =  B,     n.~-~.A, 
m  '  m       *  '  m  '  m  ' 

ubi  q  dari  constat  (ex  XXII.)  et  patet  (ex  §  27.)  esse 

g  —  4>     et     Bq—A,     et     ^-—B; 
neque  B  cum    ullo  factore  alio  factum  A  efficit,  etsi  loco  secundo    stet 
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(10.);  item  cum  idem  q  per  B  multiplicatnm  sk  A,  est    (in  casu  incom- 
mensurabilitatis    quoque)    pt-B  aequale  A. 

Quod  vero    -^-    sit  sequale   A~,    patef  sic.    Mensuretur    1    per  q   et 
sit  M  ■£■•*-.!  ]  erit  schema  sequens  : 

nempe  loco  secundo  quotus  ex  1  per  q  diviso  prodit.    Multiplicetur  iam 
A  per  -|r ;  erit 

«~=i,    if-=-^-~J     n^  =  A,     J/-#--#  =  5: 

n  '  n         q  '  n  '  n         q  ' 

erat  enim  superius 

A  =  Bq, 
adeoque 

sed    —  - "—-—.i  ■  consequenter  fli.) : 


Patet  etiam  esse 


B.JL---l.-p-. 


13.  Si  mu  —  B  vel  mu-^—B,  et  nu  =  A,  atque  mv  =  D  vel  mv-^D, 
et  nv  =  C,  tum 

A:B  =  C:D, 

adcoque  proportio  ita  designari.  Atque  si 

B:A=Q 

sit,  B  .per  AQ  et  D  per   CQ  cxprimi  potcrit.    Convcrsim  quoquc  si 

A:B=C:D, 

aut 

B  =  AQ    et    D  =  CQ, 

proportio  est. 
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Nam  mensurato  A-pex  B,  construatur  schema  divisionis  (pro  A  ;B  —  q 
et    pro  B:A  =  Q=  —   in  praecedentibus) 

m -----  =  i .     n 4-^g  ;     m^  =  B,     n^-^A  : 

*-L  — j       m-^-^Q:      nA-=A,     m-^-^B. 
'  n       &  >  n  '  n 

R  mu    ,    na 


Nempe 


(pro  B  —  mu-i-ta),  ubi  itera  —  manet  minus  certo  integro  (ut  supra),  o 
vero  adeoque  et  *"**-  tendit  ad  zero  (XXV.,  i.).  Est  igitur  in  hoc 
casu  q  sequale  %-,  et  item  q  prodit  pro  -k-,  cum  (ut  antea)  q  unicum 
sit.    Si  o)  =  o  sit,  tum  pro  signo  limitis  erit  signum  asqualitatis,  et 

9—  m  -JJ  - D  • 
Conversim  quoque,  si 

A:B  =  q,      C:D  =  q, 
tum  proportio  est. 

Nam  si  q  loco  secundo  stet,  schema  prius  esse  debet,  ubi  patet  esse 

mM=B,     n£^.A, 
adeoque 

mu'  =  B,     nu'^~,A,  j"pro  a'_=-±M; 

ita  pro    C,D  prodit 

mv'  =  D,     „v'^.C,  [pro  */  =  -£]. 

Patet  etiam  e  schemate  secundo,  quod,  si  proportio  sit,  Q  sit  quotus 
ex  B  per  A,  et  pariter  ex  D  per   C  divisis ;  atque 
B  =  AQ,     D  =  CQ. 
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Conversim  si    B  =  AQ   sit,    scheraa  posterius    esse    debet ;  pariter  si 
V  =  CQ;  adeoque  cum  sit 


i  =  t,.A 


j^B: 


,C_  = 


C, 


,c_= 


proportio  est. 

Si   g    loco    tertio    stet,    tum    quoque    factorem    alterurr 
oportet  (10.). 

14.  Si  x-^—a  et  y  — b,    et  nec  y-=o,    nec  b  —  o;    tum 
dunt  ad  limitem   -r  . 

Nam  denotationibus  (11.)    retentis    construantur    schemata    divisionum 
quotis  A,B,C,D  pro  -»-,  ---,  -,  ,  — -  dictis.  Erit : 


b '  y 


<    y    >    y 

■V-B 

v  ■     ° 

■h*~D 


«'- 


Nempe  io  (11.)  erat : 


*=»"ir+/=^+/ 
?=*"i+?=^+?; 

inde  dum  x  certum  (omnino  determinatum  aliquod)  cum  ei  respondente 
y  dividitur,  juxta  integros  b",  a"  construi  schema  potest,  pro  n,m,u,v 
accipiendo  b",  a",  -],-,,  -L ;  quod  vero  ■  semel  prodit,  ei  inaequale  nullo 
alio  modo  prodire  potest  (10.).  Si  vero  in  aliqua  linea  alicubi  signum 
—  loco  signi  ^— -  est,  in  tota  linea  signum  —  est  (XXII.),  et  tum  quoque 
facile  patet.  Considerentur  singulorum  ad  limitem  B  vel  C  vel  D  ten- 
dentium    differentiaa  ab  -?-,  (quod    tendit    ad    limitem    A  =  -r) ,   necnon 
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eorum,  quae  ad  a,  respective  x  tendere  dicuntur,  differentiae  ab  a,  respe- 

ctive  x.    Est 

,  b  .  f  b'     ,    t  \       a'        a't 


difFerentia  enim  eorum 

,    h  a't 


quod  tendit  ad  limitem  o  (ut  supra). 
Ita  est 


a'-\-oi'       a'-hfo'  , 

n  V        ' 


nanet  certo  finito  minus ;  secus  enim 


quovis  integro  maius  fieret,  et  hoc  ab  eo  omni  dabili  pluries  contineretur, 

Ita 

,   V  a'(b'-\-l')     ,       a'q 

a-frr=    $'+)>)„  -H^ntT' 

et 

«  =  €-+*; 


diilurcnlia   cnim   eoruir 


y  aq 


ubi  item  q  et  z  tendunt  ad  o,  et  (ut  prius)  -grrii    manet  integro  quodai 

minus,  adeoque  difterentia  (ut  supra)  limite  o  gaudet. 

Atque  demura 

y  a'-hO}'   i  b'-hk'    .      \ 

a  -b"  -  b'+x  \—ir^  +  vh 
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quorum  differentia  : 


a'-h&' 

'W  9, 


ubi  item  p  et  q  tendunt  ad  o  et  -rrvzi~  nianet  (ut  prius)  integro  quo- 
dam  minus. 

Consequenter  tendentias  quartorum  ad  limitem  rite  positae,  et  A,  B,  C,D 
quoti  et  quidem  unici  sunt  (10.),  exceptione  ibidem  facta. 

Sunt  autem  A,  B,  C,  D  asqualia.  Nam  (pro  a,  /?,  h,  k  ad  limitem  o 
tendentibus)  est 


c= 


b" 


-h,     D  = 


atque 


a'-\-oi' 


'  h'{6'-±l') 


ubi  -i—  -^o  et  y-^o,  dum  X'~-a,  ac  y-^-b  ;  -.7717  vero  et  --.,■],  certo 
integro  minus  manet.  Itaque  differentia  ista  tendit  ad  o,  quia  et  k'~o 
et  a-—o. 

Pariter  quotorum  ceterorum  Iimites  ipsi  -f-  esse  aequales  patet. 


XXVI.  In  praecedenti  scheinate  primo  divisor  b  non  erat  o;  si 
tamen  y  non  sit  quidem  o,  sed  y~ -o,  manifesto  quotus  omni  dabili 
maior  fiet ;  ponatur  nempe  in  schemate  tertio  ex  y  fieri  ^-,  fiet  -7T> 
aequale  -^t»  J  itaque  ex  d  fiet  na ',  et  ex  ,-  fiet  -,,  ,  quod  si  n  tendat 
ad    infinitum,    fiet   omni    dabili    maius.    Et    hinc  sensu  (§    32,  pag.  46)  fit 


Ita  si  y  crescat,  fiatque  ny  ex  y,  fiet  - — " 
et  loco  secundo  fiet  —>-, 


b"v 
Tib"  cx  -W 
quod  tendit    ad    o,    si    n    tendat    ad    00 


— iL  tendet  ad 
no 


atque 


=  0,  sensu  (§  32.  pag.  46). 
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Posset  quidein  definitio  ita  extendi,  ut  omnia  hasc  aliaque  comprehen- 
dantur ;  si  quid  elegantias  simplici  labem  aliquam  adferre  deposceret. 

Qusestio  alia  est:  si  tam  x-—- o,  quam  y*~ o,  num  -— limite  et  quonam 
gaudeat?    Ex.  gr.  sit 

x--j-    et    y=-=±--; 


qnod  gaudet  limite  i,  si  «•— -oo,  quamvis  tunc  -^--^0  et       *     -~o. 

Etiam  tunc  quidem  verum  est,  Hmitem  ipsius  esse  quoto  Hmitum 
asqualem,  in  quantum  -£■-  cuilibet  jequale  est  (§  32.)  ;  sed  quisnam  sit 
valorum  mnumerabilium  quassitus,  infra  dicetur.  Ue  casu  tantum  maximi 
momenti  speciali,  ubi  pro  x  et  y  ad  limi' 
1  gaudet,  aliquid  heic  prasvie  addere  libet. 

XXVII.  Si  lege  certa  simul  variatorum  u,u',v,v',t,t'  plura  occurrant, 
simultanea  intelligantur,  et  maioritas  sensu  (§  21.)  accipiatur. 

I.  Si  — j--" — .i,  id  est  pro  quovis  utvis  magno  N dentur  talia  u,u,  ut 


Hinc  si  u  —  u    dicatuT  <y,  datur 

"<W 

et  tum 

Nco^u,     atque     ~r<^  ■ 

2.  Si  ■jn-n—i,  etiam  -£--*— I- 
Erat  enira  u  —  u'  —  oj,  adeoque 

u  -=  u'  -+■  o),     et     u'  —  u  —  a 
itaque 


,GoosIe 


SECTIO    PRIMA. 


u  u 


u'  ___   u 
u 

Sed  h'J>  _My,  itaque 

a'  +  ro>fAr-  i)_, 

(etsi  <o  et  «'  opposita  essent).    Consequenter 

«'-Ha  ^  _V~  i 

est,  et  cum  iV"  utvis  augere  liceat. 


3.   Si  pro  dato  quovis  N  potest  0/ <\  -,',    fieri,  ac    „*"-"— -T>  titnc  etiam 
— ^- ^.1.  Nam 


unde  subtracto   1   manet  — — ,-■    ;  sed  -jt<-~o  (ex  1.)  et  <a  <\  r^  ,  adeoque 

ft/     ,     «      __    1      _« 
«'  ^  _/«'        N  '  a" 

quod(XXV,  1  i.jtenditado  ;  nam-i-^-o,  ■^j-a-i;  consequenter  — ^— "- o. 

4.  ffli;  (per  2.)  <?„„m   . :,t_— -^i.  Into  si  et  /.<^~-  fieri  potest,  etiam 

u'-\-k  ,_  i-i 

~w3-7_~-^.i.  (rer  prsecedcntia.. 

5.  Si  _?■"— 1,  «~~  -rn^—i.  -&„/»    ",  ,  ^r-~-i. 

J  U  '  V  '  U-+-V 

Nam  v  —  v'  dicatur  k\  erit 


potest ;  et  hinc 


5+*.-<(*f*y-)  =  K+^). 
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id  est 

0>-\-k         ,     I 

u'-hv '  ^  N 
fieri  potest.  —  Si  vero  de  m  eiusmodi  quotis  valet,  valet  etiam  de  m-t-l. 
Sit  enim  (m+  i)-tus  KT,  et  -|i    qnod  ex   m   quotis   prodiit;    tum    quoque 

_      (,■  U  V  ,■  U  V 

6.  &  -H,  ^i,    «<;    v-- •  i,  0/uim  w— ■  i. 
Nam 

W  V_ u'-\-Q>       V'~\-k   u'v'-\-b)V'-\-U'k-\-0)k 

u'v'  u'     '      v'      ~"  u'v' 

unde  subtracta  unitate  manet 

u  v  o)V'-\-u'k-\-o.ik  __  ___      ___       oj/c 

u'v'         '  u'v'  ~  u'        V        u'v'  ' 

0)  ■         k 

quod  tendit  ad  o;  nam  ^jr'^-°  (ex   i.)  lta      -,-,  adeoque  et 

___,___,     wk 
u'        v'        u'v' 

tendit  ad  o  (XXV,   n). 

Et  hic  (ut  in  prsec)  de  «  ad  ffl  +  i  progrediendo,  patet  quotcunque 

quotorum  ad  limitem  tendentium  factum  ad  limitem    i  tendere. 

7-  Si  ^r-^l,  ac  -^-~i,  etiam  ^—  i. 
'  u  '  V  '  V 

Nam    tunc    etiam     ^'--1,  consequenter    -"'— -i- 

XXVIII.  Seepe  quotus  formse  ^i^—  occurrit;  sive  plures  sive  paucio- 
res  fuerint  superius  litera;  quam  inferius,  et  sive  omnes  commensurabiles 
fuerint,  sive  non,  utcunque  discerptis  permutatisque  factoribus  superins 
inferiusve,  quotus  idem  prodit.  Ex.  gr. 

a8v       8    a  8    a    y  0      i 

abc  =  a  ■  cb-y=c-ba=  ?«$•  abc  ' 


Nam  si  (pro  integris  «',  /?',  y,  a\  b',  c\  n) 

7T~«,     %-~-P,     n~-r<- 
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a'(?y         n        *.     a'b'c'         , 

'-'- -"-aay ,    ct     -   ■   ,  -"~aoc , 
nnn  '  '  '         ,  nnn  • 


(XXV,  9.  pag.  84);  et 

ctfty1 .  db'c 


nnn  '  nnn       ~ai>' 
\n 

=(# 


<M  /«'■  c'^'i  y'„ 

«  '  \n      nn  '  n 

n'\n'n'\n'n' 

{'/    _  a'b'c\ 
■  \    '   nnn  ' ' 


quod  -^-jj^  (XXV,  14.);  nempe  tot  n  prodibunt  ut  factores  superius, 
quot  inferius,  iis,  qui  sub  literis  inferioribus  sunt,  supra,  et  iis,  qui  sub 
superioribus  sunt ,  infra  cadentibus ;  atque  litera?  superiores  accento 
insignitas  constituunt  dividendum,  inferiores  divisorem  ;  adeoque  utcunque 
discerpantur,  prodibit  quoto  ad  limitem  dictum  tendenti  jequale.  Idem 
ad  quotvis  extendi  patet. 

At  quseritur ;  quidsi  integrorum  dictorum  quilibet  aliquo  signorum  -+-, 
—  afiiciantur? 

I.  gaudet  limite  negativo ;  nam  si   ^—  tendat  ad  ^a, 

•-£-<(*- 
non  tendit  ad  o. 

2.  Quocunque  signo  afficiatur  quodvis  eorum  «', /?',/... ,  quovis  ordine, 
signum  facti  idem  prodibit.  Nam  quas  signo  -+-  gaudent,  factum  reliquo- 
rum  non  mutant,  quocunque  illa  inserantur;  itaque  nonnisi  de  —  qnaeritur; 
si  numero  pari  adsint,  cnm  reliqui  utcunque  misceantur,  signum  non  mutent; 
erit  factum  idem,  quam  si  post  onmia  -I-  ponerentur  omnia  — ;  ita  si 
praster  signo  -+-  gaudentia    maneant  signo  —  gaudentia   numero    impari. 

3.  In    tali    quoto    vero    (qui    sit  ex.  gr.  — ,    ita  si  -+-  sit   patet)    erunt 
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qnoti  dicti  (factores  partiales  novi)  aut  aliqui  signo  —  gaudentes,  aut 
non ;  in  casu  primo  erunt  hi  aut  numero  pari  aut  impari ;  ±1 1  vero  hoc, 
quoties  dividendi  divisorisque  signa  contraria  sunt ;  si  hoc  nuinero  pari 
sit,  factum  dividendorum  illorum  et  factum  divisorum  illis  respondentium 
signo  eodem  gaudebunt ;  nam  ubi  dividendus  -t-  habet,  divisor  —  habere 
debet,  et  ubi  is  -+-,  hic  —  habet,  ut  quotus  —  babeat ;  adeoque  si  -+- 
sit  numero  m,  et  —  numero  tri  superius,  erit  —  numero  m,  et  -h 
numero  m'  inferius  ;  et  si  m  par  sit,  etiam  rri  par,  si  m  impar,  etiam  m 
impar  esse  debet,  (ut  numerus  eorum  par  prodeat) ;  si  m  par  sit,  factum 
et  supra  et  infra  -+-  habebit,  si  m  impar  sit,  factum  superius  ex  m  pro- 
dibit  — ,  manens  —  etiam  per  m,  infra  pariter  ex  m  (impari)  prodibit  — , 
manens  per  m.  Signum  quoti  vero,  ex  his  quotis  tanquam  factoribus 
prodeuntis,  per  factores  reliquos  signo  -S-  gaudentes  relinquitur ;  uti  etiam 
signum  facti  e  dividendis  cum  signo  facti  e  divisoribus  manet  idem ; 
(nam  in  quovis  reliquorum  supra  et  infra  signum  idem  est) ;  atque  adeo 
factum  superius  primum  per  factum  inferius  primum  divisum  daret  -H 
(contra  hypothesim} ;  quamobrem  quoti  dicti  (ut  factores  partiales)  signo 
—  gaudentes,  numero  pari  esse  nequeunt ;  sunt  igitur  nmnero  impari,  et 
tum  etiam  hoc  pacto  signum  —  prodit,    Reliqua  pariter  patent. 

XXIX.    Quod  potentia  possibilis    sit,    (§  34,  pag.  50),    sive    commen- 
surabile  sit  q,  sive  non  et  sive  positivum,  sive  negativum,  patet  sic. 
1.  Si  q  integer  sit,  erit  ex.  gr.  az  =  aa,  si 


aaaa  _ 

aa     ~" 

A££,     (se, 

et  dicitur  per  definkionem 

a}~~*  —  A , 

atque 

a=\TA, 

(seu  brevius  ^ A);  ita 

■-VA. 
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Ita  pro  m  integro  positivo  est 

fA  —  A^'—  a,     si     am  =  A, 
Est  etiam 

T^=VA  =  a. 

f-  b      ,  „,       bm 

bi  vc.ro  a — -■..-,  tuin  a'n  —    .m  . 

Nam  tuin     -- ,  adeoque  tam  b  superius,  quam  c  inferius  fper  prseced.) 
ponitur  m-ies. 

Est  etiam  conversim 


,_)-_*_. 

\c !  C'n 


AAA 


a3-2  ______  a  —  _'  ( 

et 

Ya  —  a. 

Patet   autem    quotcunque    factores  sive  ad  sinistram  sive  ad  dextram 
adnecti  posse,  dummodo  tam  superius  quam  inferius  numero  eodem  sint. 

3-Siff  =  ^__      [seu   1=-^],  tcm 

et 

fl=a, 

adeoque  quantitati  cuiKbet  aequale. 

4-Si     _i„=  ^4,    Hi  =  4,t»m 

„3~*  —  __  —  a-2 

et  per  definitionem 
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adeoque  (per  i.)  est 

nempe 

a  =  tf±=TA. 

Si  vero  mVL=AAA4A   (sell  M  =  AW)]  tlm 

a&  =  ar=A,     et     f\A=a, 

Tta  ,;      aa     —  A44AA_  i        .x  —a*\  ■ 
ita  S1    ^a««  —        ^         ^seu  «*  —^)' 

a\--\  =  ai  —^     et     ^jf  —  Q< 


est 


5.  Sed  queeritur,  num  detur  tale  A,  ut  aa  —-  AAA  ?  nempe  num  pro 
quovis  K  positivo  et  quovis  integro  m  detur  taie  k,  ui  km  =  K1 

Si  A"=o  sit,  tum  patet  om  =  K  esse. 

Si  non,  tum  datur  tale  z,  ut  zm<K,  et  tale  ^  ut  Zm>K  sit.  Nam 
accipiatur  talis  integer  n,  wt~-<K,  erit 

(±)"=*<i<*; 

item  pro  integro  N>  K,  est 

a^>at>a". 

Itaque  (E,  pag.  20)  datur  (Fig.  16.)  a  p  incipiendo  quantitate  usque  ad 
N>K  crescente  punctum  aliquod  #,  intra  quod  quidvis  tale  est  ut  id, 
quod  a  p  eo  usque  est,  ad  m  elevatum  sit  <  K\  eritque  in  *  aut  ulti- 
mittn  tale  aut  primutn  non  tale. 

Dicatur  x'  id,  quod  a  p  usque  in  #  est ;  erit,  quod  a  p  usque  ad 
quidvis  intra  *  est,  x —  <o,  et,  quod  a  p  usque  ad  quidvis  ultra  *  est, 
x'-\-g)  (pro  x'   et   w   positivis).    Si    <o   tendat    ad    o,    tum  x'±io  tendit  ad 
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x\  adeoque  (x'±eo)  (V±  (>))  lendit  ad  x  x'  (XXV,  i  r.  pag.  85)  et  (x'±a>)m 
tendit  ad  x'm;  atque  cum  x'-\~eo  ultra  *  sit,  est  (x'-h  eo)m  aut  =  K,  aut 
>K. 

Hinc  in  *  non  erit  ultiraum  tale,  ergo  primum  non  tale,  nec  enim 
plus  quam  K  producit ;  nam  si  illorum  ultimum  esset,  sit  x'm  —  K —  b  ; 
si  primum  non  tale  eiusmodi  esset,  sit  x'm  —  K-hc,  pro  6  et  c  constan- 
tibus  positivis  ;  erit  (cum  statim  demonstretur,  crescente  factore  crescere 
factum,  nisi  factor  aliquis  o  sit} 

(*'-+-  m)m  >  x'm  >  [x  —  a)m  ; 

sit  (X  et  X'  o  vel  positiva  denotantibus) 

(x'-\-  a)m  =  K-\- X ,     (*'—  a)m  =  K—  X' ; 
si 

x'm  —  K—  5, 
erit 

(«*-+■  (.>)>»  —  x'»  =  K+  X  —  (K—  b)  =  X  +  b, 

quod  non  tendit  ad  o,  cum  utrumque  positivum  et  b  constans  sit. 
Si  vero 

*•*  =  K-h  c, 
tum 

x'm  —  (x'—  a)m  =  K-h  c  —  (K—  X)  —  c-\-  X', 

quod  pariter  non  tendit  ad  o. 

Est  igitur   x'm   neque  >K,  neque  <K,    adeoque  ipsi  K  asquale  est. 

6.  Quod crescente  factore,  crescat  factum,  (  omnibus  positivis  )  adeoque 
raaius  ad  idem  m  elevatum  fiat  maius,  patet  inde,  quod  si  manente  multi- 
plicando  «  sit  prius  multiplicator  -?r+A  dein  m~^1  --+-/»'  (ubi  /<y;- 
et  p' <,  — )  erit  factum  in  casu  primo  <C(m~\~\)  ~-  ;  in  posteriore  ve 
=  vel  >  (m  ■+-  1)  ■£,  patet  vero,  quod  si_j3>^  fuerit,  mensurato  quoad  1 
utroque,  poterit  1  per  talem  integrum  n  dividi,  ut  -^-  in  B  saltem  uno 
pluries  contineatur  ;    alioquin  si 


yp,  *=-:-+>    (?<h  f<i), 
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pro  n  ■■—  oo  ,  p'~.o,  p'-~o  et  A  —  B.  Si  etiam  a  crescat,  manifesto  adhuc 
magis  crescet  factum.  Unde  patet,  maius  ad  exponentem  integrum  eleva- 
tum  dare  mains. 

Ast  etiamsi  exponens  crescat,  dum  radix  _>  i,  inaius  prodit.  Sit  enim 
o3  et  al  (denominatore  exponentium  prius  eodem);  erit  schema  (per  pras- 
cedentia): 

a    .     a    .    a    ,    a 

et 

a    .     a    .     a    .     a    .     a 

Nempe  quodvis  a  est  sequale  x.x.x,  et  prima  x  accipiendo  erit 

x .x  .x .x=-a2     et     x  .x ,x .x  .x  —  a* , 

ubi  patet  unum  factorem  x  accedere ;  adeoque  si  x  est  unitate  maius, 
maius  prodire  ;  sed  x  nonnisi  tunc  fractio  vera  est,  sia  talis  sit,  quia  si 
x  fractio  vera  est,  etiam  xxx  talis  et  adhuc  minor  erit. 

Possunt  vero  exponenies  (ut  fractiones)  ad  denomina tionem  eandem 
reduci  valore  immutato. 

Sit  enim 

a3  —  x, 
nempe  aa  =  xxx;  erit  etiam 

aJ-s  —  x ; 
nam  tum 

ai-'j  — x3'5, 
quia 

aa-s=  aa   .  aa  .   aa  .  aa   .  aa 


nempe  al  ponitur  5-ies,  adeoque  x  ponitur  3.5-ies. 
Hinc  etiam  (pro  integris  n  et  m)  est 


Numeros  2,  3,  5  scilicet  quorumque  mtegrorum  positivorum  vices  subire 
m__iiifestum  est. 
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7.  Sit  prius  a  positivum,  et  (pro  integris  positivis  n  et  m)  sit  -^- 
tendens  ad  limitem  q,  nempe 

I  =  mu ,     q  —  nu -f-  <y ,      (.)<^u,      U--—.0, 

Erit  crescente  -^-  sine  fine  (pro  a>  i)  semper  (per  prsec.) 

-^1-^     ik        .      n-\-i  ^ 
a  m  >«'",     et     ■  m— >?, 

atque 

(3  '"  ^a*7. 

Fiat  «'  ex  «,  et  m  ex  m;  reducendo  ad  denominationem  eandem  erit 

a  *"'"'  <i  a  mm' , 
nam 

Crescit  igitur  valor  A  ipsius  <7'"sinefine,  manens  tamen  minor  priino 
a  *  ,  itaque  aT"~  tendit  ad  limitem  aliquem  B,  dum  — -  tendit  ad  q;  adeo- 
que  fper  definitionem)  est 

B  =  a(i,     et     a  =  #B. 

Si  a  — i,  manifesto  a~'"~  semper  unitati  tequale  erit ;  nam 

an=i,     et      y  i  —  i,     quia     iOT  =  i  ; 

et  non  erit  A^~-B,  sed  est  A^B—i,   et  cum    a"  scmper  asquale  est 
Bm  ,  atque  -^-  tendit  ad  q,  est  (per  definitionem) 

at^B,     id  est     i*  =  i. 

Si  vero  a  <  i  sit,  tunc  crescente  -~  decrescet  a~~~ ;  nam  si  a  frac- 
tio  vera  sit,  crescente  n  decrescet  a",  atque  (ut  antea  ad  denominatio- 
nem  eandem  reducendo)  erit 

amn' <am'n      et      m"^mnr  <""$' am'n  ^ 
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Decrescit  itaque  sine  fine    d^ ,    nunquam    tamen    fiens    o ;   itaque    limite 
gaudet,  qui  (per  definitionem)  est  potentia  exponentis  q  ipsius  a. 

Si  q    negativum    sit    (pro  —  posito  -~-),  et  a  positivum  sit,  erit 

nempe  datur  tale  A,  ut  sit 

-^r  =  Am, 


nuiuruui 


quod,  si  «>i,  decrescit,  cum  denominator  crescat,  nunquam  tamen  fiens 
o;  si  a  =  i,  semper  i  erit ;  si  «<i,  crescet  manens  tamen  certo  finito 
minus,  cum  denoininator  limite  finito  gaudeat.  Unde  patet  et  hic  dari 
potentiam    exponentis  q  ipsius  a. 

Hinc  etiam,  cum  Zjf~—-q   atque  -^—^—  q,  est 


Unde  potentia  e  divisore  in  dividendum  poni  potest,    exponente  in 
oppositum  mutato.   Ex.  gr. 


8.  Notatu    dignum    est,    quod    quodvis  datum  N  et   quaevis  fractio 
vera  f  sit,  tam   y~N  quam   V~f  tendit  ad  unitatem,   si  integer  m-^-oo, 
Nam  quivis  integer  n  sit,  est 

(n-+-  i)2>b2+2m, 
et  si 

(«H-  \Y  >»*'-f-  in*— ' 

sit,  multiplicando  per  n  -f- 1   erit 

(n  ■+■  i )'+ ' >  «*'+ 1  -i-  (i-\-  i)  «*', 


atque  adeo 


(»  -f-  i)«  >«"• 
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et  dividendo  per  »«— i  patet 

/  n  -+-  i  \TO      n-V-m 
\     n     '  n 

Sed  m,  adeoque  —  tendit  ad  infinitum,  cum  n  maneat. 
Ita 


(trt)< 


9.  .&/  a?.a2=aJ+e. 

Sit  enim  {pro  integris  n,  m,  v  ad  denominationem  eandem  reducendo) 

JL-_?,     et     ^— .g; 


cnt 
atque 
Sit 
erit 

atque 
consequenter 


«"■^fl?,    et     aw^->#Vi, 

an  —  xm    et    av=ym, 

x  =  am ,    y  =  am     et     «y  —  ama'" 
xmym  —  a«  a^     Seu     (ary)**  —  an+v, 


xy  =  am, 
quod    tendit    ad    aq  +  Q;  nam  -^-   tendit   ad    q    et    -^-    ad    Q,    adeoque 
(XXV,  3.pag.8o)  JLgL^q  +  Q, 
Est  igitur  (XXV,   11.  pag.  85) 

aq  aQ=aq+Q. 
Si  n  aut  etiam  v  negativum  sit,  pariter  patet. 
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Unde  etiam 

aq  —  „-—<- 

aQ  ~ 
Nam 

10.  Si  -^  =q>  et  a"  =  Bm,  tum  non  tantum 

am  =  B,     sed  etiam     B"  —  a  —  Bq, 

At  etiam  si        '~q,  et  a®  —  B ,    est 


ltaque  (7.  pag.   IOI 


a       j>  a'  >-(( 


et  hinc 
atque 
At 


a"+l>Bm>a", 

B"r<a<B~. 

/?»"  —  b'"—.o, 

adeoque  etiam  (XXV,  5.  pag.  81) 

a  —  b"'-~o, 
nempe 

consequenter  (XXV,  4.  pag.  8 1) 

a  =  B'. 
Hinc  etiam,  si 

B<  =a, 
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B  =  a'"=a^: 


ita  sive    a—tfB,    sive    a  =  Bq    scribatur,  perinde  est. 

II.  Pro  integris  n  et  m  est  [)fB)n,  id  est  (B'")n  =  \!  Bn 
Nam  sit 

B  =  zm, 
adeoque 

z  =  B'\     z"=fz^*. 


xm  =  bn     et    ym  —  cn  • 


\yi      ym 

Est  vero  tunc 

x  =  b"",     y  ~c'" , 
adeoque 


.,      ,.,     f^_(Af. 


y        c»' 
Si  vero  -^r^—g,  tuin 

(^Mif. 

item  b^    tendit    ad    bq ,   et  c1*  tendit  ad  cq ;     consequenter    (XXV,     14. 
pag.  8.9.) 

W        cq' 
Ita 


.'/  b  _  f  b  . 

v  T~f7' 


nempe  tum  -^-  tendit  ad        ,  atque 
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\  c  }         cm-n 
unde  reliqua  patent. 

13.  fro  n,  m,  v,  ,«  integris  est 

Nam  sit 

a  =  #'"."  ,     adeoque      y  a  =  x  , 
erit 

a"  =  x'""!1 , 
et   ffl",  nempe 

a  '"  =  y  x"'"-u  =  x"f  ; 
itaque 

(a")'  =  fl', 
atque 

V(a^)"=  f  w=x">  =  (VaTi 
porro  (per   n.,  pag.   105) 

Unde    etiam  si  —  - — q  et  -rr-^-fi,    adeoque  — "~-fi°~j  eta'"- 

atque 

aw^ate  =  (a*)*. 
Nam 

adeoque 


itaque  erit  etiam 

(a'"~)~¥  >  (a*f>  (a™}r. 

(Posito  a  >  1 ;  pro  a  <  1   esset  <_  loco  >) 
Consequenter 
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ubi  differentia  postremi  a  primo  tendit  ad  o ;  nam  a  *i*  et  a~^  limite 
communi  gaudent  (ut  in  10.  pag.  104),  nain  -^—j^—-  tendit  ad  o, 
quia  —  et  —  manet  finito  minus,  ~  et  ~-  vero  limite  o  gaudent. 
Unde  (XXV,  8.  pag.  81)  a^—{a?f'  tendit  ad  o,  et  (XXV,  4.  pag.  81) 
cum  a1»^  tendit  ad  a^,  est 

afq  =  /as\P_ 

Hinc  etiam  \fa'J  est  eequale  a'"'.    Nam 

¥a^  =  {a?)l'  =  a1'. 

14.  Si  a<i   aut  exponens  uterque  (aut  unus  tantum)  negativum  fuerit 
tum    quoque    omnia  mutatis  mutandis    (7.    pag.    101    sequ.)    dicta    valent. 

„-^r=£.p=(,  :£'  =  (-*  =  .*. 

Ita 

(a—f=aT  =  a~f; 


•  f  =  fa— '  =  1/  — -  =  -rrz 


■   aa:,1   • 


atque  etiam 

a  _|,<  =  V  ^H  =  1/  t;  =  ~^T' 
p     a"       aaP 

Ita 

^=fa-=-»=^T=(^X=f^=^ 


Hinc  si 
t  quoque 


v 


-  q     et     a  =  b  , 


a'=4, 

a»=*. 
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Conversim  etiam  si 

a |f  =  b, 
est 

a«  =  &P; 
nam 

[a?)  =tf    seu     aa  =  b', 

15.  £&  [abc...)q  =  aq.bq.c~... 
Nam  si    ™~-"— ?  fut  supra),  erit 

(«5c)  "r  —  Y(abc)11  —  f'anbncn  =  '$xmymz™  =  xyz, 
si 

#«  =  #OT ,     bn=ym ,     cn  —  ;sw. 
Est  vero  tum 

x  =  aw ,    y  =  bm,     z  =  cm , 
adeoque 

rys:  =  a~~  bm~  c~"'  —  \abc]~~^~~.  (abcf; 
porro 

a  ™  — «?,     5  -  — -5?      c  :  — ,e* 

consequenter 

(abc)q  =  a~.bq.cq. 
LJnde  etiam 

j/«5c  =  (a3c)T  —  oT  5  *"  cT  =  j/a  /£  -^c. 

16.  Si  (nunc  ut  inferius    quantitatibus   ad  potentiam    elevandis  et 

negativis  admissis)  a  negativum  sit  et  ■-*?     gaudeat  Hmite    q,    poterit  n 

aut  m,  aut  utrumque  sive  par,  sive  impar  accipi,  semper  prouti  visum  fuerit ; 

nam  -^~tL  aut  — ^=-  ita  -^4     quoque    tendunt    ad    q    (XXV,    6.    7. 
m  n  tn-j-i     "     "  *     ■  '  ' 

pag.  81).  Si  «  par  sit,  erit  a»  positivum,  et  si  m  quoque  par  sit,  an'm 
duos  valores,  unum  positivum  alterum  negativum  habet,  alioquin  eequa- 
les  ;  si  m  impar  sit,  unus  datur  valor  positivus,  nam  negativum  ad  nume- 
rum  imparem  elevatum  negativum  est.  Si  vero  n  impar  sit,  erit  an  nega- 
tivum,  et  pro  m  impari  habet  amm  unum  valorem  negativum,  at  positivum 
non,  quia  huius  potentia  positiva,  non  negativa  est. 
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Si  igitur  q  incommensurabile  sit,  duobus  valoribus  gaudet  aq  sequalibus 
uno  positivo,  altero  negativo,  sive  positivum  sive  negativum  sit  a  ;  si  vero 
q  —  ——-,  et  n  impar,  atque  a  negativum,  et  m  quoque  impar  sit,  unus 
erit  valor  et  quidem  negativus ;  sed  si  pro  n  impari  m  par  sit,  nee 
positivus  nec  negativus  valor  datur,  qnod  ad  numerum  parem  elevatum 
negativum  sit.  Dicuntur  eiusmodi  quantitates  imaginaria;,  ut  y  —  4;  nempe 
tam  -+-  2  quain  —  2  per  se  multiplicatum  tit  -4-4,  non  — 4. 

XXX.  At  priusquam  de  imaginariis  ageretur,  sit  fas  de  logarithmo 
elementari,  ad  quem  (pagina  50.)  conceptus  potentice  deduxerat,  et  hic 
aliquid  referre, 

1.  Si  basis  a  (positiva)  >i,  vel<i  sit  (pag.  50),  quomodo  reperiatur  pro 
quovis  /'positivo  tale^,  ut  a^=P  sit,  infra  dicetur.  Patet  autem,  si  a  <  1 
sumeretur,   crescente  p,  decrescere   a?,  et  crescere  crescente  — p. 

Erit: 

log.  a  —  1 ,     quia     a'  —  a 

log.  1  —  o,     quia     a°  —  I. 

2.  Si  a^  =  P  et  aq  —  Q,  tum  p  =  log.  P  et  q  =  \og.Q  quoad  basim 
eandem  a,  atque  etiam  (XXIX,  9.  pag.    103) 

at+2  =  PQ, 

et 

/  +  ?  =  log.P+log.<2=log.^<2. 

Unde,  de  n  ad  h+i  progrediendo,  logaritlimits  facti  aequalis  est 
summae  logarithmorum  faciorum.  Ei  vicissim  quantitas,  cuius  loga- 
rithmus  est  p-\~q  -+- ...,  est  a^.aq...,  nempe  haec  talis  est,  cuias  loga- 
rithmus  cst  p  -+-  q  -+- . . . 

Si  q  =  o,   est   Q=  I. 

3.  Quum  sit 

a$;aq '  =  P  \0  —  a^'1 

atque  /  —  q  sit  log.  (P.Q),  est  logarithmus  quoti  differentia  logarilhmi 
divisoris  a  logarithmo  dividendi,  nempe 
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log.-g-=log.p-log.e 

Et  vicissim  quantitas,  cuius  logarithmus  est p  —  q,  erit  a$:  aq .  Hinc 
pro  basi  a  >  i  fractionis  verae  logarithmus  negativus  est,  et  loga- 
rithmo  negativo  respondens  quantitas  fractio  vera  est;  nam 

}og. -|  =  log.  2  —  log.  3  ; 

et  conversa  (XXIX,  6.  pag.  99)  quoque  valet,  nempe  etiam  idem  positi- 
vum  et  >  1  ad  maius  elevandum  est,  ut  maius  prodeat ;  quia  ad  expo- 
nentein  minorem  elevatum  dat  quantitatem  minorem,  ad  idem  elevatum 
dat  idem.  Et  vicissim  negativo  fractio  vera  respondet ;  nempe  tum  a 
ad  —  k  elevatur  (pro  k  positivo),  id  est  unitas  per  ak  dividatur  (XXIX, 
7.  pag.  101);  estveroa>i  et  ah  etiam  positivum  et  unitate  maius ;  nam 
1*=  1   et  si  #>  1,  etiara  ak>  1. 

4.  Erit  {df  =  p9  =  (fi.  (XXIX,    13.  pag.   106)    Itaque  logarithmus 

potenliac    est    acqitalis   logarilhmo   quantitatis  elcvandae  per  cxponen- 
tem  multiplicato. 
Nam 

pq  —  log.  Pq  =  q  log.  P. 

Et  vicissim  quantitas  ipsi  pc/  ianquam  iogarithmo  rcspondens  est 
aequalc  Pq .  Hinc 

log.  P4-  2  log.  O  =  log.P.  Q2 
et 

log.P-3log.  Q  =  \og.-£^. 

5.  Est  fa^  —  aq  =  fP. 

Est  vero 

£=Jog^  =  1       ^p 
q  q  s 

Itaque  quotus  e  logarithmo  quantitatis,  e  qua  radix  extrahenda  est, 
per  exponentem  radicalem   diviso,    est   logarithmus    radicis   quacsitae. 
Et  vicissim  quantitas,  cuius  logarithmus  est  -°$:  -,  est  f  P. 
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6.  Hinc  etiam,  si  pro  basi  quavis  aliqua  dati  sint  logarithmi,  pro 
quovis  a.  reperitur  tale  x,  ut  ax  aequale  dato  ftsit;  nempe  (4.  pag.  1 10.) 

*log.a=log.fl 
adeoque  (per  log.  a  dividendo  utrinque)  est 

log.ct  ■ 

De  hisce  operationnm  commodis  inferius  plura.  Quum  pro  exponentibus 
integris  manifestum  esset  in  multiplicatione  addi,  in  divisione  subtrahi,  in 
elevatione  multiplicari,  in  radice  (ex.  gr.  in  y  aG)  dividi :  idem  ad  expo- 
nentem  fractum  extendere  pronum  erat ;  atque  tum  quEestione  pagina  50. 
proposita  satagere,  ut  compendiis  his  numeri  omnes  subjiciantur. 

Notandum  adhuc  est,  quod  si  basis  logarithmica  a  <  1  (ex.  gr.  -§  ) 
poneretur,  pro  q  positivo  et  in  infinitum  crescenti  (--)  tendit  ad  limi- 
tem  o,  (patet  ex  XXIX,  8.  pag.  102) ;  adeoque  (sensu  pag.  46)  log.  0 
esset  4-1  00,  uti  pro  basi  positiva  et  <C  1  est  1 — 1  00,  Pro  q  =  1  fit  potentia 
ipsa  basis  -|-,.  et  pro  q  —  o  fit  1;  postea  vero  crescente  exponente  ne- 
gativo    in    infinitum    {V)~q  crescit  in  infinitum. 

De  logarithmo  elementari  ac  sublimiori  adhuc  qusedam  paulo  inferius 
dicenda  erunt. 

XXXI.  Ad  omnes  istas  operationes  autem  unitatem  determinatam 
eandemque  pro  omnibus  stippositam  esse  dictum  supra  est.  At  quaestio 
oritur,  quidsi  alia  uniias  poneretur?  idemne  maneret,  aut  in  quem 
mutaretur  expressionis  valorf  aut  expressiones  qitoad  diversas  unitates 
factae  quomodo  ad  eandcm  reduci  queantf 

Quantitates  (uti  certum  tempus,  certa  recta  &),  quarum  unitas  u 
talis  in  intuitu  exhiberi  potest,  ut  non  aliud,  nisi  quod  aequale  u  est,  pro 
illo  casu  unitas  esse  queat,  concretas,  easque  generales  sive  abstractas 
dicere  licet,  quae  cuivis  unitati  sed  nulli  exclusive  appertinent ;  nempe 
in  quo  conveniunt  plura  (quovis  quoad  suam  nnitatem  relato),  ex.  gr. 
-2-dici  de  quovis  potest,  quod  suse  unitatis  tertiam  bis  continet;  hoc  sensu 
est  (§  32.,  pag.  44.)  quotus  ex.  gr.  e  duobus  pedibus  per  tres  pedes  divisis 
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unicus,  cum  alioquin  quidvis,  quod  suae  unitatis  tertiam  bis  continet,  qnotus 
sit.  Si  quantitas  abstracta  sit  multiplicator  aut  divisor,  utcunque  mutata 
multiplicandi  (dividendive)  unitate,  resultatum  idem  est ;  imo  etiamsi 
abstracta  multiplicetur  per  concretam,  si  in  hoc  casu  expressio  proclicns 
semper  ad  unitatem  concretas  referatur,  resultatum  idem  manet ;  ex.  gr.  si 
a  denotet  quinque  pedes,  sitque  prius  unitas  u  —  i',  dein  sit    U—~}   erit 

2_    n_   2-5'  _   5-2'  _    2-5-2    I'  , 

3  " a  ~    3    —    3    ~~      3       2  ' 

itaque  factores  abstracti,  ubivis  occurrant,  factum  non  mutant ;  idem  est 
si  iti  divisore  occurrat  abstracta ;  nam 


3  ' 


.(i:f). 


Concreta  per  eoncretam  homogeneam  divisa  quoque,  utcunque  mutata 
unitate,  quotum  eundem  dat ;  sed  si  in  divisore  phires  factores  concreti 
sint,  quam  in  dividendo,  ex.  gr.  sit  ~^§F)  atque  unitas  sit  u,  resultatum 
manebit  idem,  si  supra  quodvis  tale  concretum  (ut  c)  ponatur  w,  ut  sit 
afic~>  *ta  Sl  s'*  ex'  &r"  ~F  et  ponatur  ~ ,  maoebit  valor  idem,  alioquin 
mutata  unitate  mutatur.  At  quasritur,  quomodo  factum  concretorum  mutetur 
unitate  mutata?  et  idem  etiam  ad  quotos,  quorum  et  dividendus  et  divisor 
factum  e  factoribus  concretis  est,  applicari  poterit. 

Exprimantur  quantitates  concreta;  a  et  b  prius  quoad  u  —  i,  tum 
quoad  unitatem  ex  u  in  U—ku  mutatam  ;  sitque  -^-  =  U  vel  ■"-.  U,  et 
pro   integris  v,  ,u,  d,  b\  n 

b'u  _      ,  __    ,  . 


u=  7- 


a'u           1 
—-  —  vel^—a, 

it 

yn-  ~ve]  ^a> 

im  aut 
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iV 


TT       vu 

et  multiplicando  per  -^-,  finito  certo  minus  etiam 


Si  iam  a  per  b  quoad  u  =  i   dividendum  sit,  erit 

a'u  .  b'u a_ 

n    '    n        ~h' 

et  operatione  quoad   U—  i  facta  quoque  erit  idem,  nempe 

/udU  _    jub'U a'_ ,        a 

vn      "       vn  b'  """"  5  ' 

(XXV,   14.  pag.  89.)  itaque  nec  eiusmodi  factores,  ut   g-,  factum  mutant. 

At  si  factores  nutnero  m  singuli  quantitales  concretae  et  homoge- 
neae  sint,  ex.  gr.  a,b,c,  .  .  .,  atque  factum  quoad  u  —  1  sit  f,  factum 
quoad  U=\—ku  sit  F;  erit 

f=F.km~l     et     F=-J—r, 
k 

ubi  k  et  m  quantitates  abstractee  adeoque  expressiones  determinatEe  sunt. 
Unde  etiam  (signo  [Am]u~i    pro    quantitate    A    quoad    u—i    ad    m 
elevatam   £sO 

atque 

Constructis  tam  quoad  u  —  1,  quam  quoad  £7—  1  schematibus  patet 
(etsi  pro  -^  stet  =): 
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"T" 


U       tt  7'      U       i  ct  r>      a         ba 

prius  factum   quoad  u=i,  posterius  quoad   U=  i  est ;  sed 


ltaque 


Si  novus  factor  eiusmodi  accedat,  manifestum  est,  factum  istud  denuo 
per  k  dividi ;  adeoque  si  tres  factores  eiusmodi  sint,  exponens  ipsius  k 
erit  2,  et  ulterius  progrediendo  erit  exponens  apud  m-tum  factorem  m — i. 

Hinc  etiam  superius  pro  exponente  m  integro  patet.  At  sit  exponens  q  ; 
erit  hic  aut  quantitas  abstracta  uti  -| ■  aut  pariter  divisore  «=i  subposito 
evadet  --J  determinatum ;  aut  erit  q  tantum  quantitas  eoncreta,  cuius 
expressione  quoad  unitatem  novam  mutata  potentia  eatenus  quoque  muta- 
tur.  Sit  prius  casus  prior  ;  dicaturque  r  valor,  qui  prodit  a  ad  "-  quoad 
«=i  elevato,  et  R  valor  qui  fit  elevatione  quoad  U=ku=i  facta ;  erit 


Sit  -^-  —  q  (pro  integris  n  et  m),  seu 

_q  ___  _n_ . 

u        m  ' 

inde  etiam  casus,  quodsi    ~m"~-(h  sequitur.  Erit  tunc  : 

[Va"]M=t=r     et     [^\fa»]u==R; 
est  vero 
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atque 
Vero  est 

[>•"]  f/=  =  js=i-  [«"1  ff=  ,=  jS=r  ['■"]„= , 

£»— I 

per  prascedentia.    Hinc  dividendo  utrinque  per   —r^z-~.    fit 

atque  radicem  /»  gradus  sumendo  est 
Consequenter 


r  = 

:Rk 

""■ 

Si 

111 

tendat 

ad 

JL 

u ' 

tum 

rkJ~ 

£■ 

kn:n. 

tendk 

ad 

rk'" 

L. 

rk 

&t  twm  R=[an'm~\ u=  ^  tendit  ad  [a9'u'\v=  , . 

Si   vero    quantitas    concreta    ex.  gr.    recta    sit    exponens,    muteturque 

««  -.     nu  U 

eius  expressio  mutata  umtate,  ut  nempe  si  q  erat  —  ,    nunc  sit  — — ^ — 

pro    £7=  ku—l,     et     k  =  -~r, 

atque  ex  -*-  fiat  -/--  \  erit  quoad   U=~  i   elevando 

[«'%=,  =  ki1fc,  =  [K"V]fy=,. 


,GoosIe 


1 1 6  CONSrECTUS    ARITHMETICAE    GENERALIS. 

Nam  quoad    U—l  elevando  est 

Idem  patet,  si  —  — .  *-  et  -jr--K,  nempe  tum    ^  —  -^-,  et 

Exemp/a.    Sit 

q  =  3°,     «  —  ic,     k  —  i°,     C7"=  2  ; 

erit  quoad  U—i 

r  —  aq=  i° 

et  aq  quoad  U—\   est  a6  (quoad^-— i  facta  elevatione)  —  320. 
Estque  (quoad    U—  1  facta  elevatione) 

«=«'=i°(j,r'=4°, 

atque  ./?'*"  id  est  R1  quoad  £/= -|—  elevando  fit  sequale  32";  nempe  pro 
—  eeqiiale  unitati,  et  factore  utroque  asquali  4°  =  8  schema  est : 

i[-r-=__i  ]___i,     8.1=4°;      1-4°  =  4°,      8. 40  =  32°. 

Ita  aequatio  omnium  linearum  secundi  ordinis  inferius  (ubi  ad  repeti- 
tionem  evitandam  baec  citabuntur),  pro  coordinatis  rectangulis  erit 

x% 

adeoque  ordinata 

y=Y*-£f 

ubi  unitas,  ad  radicis  extractionem  requisita,  dicitur  parameter  lineas  ; 
a  sumitur  positivum,  et  quod  ipsorum  -i-a,  — a,  ponitur,  dicitur  axis 
maior  linese,  meditullium  eius  centrum  audit,  duplum  ordinata.  e  centro 
axis  minor,  et  punctum  abscissas,  e  quo  duplum  ordinatae  est  asquale 
nnitati  id  est  parametro,  focus  vocatur,  ac  recta  e  foco  ad  quodvis  lineae 
punctum  radius  vector. 
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Dicitur  vero  linea  parabola,  si  a-~  00,  et  ex  x  —  -^- -  fiat  (§  32,  3.) 
x,  ellipsis  si  ante  a  sit  ■+-,  et  hyperbola  si  —  sit. 

Patebit  etiara  quamvis  coni  verticaliter  producti  sectionem  cum  plano 
ita  exprimi  posse  veluti  lineam,  cuius  aequatio  superior  est,  quantumvis 
sit  a,  et  quantavis  sit  unitas,  nempe  parameter,  lineam  eius  e  sectione 
plani  per  conum  produci  posse.  Si  a  sequale  est  unitati,  id  est  parametro, 
linea,  cuius  sequatio  est 

y*  =  x  —  — -  =  X  -h  X\ 

dicitur  hyperbola  aequilatera,  si  vero  -¥a  sit, 

y2  =  x  —  x2 

asquatio  circuli  erit  pro  diametro  =  axi  maiori  =  1  —  parametro. 

Si  iam  manente  linea  et  parametro,  unitas  alia  ponatur  ex.  gr.  radius, 
adeoque  priore  unitate  u  dicta,  sit  nova  unitas  U=ku  =  ^rU\  et  quaara- 
tur  pro  eadem  abscissa  x  eiusdem  ordinatae  y  expressio  quoad  U;  erit 
idem 

(operatione  quoad    U—  1  facta)  seu  : 

V—     '  V  2  —    |     2X  —  X- 

J  f  2 

(quoad  radium  aequalem  unitati,  sed  qui  iam  parameter  non  est,  aequatione 
mutata). 

Quod  \fx  —  x2  quoad  u=i  in  dictam  mutetur,  patet  e  pra;cedenti- 
bus ;  nam  recta  *  manet  asquale  x,  utcunque  mutetur  unitas,  at  ex 
x2  (quoad  u)  fit  ^-  (quoad  U=  \u—  l)\  radix  secundi  gradus  quoad 
U=  I  vero,  nempe  J?  multiplicari  per 

debet  (per  antea  dicta). 
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Ita  si  quinta  pars  diaraetri  ponatur  —  i,  idem  y  pro  eodem  x  erit 
y$x  —  xz  (operatione  quoad    U=-^-u=i  facta). 

Pro  abscissis  in  hyperbola  tequilatera  ad  asymptotam  sumtis,  et 
ordinatis  ad  asymptotam  alteram  parallelis,  est 


(per  q  intelligendo  ordinatam  e  vertice  hyperbolas) :  patet  vero  q.  "- 
(per  dicta)  pro  qnavis  unitate  manere,  itaque  q  —  i  poni  potest ;  quo  pacto 
(ut  suo  loco  dicetur),  erit  area  qusevis  inter  asymptotam  ety,  hyperbolam 
et  q  logarithmus  [naturalis  dictus)  abscissas  e  centro  acceptas, 

Interim  altera  quaestio  est,  quanta  fiat  ordinata  pro  eadem  abscissa 
et  alio  parametro?  Erat  pro  parabola : 

eritque 

y=  \xh  = 

=  £*[**]  u:=1i 

nempe  ordinatas  pro  eadem  abscissa  in  diversis  parabolis  sunt,  uti  radices 
quadratse  parametrorum ;  (in  eadem  vero  secundas  potentias  ordinatarum 
sunt,  uti  abscissae). 

Logarithmus  etiam  quantitatis  concretae  P  quoad  unitatem  ex  u 
in  U=ku=\  mutatam  reperiri  potest.  Quivis  logarithmus  est  quoad 
certam  basim  et  certam  unitatem;  atque  dum  ex 

a*  =  P 

concluditur  (pag.   ni.) 

z  log.  a  =  log.  P, 

intelligitur  pro  basi  a  et  u  =  i   esse 

atque 

[a*]  =  =P; 
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PRIMA 

adeoque 
(quoad  basim 

Sit 

*y  = 

a  et  u  —  i) 

z  log.  a 

\o%.P. 

erit 

p  =  log.  P    quoad 

basim 

a  et  u  —  1. 

Sit  quantitas  abstracta  k,  et 

erit 
seu 

xl°z-(-ik-u) 

x  (log.  a  —  \og.ku) 

=  log. 
=  log. 

P —  log.  ku 

=  x(i 

—  log.  ku), 

quia  log.  a  ~  i 

(XXX.   I.  pag.    109) ; 

hinc 

x  _  !<>£•  P—  log- 

U  —  log.  ki 

ku 

(omnia  quoad  basim  a  et  u~  1  intelligendo) ;  eritque  -.—  quoad  u  =  1 
elevatum  ad  x  sequale  -£zrW,  atque  tum  etiam  -?-  U  quoad  U—  1  ele- 
vatura    ad    x    erit    a^quale  -4—  .U  (ut  statim  patebit).  Est  vero 

is-u=^   et   -ki;-u=p{v™  u=k«)- 

Consequenter  [#■*]  u= ,  —  P. 

Sit  nempe  (pro  casu  commensurabilitatis,  unde  per  superiora  generaliteT 
patet) 

(denotantibus  a',  N,  P',  v,  ,ii,  n,  m  integros);  erit 
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a   a'u  .  vu  __  g'jtf  . 

ku  ~  N  '  /u   ~  Nv  ' 
adeoque  si 


hu-u)  --ku-u> 

erit 

j  a'u     \«      /  P'u    \« 

SCVl 

\m-)'u~mr)  -u> 

nempe  pro  n  =  2  fieret 

schema  : 

Nv.  u 

——       —  U  —  I, 

du.u  a     _        Nv.df.iu 

dtu 

Nv           ku  '     '       Nv.  Nv 

~\NV 

et  factum  est 

j  d.u  X* 

Pariter  patet  schema  idem  manere,  nonnisi    U—  1  in  locum  ipsius  u 
posito,  ut  sit 


»>-& 

=£T=  1. 

Est  hinc 

&>]L, 

-\^-uT 

\Nv  u\u=i' 

ioque 
est 

r-Lu)" 

-  P'«  U 
Nr       ' 

=£u- 

Ex.  gr.  Sit 

prius 

u—  1, 

<"    *  =  TS' 

a—  iou,     P— 

100« 

a2  =  ioou  —  P, 
atque  (pro  u  —  1  et  basi  a) 

\0%.P=2U, 
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f.ku—O  —  (log.  10)  U  —  —  I  l 


qma 
adeoque 

log.a  =  i; 
log.  P — log. ku         2U —  ( —  iu)        3« 

est  vero 

l.U  —  log.  ku               \U  —  (—  I  »)           2  7^' 

\-a\fj-  ,=  V  IOOOOOo£7=IOOO£7= 
=  100«  =  .P. 

XXXIT.  Si  quodvis  a  ut  radix  secunda  ex  aliquo  ±B  spectetur,  realitas 
ipsius  a,  prouti  quoad  +1  vel  —  i  multiplicatura  per  se  producat  ±By 
multiplicationi  quoad  ■+■  i  vel  —  i  innixa  dicitur,  et  ob  deterrainationera 
hanc,  (uti  positiva  et  negativa  in  §  lo.)  nova  oriuntur  nomina.  Nempe 
unitas  (pag.  37.)  arbitrarie  positiva  accipitur  et  V —  4  nonnisi  propter 
raultiplicationem  huic  hypothesi  innixam  caret  realitate ;  quidsi  unitas 
negativa  poneretur?  manifesto  (ut  p.  42.)  signa  eequalia  darent  — ,  et 
inasqualia  darent  -I-.  Sit  igitur  fas,  ea,  quorum  realitas  multiplicationi 
quoad  -I-  1  innititur,  realia  quoad  H-  1  (breviter  reaiia),  illa  vero,  quorum 
realitas  multiplicationi  quoad  —  1  innixa  est,  realia  quoad  —  i,  sive 
pure  imaginaria  dicere.  {]f — a  potest  reale  esse,  si  a  denotet  ex.  gr.  —  4.) 
Insigniantur  realia  quoad  —  1  litera  i  postposita  vel  anteposita  ;  ex.  gr. 
Y — 4  =  ±22'j  Ya  =  ±2;  atque  realia  quoad  — 1  seorsim  addita,  cum 
summa  realium  quoad  -+- 1  conncxa  non  commixta  cfficiant  summam 
(pag.  31);  ex.  gr.  2i'-f-i —  3z'=i — li.  Dicitur  hoc  (latius)  imaginarium. 

Quantitates  imaginarias  et  fractos  exponentes  Des  Cartes  *  introduxit, 
eoque  pluvimum  ad  generalitatem  elegantiamque  contulit,  campumque  ad 
nova  invenienda  patefecit.  Quem  in  finem,  ut  operationes  sub  velo  gene- 
ralitatis  continuari  queant,  nec,    in  quantum  fieri  potest,  generalitas  exui 

*  Cariesio  nimium  tribuitur ;  nescio  quomodo  mihi  tanquam  ctirci)  .^.i):ii(;  eius  conveiuoiis  Liilij-sernt, 
quod  nuper  etim  revolveiis,  tiaud  reperi  ,  qunr.r.iuim  sei|iicnl  ilius  verbis  pulchri;  prriHV.iionem  sua?  Geome- 
trise  claudat :  ,Spero  posteri;;  iniiii  {■ratiam  liabituin  iri,  non  solum  pro  iis.  i]urc  liic  txpliciti,  sed  etiam 
pro  iis,  qua;  consullo  oniisi,  quo  ipsis  volupiatcm  i'.l:i  invenuiTuli  nilmquercm.' 

Montucla  refcrt  Wallisium  prius  exponentem  integrum  nfigntivurn  miroduxisse  ;  sed  opera  eius  hic 
non  habentur ;  quicunr|uc  inlroduxerit  et  iractos  lma^inaviLiquf:  priinus.  ndsunt,  et  (ut  numerationc) 
grati  iis  utimur.    (Annotatio  autoris,  ed.  or.  t,  I.  Errata  pag,  XXXVII.) 
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debeat,  sequentes  regulas  ponuntnr  multiplicationis  quoque  conceptu  eatenus 
extenso  (p.  42.)  Manent  quidem  etiam  alioquin  casus  generalitatis  exuendae, 
ubi  nempe  (aliis  verbis)  generalitas  non  perfecta  sed  cum  exceptione 
certa  est ;  ex.  gr.  ex  eo,  quod  ba—ca,  non  sequitur  pro  quibnsvis  valoribus, 
esse  b  =  c;  si  nempe  a  =  o,  b  =  i,  c  — 3  (p.  45.). 

1.  Pro  duobus  eiusmodi  factoribus,  quorum  neuter  est  summa  e  reali 
quoad  -+-  1  et  reali  quoad  —  1,  multiplicatio  tunc  et  nonnisi  tunc  insti- 
tuatur  quoad  —  1,  si  uterque  factor  quoad  —  i  realis  sit ;  adeoque  si 
alteruter  quoad  ■+■  1  realis  sit,  multiplicatio  quoad  -+-  1  fiat.  Ex.  gr. 
2.32'  =  62. 

2.  Determinatio  quuad  rcalitatcm  facti  et  multiplicandi  eadem  vel 
diversa  sit,  prouti  multiplicatoris  et  unitatis  eadem  vel  diversa  est  (ad 
instar  legis  determinationum  positivorum  et  negativorum  pag.  42.). 

/—  9  •  /—  9  —  ±  3  *'■  ±  3  i  —  —  l\ 
juxta  schema 

—  i,     ±3*";     ±3*'.     —3-3- 

Accipi  vero  aut  ubique  -+-31  debet,  aut  ubique  —  3*,  quod  de  aliis 
quoque  imaginibus  asqualibus  tenendum  est ;  at  /4  V^9  potest  esse  ±2.3. 

3.  Unde  si  in  facto  occurrat  \/ — 1  ut  factor  pluries,  pro  quovis  pari  nu- 
mero  factorum  V7"—  i  ponatur  —  1,  et  quod  hoc  pacto  manet  aut  prodit,  illud 
per  factum  ccefficientium  multiplicatum  accipiatur  pro  facto.  Si  non  alius 
ccefficiens  adsit,  pro  tali  reputetur  -+- 1  ipsius  \'  —  1  et  —  1  ipsius  — \f —  1. 
Quivis  factor  vero  ita  expressus  cogitetur  (quod  fieri  posse  patebit),  ut 
radicis  ex  —  1  nullibi  binario  altior  exponens  sit. 

Hinc 

-/^r./=i=-t-i. 

Regula  tertia  ex  duobus  prioribus  fluit. 

Atque  iam  hoc  pacto  dicitur  F  factum  expressionum  E  et  e  (absque 
eo,  ut  mentio  multiplicationis  respectivas  quoad  -+- 1  aut  —  1  fieret),  si 
pro  quovis  valore  Q'-hQi  ipsius  E  et  pro  quovis  valore  q'-{-qi  ipsius 
e  gaudeat  F  valore  tali,  qui  sit  aaqualis  summas  omnis  cuiusvis  ipsorum 
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Q'  et  Qi  per  quodvis  ipsoruin  q  et  qi  iuxta  regulas  plane  prtescriptas 
multiplieatorum  ;  nec  F  alium  valorem  habeat.  Qito  conceptus  multipli- 
cationis  ('§  26.;  c.xtcuditur,  fitqne  generalis  priinitivura  conceptum  continens. 

Si  quivis  terminus  quantitatis  coinplexee  C  per  quemvis  alterius  c 
iuxta  regulas  dictas  multiplicetur,  demonstrabitur  factorum  partialium 
summam  esse  facto  ex    C  et  c  sequalem. 

Expressionum  multarum  plures  valores  dantur:  quamobrem  eeqnalitatis 
earum  casus  strictius  determinandus  est. 

]f  1  habet  duos  valores,  nempe 

-t-  1     et    —  1  ; 
ita   fl  habet  tres  valores,  nempe 

I   et  ^1±Q     atque     -^/^  f 

seu  si  radix  positiva  ex  3  dicatur  a,  erunt  valores 

1    ,    «  ■  1        «  • 

1      et     -f  +  Tl      ac       -T-T«, 

quorum    quivis  per  regulas  dictas  ad  3  elevatas  dat   1,  ut  statim  patebit. 
Ita  pro  integro  m  et 


totidem    nec   plures    valores    dari    dicetur,    quorum    quilibet   ipsi  x  salv 
aequatione  substitui  potest,  uti  in 


quilihct  valorum  trium  dictorum.  Ita  duas  valores  sunt  (nempe  2  et  3}, 
quorum  quivis  in 

x2—  5  #  -f-  6  =  o 

in  locum  ipsius  x  positus  valorem  expressionis  ad  o  reducit ;  ubi  no- 
tandum,  quod  si  dicatur,  quantitatem  aliquam  <9=2  talem  esse,  cuius 
quintupluin  secundam  potentiam  senario  superet,  minime  asseratur  quidvis, 
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quod  tale  est,  ipsi  Q  asquale  esse.  Potest  autem  zi=y,  aut  y  =)z  denotare, 
cuivis  valori  ipsius  z  dari  valorem  ipsius  y  aequalem  ;  zt=)q  vero  potest 
significare,  cuivis  valori  cuiusvis  ipsorum  z,  q  dari  valorem  alterius  asqualem. 
Ex.  gr. 

y~^  ~ 

ita 

iti=  i"+,     sed     l"*"     non     t=)  i"4~ ; 

nam  \f  i  habet  duos  valores  i  et  —  i,  J/"1  vero  habet  4  valores  nempe 
±  1,  et  ±  f—  1. 

Interim  inde,  quod  xt=y  et  zt=y,  non  sequitur,  dari  ullum  valorem 
ipsius  x  valori  ulli  ipsius  z  asqualem  ;  possunt  enim  valores  ipsius  z  plane 
illis  valoribus  ipsius  y  asquales  esse,  quos  y  praeter  valores  valoribus 
ipsius  x  aequales  (D  p.  I5.}habet;  sed  si  xt=y  t=z,  tum  xt=z.  E  contextu 
etsi    aliud    signum    haud    adoptetur,  quo  sensu    veniat  —  perspici  potest. 

Radix  realis  positiva  insigniatnr  stellula  sub  Y  posita. 

1.  Estque  V—  4  =  V~4-  Y~  ~  =  2  Y~  ~— ±  21  nam  2.±i*'=±2i", 
(per  schema  1,  ±  1  *J  2,  ±  2  i,  vel  l,  2  ;  ±  1  i,  ±21),  patet  per  1.  et  2.,  e  quo 
fluit  3.  pag.  122.  Nempe  per  schemata  (±  1  i)>*  pro  n  pari  est  +1,  pro 
impari  est — 1,  ac  (+n)zs.  ±i*  pro  n  pari  est  ±is',  pro  n  impari  +12". 
Sit  factum  /  e  factoribus  realibus,  hoc  accedentibus  quotvis  factoribus 
)f —  1  manet,  nisi  quod  si  unus  tantum  sit  (ubivis),  in  ±fi,  per  adhuc 
unum  in  — /,  tum  in  +/?',  dein  in  ±/  varietur  y. 

Y~—4-  Y~\ 1=) Y4. Y~~- Yg- Y~~~  =  ~  1.1/4^9=3=6, 

quia 

/4- 9  =  ±6,    et    —  i.±6  =  ~~~~6. 

(/"- "4  ./9=  1/4./—"!  .  Y~=Y~~~.  Y~~~  =  ±St. 

Imo  si  #  —  —  4  sit,  etiam  tum 

Y~-a  =  Ya.Y-i=Y-4Y-i  =  ±  Y~.  Y~~.  Y~i  =  ±Y4- 

Unde  a,  b  qualiavis  realia  denotent  est  Ya  ■  Yb  =  Y  ab  ;  atque  de 
quotvis  ad  uno  plura  concludere  fas  est. 
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2.  Sed  valet  idem  etiam  generaliter :  nempe  denotante  P  positivum, 
exprimitur  radix  imaginaria  ex  P  generaliter  (pro  integro  «)  per  )f — P; 
atque  Y—Pt=iyP.  (/ —  1.  Potest  enim  quivis  valor  ipsius  f~—  1  per 
a  -+-  b  Y —  I  exprimi,  denatantibus  a,  b  realia  (haud  exc/uso  o);  quod 
breviter  huc  adnectere  fas  sit  (post  Trigonometriam  facile  intelligendum). 

Est 

(cos.  a  -+■  y  —  1  sin.  df  ~  (cos.  af  -+-  2  cos.  a  sin.  a  Y —  1  —  (sin.  af  — 

=  cos.  2  a  -+■  Y —  I  sin.  2  a  ; 
atque  si 

cos.  ma  -+-  y  —  1  sin.  ma 
per 

cos.  a-+  Y —  1  sin.fl 
multiplicetur,  iit 

cos.  ma  .  cos.  a  -+-  Y —  1  (sin.  ma .  cos.  a  -+-  cos.  tna  .  sin. «)  —  sin.  ma  .  sin.  a  — 

—  cos.  (w!-Hl)fl  +  y  —  1  sin.  («z  -+-  1)  «, 

seu  (pro  quovis  integro  ») 

cos.  «  +  |^—  1  sin.ff  —  (cos.-^- ■ -+■  Y — 1  sin.  ~)    ; 

/  n  .a\ 

(imm  «  =-„-)■ 

Ponatur  iam  prins 

1  =  cos.  a  -+■  V^—  1  sin. «  ; 

fieri    hoc   potest,  si    sin.«  — o   et    cos.  a=l,  quod   fit,  si    a  =  ju.2n   (pro 
ntegro  ,u,  haud  excluso  o,  et  tl  Eequali  dimidiae  peripheria;  pro  radio  1). 
Substituendo  itaque  ipsi  /a  integros  o,  1,  2,...,n — 1,  exhibebit 


radices  w-ti  gradus  ipsius  I,  numero  n. 
Ita  poni  potest 

—  1  —  cos.  a  -+-  Y  —  I  sin.  a , 

pro  cos.«  = — 1  et  sin.  «  =  o,  quod  fit  pro 

a  —  2  fui  -+-  n , 
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adeoque  substituendo.  ipsi  ,«  hic  quoque  o,  i,  2,...,n — i,  prodibunt 
ipsius  —  i  radices.gradus  «-ti  numero  n  ;  erunt  vero  manifesto  duse  tantum 
radices  ipsius  i  reales  pro  n  pari,  et  una  pro  n  impari,  ipsius  —  i  vero 
una  realis  pro  n  impari,  omnes  alias  radices  vero  ipsius  +  i  erunt  sub 
formam  dictam  a-\-b  Y —  i  venientes  ;  nam  terminus  prior  in  expTessione 
utraque  realis  est,  alter  vero    factum  e  reali  in   j/" —  i   est. 

Nulla  vero  est  radicum  dictarum  ipsius  ±  I  ulli  alii  earundem  plane 
asqualis,  quamvis  in  paria  (a  signis  abstrahendo  sequalia)  dispesci  possint. 
Sit  nimirum  n  prius  par,  ex.  gr.  6,  tum  sit  hnpar,  ex.  gr.  5  ;  erit  —  pro 
casu  primo 

j-  2  n ,     f  2  7i ,     £  2  u 


3  4  5  r 

6-  - 1  ,  -  . ;  ,        — —  2  71 ,         ,   2  71 ,        ->-  * 

6  6  6  6 


pro  secundo  vero 


I2"'     P 


m  casu  primo  est  «  —  1  =  5,  atque 

4  2  71  •+-  4-  2  71  =  2  71, 


4  ■? 

-7L27I-l--f2  7(—  27i; 

b  o 

et  ita  si  numerus  par  n  quantusvis  esset,  a  dictis  extremis  aequidistantiuin 
summa  est  toti  peripheriae  eequalis,  usque  quo  ad  medium  perveniatur, 
(uti  hic  4~  2  71  est)  qui  semper  —  /<■  est.  Si  n  impar  sit  quoque,  idem  est, 
prteterquam  quod  ibi  medius  non  detur.  Sunt  vero  fin  Trigonometria) 
sinus  arcunm,  quorum  summa  est  eequalis  toti  peripheriae,  oppositi  (alioquin 
tequales);  ita  cos.o—  1  et  cos.«  =  — i,  in  casu  primo  sunt  oppositi ;  et 
in  omni  casu  arcu  a  o  ultra  71  crescente,  utrinque  asquidistantes  efficere 
2  n  facile  patet,  adeoque  manifestum  est  omnes  radices  differre.  Plures 
vero  esse  nequennt,  nam  infra  probabitur  x,  ut  xn-i-^  =  o  sit,  nonnisi  n 
valores  habere. 

Exempla.  Pro  «  =  3,  et  r— 1A3,   adeoque   )f — 3  =  ^3.  Y — i  —  ±rt 
erunt  valores  ipsius  y  1  sequentes; 
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quorum  quivis  iuxta  datas  regulas  multiplieando  elevatus  producit  i. 
Valores  ipsius  y  —  i  vero  sunt : 

—  I,        2~i~iri'  2 2ri- 

Ita  valores   ipsius    f\  sunt : 

i,  —  i,  -+-  Y—  i,  —  Y—  i,  id  est  ±  i   et  ±  i  /. 
Valores  ipsius  y  —  i  autem  sunt : 

*l/|±l/"-i,  «i/i±i/-1- 

Pro  quovis  integro  «  sinus  cosinusque  adeoque  radices  approximando 
(quam  proxirae)  exhiberi  possunt. 

Hinc  si  Y  P  sit  p,  quivis  valor  ipsius    Y — P  per 

p(a-V-b  f~~~l) 

exprimi  poterit,  pro  a,  h,  realia  juxta  praccedentia  talia  denotantibits, 
ut  sit 

Erit  enim 

[p(a-hb  /-l)]m=pm(a^bY-ir  =  P~i=:-P. 

Namque 

p*(a-hb  Y~iY  —  (ap  -h  bp  Y~~~  ~if, 

peracto  calculo  patet.  Si  vero  de  ,»-ta  potentia  valet,  de  (u  -t-  i)-ta  quoque 
vaiet :  nempe  tum 

p"  (a  -+-  b  Y~~~~~f  =  (ap  -h  bp  Y~~~~Y, 
seu  brevius 

p" (A  -+-  B  Y~~~~i)  =  A'p"  -V  Bp"  Y~~~~i; 
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nimirum  (a-hb  \f — i)1"  manifesto  nonnisi  e  factoribus  a,  b,  |/" —  i  coaluit, 
nbi  (/ — i  in  nullo  termino  ut  factor  bis  manet  per  3.  pag.  122.;  adest 
praeterea  p  in  quovis  termino ;  et  quovis  per  quemvis  multiplicato,  expo- 
nens  ipsius  p  (prius  sequalis  exponenti  elevationis  2)  semper  uno  crescit 
simu!  cum  hoc.    Unde  etiam  patet 

A  +  Bf—i=  A'-h E  f~i 

esse,  adeoque  reale  eequale  reali,  et  ivnaginarium  imaginario  ;  et  hinc 

A=A',     et    B  =  B 

Consequenter  etiam 

p/'+'(A-+Bf^~i)  (a-hbY~~~l)  =  (A'pfl-h£'pl*Y~~~~)  (ap  +  bp  f~~~~)\ 
seu 

p"  +  I  (Aa  +Ab  f-j-h  Ba  \T~i—Bb)  — 

^pP+iAa-i-p^A^bf^i-hpP+^&af^l—p^&b. 

Est  igitur  etiam 

(pV-i)m=-p 

et 

V—p=Vp.  V—i. 

Ita 

V-JP.  VQ=  \p.  V-uVQ= V-PQ- 

Nam  si 

fP.  V—  I  per     a  +  b  V—  I 

et  

\TQ  per     cc  +  (1 Y—  t 

exprimi  possit ;  erit: 

(o  +  J  /~l)**  (a  -t-  /3  V~l)m  =  (<"'  +  l"  V^l  +  "[i  V—i  —  4/3)*" '. 

Est    entm    hoc    manifestum  pro    m  —  2    peracto  calculo  ;  valetque  de 
quovis  exponente  ,u-t-l,  si  de  ,u  valet.    Sit  enim 

(a  +  b  Y—if  =  A  +  B  V—  t, 
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atquc 


(«  +  /?/—  if  =  A'+  B'Y~—  i , 
[(«  -+-  6  /— ~7)  («  ■+-  /?  /—  i~)f  =  A"-h  B"V- 


(patet  nempe  in  elevatione  ista,  ut  supra,  pra^ter  reale  nonnisi  tale  manere, 
cuius  unus  factor  realis,  alter  Y —  i   est).    Erit  (per  hyp.) 

AA+ABY^+A^BY^i  —  BB,=  A"+B"/=1; 

adeoque  partes  reales,  uti  partes  imaginarias  utrinque  aequales  erunt ; 
nempe 

AA'—BB=A";    A'B+AB=B', 

Multiplicetur  iam  A  -hB  Y —  '   per  a-\-b  Y—  i,  ut  prodeat 

(a-hl)Y~'f+\ 

et  multiplicetur  A'~hB'Y —  r   per  a-i-fiY — ',  ut  prodeat 

(«4-/?V/ir^f+I, 

ac  multiplicentur  hsec  duo  facta  in  se  invicem  ;  atque  multiplicetur  etiam 

A'-hB"Y^     per     (a  +  b  Y—  7)  («-(-£  l/— i), 

ut  prodeat  huius  potentia  (,«  -4-  i)-ta ;  et  substituantur  ipsis  A",  B"  valores 
supradicti ;  calculo  peracto,  terminos  terminis  singillatim  aequales  esse 
patebit. 

Potest  vero  de  quotvis  ad  uno  piura  pariter  conc/udi,  ut 

Ya  fB  ¥c. . .  =  $ABC... 

sit  (etsi  imaginaria  adfuerint). 

Patet  vero  Y—  P  Y  Q  esse  c=)  V—P@. 
Nam    Y — PQ  habet  m  valores  ; 

f—P    seu    fpy~i 


/Goosle 


130  CONSPECTUS    ARITHMETICAE    GENERALIS. 

item  m  valores  babet,  qui  per  quemvis  valorem  x  ipsius  y  Q  multiplicati 
clant  m  valores,  quorum  quivis  ad  m  elevatus  =  —  PQ ;  neque  si  per 
aliud  x  fiat  multiplicatio,  ullus  alius  valor  prodire  potest,  quia  tum  — PQ 
plures  numero  m  radices  haberet.  Aliud  est,  si  id  tantum  constet,  esse 
z[~  )/ P,  et  y\=  y  Q,  tum  sequitur  tantum  zyt=  y  PQ. 
3.  Atque  porro  si 

ya  —x, 


adeoque 
consequenier 


xm„—a„.t 

sed  non     i=)  if  an 


nam  xm  ponitur  K-ies  ut  factor  in  an  (id  est  w-ies  posito  a),  et  x  ipsum 
ponitur  mn-ies;  adeoque  x  adest  inter  valores  ipsius  y  an,  sed  hoc  habet 
valores  numero  mn,  x  vero  nonnisi  m  valores  habet.  Patet  etiam  esse 
x—  i\fat=  V )fan  ;  ita  xn=-Van,  adeoque 

Xt=V  fa^ 


nempe   V  v —  1    unum  valorem   y1 —  1   jequalem  habet. 

Ita  y — 1  seu  (—  i)at=  sed  non  c=i( —  i)4  seu  y  i  ;  valores  niminun 
ipsius    y —  i    sunt  +  1  (',  —  1  i,  qui  inter  ipsius  ( —  i)4   quatuor  valores 

i ,  —  1 ,  -h  1  i,  —  ii 
adsunt ;  sed  hic  prgeter  illos  duo  adhuc  sunt.  Non  tamen  hoc  pacto  reale 
ex  imaginario  fiet;  neque  enim  scribitur  (—  1  )*"(=>( —  1)4,  uti  nec   iJt=n4 
scribi  potest ;  sed  scribitur  tantum  ( —  i)v  t=  ( —  i)T. 

4.  Quoad  elevationem  imaginariorum,  qu*estio  ad  1/ —  1  redit.  Est  2« 
aut  potentia  ipsius  2  integra,  aut  factuin  e  tali  et  numero  impari ;  nempe 
si  non  formae  2 . 2 ...  2  est,  aliquem  factorem  imparem  esse  oportet, 
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V —  1  nonnisi  ad  m .  2^  elevatum  dat  reale,  et  quidem  -+-  1  pro  m 
pari,  —  1   pro  m  impari. 

Nam  y —  1  est  ipsum  —  1  prteposito  p-ies  signo  V;  elevatur  hoc  ad 
2,  delebitur  unum  j/,  et  si  quid  maneat,  item  ad  2  elevato,  item  unum 
\  delebitur :  atque  demum  omnia  ]f  (quae  numero  p  sunt)  nonnisi  ope- 
ratione  /-ies  facta  delebuntur,  prodibitque  —  1 ;  est  vero  tum  tota  prior 
expressio  ad  2^  elevata.  Si  vero  idem  ad  2^  +  1  elevetur,  prodibit 
—  '  •{V — lY>  si  ad  2^+2  elevetur,  fiet  — 1.  (  y — \f,  et  ita  porro  dum 
ad  2-*+  2^  elevatum  fit  —  i  .  (y —  \f  —  —  1 . —  1  =  — f- 1 .  Ita  elevando  ad  3 .  2^ 
prodit  —  1,— 1. —  1=  —  1;  atque  continuando  alternatim  prodeunt  — 1  et 
-+-  1,  prouti  ccefficiens  ipsius  2^  impar  aut  par  erit ;  pro  aliis  exponentibus 
elevationis  autem  signura    f  cum  exponente  pari  ex  —  1  haud  delebitur. 

Si  vero  m  sit  impar  ;  tum 

•f^7=tf-7=#-7, 

nam  unus  valor  ipsius  )f—  1  est  —  1,  adeoque  si  y  —  i  ad  2^  elevetur, 
gaiuicbit  uno  valore  reali. 

Ex.  gr.  (f~if^-i ;  (¥—y=(fY~~ty=V'—1  ■  3f—1=li/-l] 

adeoque  ff  =1  f  =)  —  1 ;  (f  =1)'=  (ff^Ty  =  f ~;  ff^i )*=)— 1  et 
ita  porro  exponenti  radicali  semper  binarium  addendo  et  elevando  ad  2, 
alternatim  prodibunt  imaginarium  et  unus  valor  realis. 

5.  Etiamsi  p,  q,  r, . . .  poie.-nt.iac  iutegrae  faerini  ipsius  3,  et 

p<q<r<... 
adeoque 

g=p'p,      r  =  q'q,... 

(p1,  q\...  potentias  integras  ipsius  2  denotantibusj: 
nitllum  reale  dare  potest. 
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Sit  eniin 


cnt 


nam 


Est  porro 


»*__,.  f_",; 


(nam  /'  est  nnmerus  par);  itaqne 

«_■*{!'  —  i 

est  imaginarium  ;  nam  /^'  est  par. 

Si  vero  de  binis  factoribus  vaiet,  valet  de  tribus,  et  ita  de  quotvis 
ad  uno  plures  ascendere  licet.  Si  enim  novus  \ —  i  accedat,  erit  (sub- 
stituendo) 

xflTT-   y_~7.Wf/—l; 

sit  hoc  y; 
erit 

et  elevando  ad  q   erit 

y-pfq-  — +I  _  i__I( 
atque 

item  imagmarium  est. 

6.  Radices  ipsius  — i  exponentis  2n  (pro  quovis  integro  n)  eaedem 
qitidam  cum  iis,  qttas  formuia  superior  pro  /toc  exponente  dat,  se,d  alia 
via  formaque  prodeunt. 

Paulo  inferius  tradita  Eequatione  quadratica  facile  perspici  potest. 
Occurrunt  nempe  expressiones.  formte 
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Ya  -hfb, 

quod    simplicius    redditur    modo    sequenti   (et  ad  repetitiouem  evitandam 

post  sequationem  quadraticam  citabitur). 

Si  ponatur 

V',M-  ^fb—  )fx-\-  \fz, 
atque 

a  =  x  H-  z  ; 

demonstrabitur  tam  x  quam  z  habere  valorem,  ut  substituendo  Eequationi 
utrique  satisfiat ;  valores  quoque  statim  prodituros  tales  esse  patebit. 
E  prima  sequatione  sequitur  (elevando  ad  2) 

a-\-  Yb  —  x-hz-h2  tfxz, 

et  substituendo  a=x-\-z,  fiet 

)fb  =  2  V~icz, 
et  hinc 

b  —  4xz, 

et  hinc  (quia  a  —  x-\-z) 


unde 
et  hinc 

adeoque 


x  —  a      z—  4z  , 

b  =  ^az  —  4-z* ; 

z!  —  a  z  -+-  -r-  —  0, 

2  "^"  P    4        4  —            2 

_y 

atque  cum  x  =  a — £  sit,   ^x-t-  l/„  quoque  datur. 
Applicatur  hoc  pro  scopo  prsesenti  sic  : 

f_i  =  i  /=i  _  /0"+  /=r, 

ubi 

a_o,     et    b  =  —  1 ; 
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adeoque 


atque 

ita  1/  1/  v-Hl/  'Y-i  hoc  paeto  prodit 

Unde  si  ulterius  quoque  continuetur,  lex  formationis  perspicitur  facile 
demonstranda.    Erit 

Nimiruin  qusevis  radix  exponentis  2»  ex  — 1,  constat  ex  duobus  terminis 
alioquin  Eequalibus  per  -+-  connexis,  prasterquam  quod  posteriori  adnectitur 
ut  factor  ]f —  1,  atque  post  illud  --  quod  primum  signum  tf  excipit,  in 
priore  termino  signum  -1-,  in  posteriore  signum  —  est ;  semper  autem 
dum  uno  altius  ascenditur,  in  utroque  termino,  ultimo  --,  additur 
~~*~i'V  l->  post  quodvis  signum  novum  j/"  (praeter  ultimum)  in  quovis 
termiuorum,  (prioris  posteriorisve)  parenthesi  nova  interius  posita ;  ita  ut 
in  y  —  1  sint  in  quovis  amborum  terminorum  signa  ]/"  (excepto  factore 
]f —  1)  numero  n —  1;  nempe  pro  n~2  est  1,  et  semper  dum  n  uno 
crescit,  unum  novum  signum  Y  m  utroque  accedit.  Notandum  vero  est 
quodvis  Y  duos  valores  habere,  quorum  quemvis  accipere  licet,  et  nonnisi 
tunc  valores  aequales  accipiendos  esse,  si  asqualibus  imaginibus  praefixa 
sint.  Ex.  gr.  in  ultima  expressione  pro  exponente  2',  (pro  quo  16  valores 
sunt),  —  1/  —  H-  -r  1/ -:  habet  4  valores,  nam  uterque  valor  ipsius  1/ — 
combinatur  cum  utroque  valore  signi   Y  prioris ;  at  pro  quovis  casu  valor 
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iste  in  termino  priore  et  posteriore,  ubi  signo  contrario  afficitur,  idem 
esse  debet;  interim  in  termino  priore  signum  primum  /  numerum  valorum 
item  per  2  multiplicat,  et  numerum  hunc  item  duo  signa  j/  in  poste- 
riore  item  per  2  multiplicant ;  ut  numerus  valorum  fiat  2.2.2.2=16. 

Facile  vero  patet,  quod  si  forraula  dicta  pro  y  —  1  elevetur  ad  2, 
ut  prodeat  ~  V —  1,  deleatur  in  termino  utroque  ad  laevam  unum  signuni 
y  (ut  statim  ostendetur),  operatione  eadem  secunda  deleatur  item  uuum 
|A  in  utroque  ad  lasvam  ;  et  ita  porro,  donec  (» —  2)-ta  operatione  n  —  2 
signis   V  deletis,  maneat 

Vi+Vi-^ 

quo  item  ad  2  elevato  prodit  \f —  1 ,  et  hoc  ad  2  elevato,  operatione 
»-ta  demnm  prodit  —  1. 

Si  nempe  u  nominetur  generaliter  quod  post  secundum  signum  f  in 
primo  termino  est ;  erit  formula  sequens  : 

et  hoc  ad  2  elevatum  est 

|/« -+-  2  V  —  7  \f  \— -4  «=  V~~^~Y~~~~i  V'~~~-  u 

-V~+i^  i+iVi^~-+^Vi-iVi+i\/  i+- 


■iV~~~~~~T- 


Ubi  patet  unuin  signum  radicale  ad  hevam  in  utroque  termino  deleri, 
exponente  ipshis  2  in  signo  radicali  unitate  imminuto  ;  nempe  ex  V —  1 
facto  2  V  —  1  et  ita  porro,  donec  operatione  K-ies  facta,  —  1  prodeat. 

7.  Radix  igitur  cuiusvis  exponentis  paris  m  e  quocunque  negativo 
etiam,  sub  formam  a  ~h  b  V — 1   venit  (p.    125.J;  sed  quaeritur  num  summa 
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quantitatum,  quse  sub  hanc  formam  veniunt,  aut  hsec  per  reale,  aut  per 
eiusdem  fonnee  quantitatem  multiplicata  aut  divisa,  imo  etiam  {a-Y-b\  -— l)q 
sub  eandem  formam  veniat?  Quamobrem  de  quantitatum  complexarum, 
quse  terminis  talibus  quoque  gaudere  possunt,  additione,  suhtractione, 
multiplicatione  et  divisione  agere  convenit.  Notandum  vero  est,  quantitatem 
pure  imaginariain  nonnisi  determinatione  dicta,  qua  afficitur  (XXXII.)  a 
reali  diiferre,  uti  ^4  a  1—14,  adeoque  omnes  in  intuitu  exhiberi ;  nec 
scientiam,  quas  prsecisione  evidentiaque  gloriatur,  meris  imaginibus  nullo 
originali  gaudentibus  contentam  esse  posse.  Vide  mox,  dum  y  —  I  etiani 
in  exponentem  ascendit. 

XXXIII.  Summa  totalis  est  summa  realium  connexa  cum  summa 
pure  imaginariorum  (p.  121.);  summa  realium  est  illud  reale  positivum 
vel  negativum,  quo  summse  realium  positivorum  et  summse  realium 
negativorum  alterutrum  superat  alterum,  aut  o,  si  eequales  sint;  summa 
pure  imaginariorum  pariter  est  o,  si  positivum  sequale  sit  negativo,  aut 
illud,  quo  summas  positivorum  et  summae  negativorum  alterutrum  alte- 
rum  superat  (p.  30).    Regula  additionis  est : 

Pro  quovis  pari  terminorum  praeter  ccefficientes  sequalium  (id  est 
factore  communi  gaudentium),  scribatur  factor  eorum  communis,  cum 
ccefficiente  aequali  summas  ccefficientium ;  summa  omnium  terminorum 
hoc  modo  prodeuntium,  nec  non  terminorum  reliquorum,  erit  aequalis 
suimnse  oinnium  priorum  terminorum.  Si  inter  hos  terminos  quoque 
adsint  termini  factore  communi  gaudentes,  operatio  toties  quoties  repeti 
poterit,  donec  summa  qusesita  forma  simplicissima  exhibeatur. 

Quod  hoc  pacto  summse  quaesitse  sequale  prodeat,  patet  sic.  Sint  prius 
tantum  realia. 

1.  Regula  valet  de  (htohits  terminis,    Sint  enim 

uc  -+-  j3c ,     aut     —  ac  —  /?c,     aut     ac  —  j3c, 
(neque  alius  casus  datur);  erit  c  aut  positivum  aut  negativum,    pariter  a 
et  pariter  j3.    Sint  (pro  a,  /?,  n  integris  positivis) 
.    a'       ■->       .    /3'  c 
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Fercurrendo  casus  singnlos  prodibit  per  regulam  pro  casu  primo 

(«  +  /S)c, 
pro  secundo 

(-a-flc, 
pro  tertio 

(a-fflc. 

Snmma  vera  quoque  eadem  erit ;  ex.  gr.  pro  a  positivo  et  /?  negativo 

erit 

ac  =  du ,     j3c  =  —  $u , 

atque 

,,         ,        „        ,  ,      ~,          (d—3')c       /  d       3'\ 
uc-+  [ic  =  au  —  [?u  =  (a  —  {?)u  =  J -/  -'  -  =  [--  —  -  % )  c 

=  (a-hS)c 
Ita  reliqui  casus  patent. 

Si  vero   —  tendat  ad  a  et  -{"-  tendat  ad  3,  tum  --=7-- tenditad  a+8 
et  -'-" 


tendit  ad  (et±/3)c. 

2.  Si  vero  certorum  quotvis  terminorum  summa  S  iuxta  regulam 
vara  prodierit  atque  accedat  novum  par  terminorum  factore  commitni 
gaitdcntinm,  quorum  summa  sit  s  ;  erit  surnma  prius  addiiorum  simut 
cum  novo  pari  ipsi  S-hs  aequalis. 

Sit  enim  in  prius  additis  summa  omnium  positivorum  A,  et  — B  sit 
summa  negativorum  in  Us ;  in  5  vero  sit  a  summa  positivorum  et  — b 
summa  negativorum;  atque  novum  par  sit  ex.  gr.  (pro  k  posirivo)  2k — k=k, 
Aut  erit  A  =  B,  aut  A~B-hB'  aut  A-hA'  =  B  (pro  A,  B,  A',  B, 
positivis). 

Si  A=B,  etiam  a  =  b;  quia  A  —  B  —  a —  b  per  hypothesim ;  sed 
A  —  B  =  o,  ergo  et  a  —  b  =  o  quod,  nisi  a  =  b  sit,  esse  nequit. 

Si  A<B  et  A-+-A'=B,  tum 

A  —  B  =  A-A-~  A'—  -  A'=  a  —  b; 

adeoque  b  superat  ipsum  a  quantitate  A';  nempe  b  =  a-\-A'  esse  debet, 

ut  sit 

a  —  (a-hA')  =  —  A'     et     a  =  (a-h  A')  —  A'=b  —  A'. 
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Superius  (XIX.  2.  pag.  64.)  dictum  est,  deintione  etiam  per  paites  un- 
devis  facta,  prodire  sequalia,  quod  hic  tenendum  est ;  substitutiones  etiam 
rite  fieri  statim  dicetur. 

Si  A—B-hB;  tum  A—B—Bs-B'—B  —  a—b;  adeoque  B'=a—b; 
et  hinc  a  =  6-hB. 

Quod  substitutiones  factas  attinet;  dum  ex.  gr.  a  —  b—A'  substituitur 
ipsi  a  in  a  —  b,  est  tum 

B  —  A-i-A, 

adeoque  ~B=  —  A~A  et  A—B=A—  [A+A')\  ubi  manifesto  —  A 
manet,  (partem  A  ipsius  B  ex  A  demendo) ;  unde  a  prodit  —  b  —  A\ 
et  simul  b=a-+-A.  Si  iain  in  a — -b  ponatur  in  locum  ipsius  a  valor 
dictns,  erit  b  — A—  b,  et  si  in  locum  primi  b  ponatur  valor  eius  a-\-A ' , 
erit  a-hA' — A' — b,  quod  deinto  A'  ex  A  erit  ipsum  a  —  b.  Quicunque 
iam  fuerit  casus ;  ex.  gr.  si  A-+-  A'=B,   erit  summa  vera  A  —  B-+-k 

A  —  A  —  A'-+- k  =  —  A'~+- k  ; 

summa  iuxta  regulam  autem  est  (quia  tum  a  =  b  —  A) 

a—b-\-k  —  b  —  A—  b-hk  =  —  A'-+-  k  ; 

adeoque  summa  iuxta  regulam  est  summae  verse  sequalis.  Manifesto  vero 
de  quotvis  ad  novum  par  concludere  licet,  donec  (terminis  quorum  nulli 
duo  factore  communi  gaudent  omnibus  praemissisj  nullus  amplius  supersit. 
Possunt  quidem  demum  termini  prodeuntes  ordine  quocunque  poni,  cnm 
per  superius  dicta  summa  prodeat  eadem. 

3.  Imo  ctsi  imaginaria  adfuerint,  regula  eadem  valei. 

Exprimantur  enim  hasc  per  X,  Y,  Z,  V,...  sitque 

X—  x-+-x'  f  — ~7,      Y—y  -+-y  V—  1  ■  •  ■  ■ 

x,  x,  y,  y, . . .  realia  denotandibus,  ex.  gr.  si  X=  2 —  3  f/ — ',  est  x  =  2, 
x  — — -3;    atque  ±x'i  exprimit  valores  ipsius  — 3  Y —  1. 

Substituatur  fin  i.j  X  ipsi  c,  erit  pro  omni  casuum  ibidem  dictorum 
summa  iuxta  regulam  summee    veras   aequalis,    notando    quod    ibi     £—u 
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ubi  c  aut  tota  (id  est  pars  utraque  taoi  realis  quam 
imaginaria)  positiva  esse  potest,  aut  utraque  negativa,  aut  una  positiva, 
altera  negativa.  Singnlis  casibus  percursis,  regulam  de  duobus  terminis 
aX-\-[3X  valere  patet. 

Si  vero  de  quotvis  et  qualibusvis  terminis,  quorum  summa  iuxta 
regulam  sit  S,  valeat ;  valebit,  etiamsi  novum  par  accedat.  Namque  sit 
summa  omnis  realis  in  eousque  additis  A,  et  —  B  summa  negativi,  ac 
summa  omnis  pure  imaginarii  positivi  sit  /,  et  — K  sit  suinma  negativi; 
summaque  omnis  realis  positivi  in  5  sit  a,  et  —  b  summa  realis  negativi, 
imaginarii  puri  vero  positivi  summa  sit_/,  et  negativi  sit  —  k  fubi  horum 
quodvis  etiam  o  esse  possit).  Erit  non  solum  A  —  B  —  a  —  b,  sed  etiam 
/ — K=j—k  (per  hyp.):  atque  ut  supra,  pro  quovis  casuum,  ubi  aut 
A=B,  aut  A-hA'—B,  aut  A=B-hB',  erit  aut  I=j,  aut  I-hI'=K, 
aut    I=K-\-K';    quos    singulos    combinando    regulse    generalitas  prodit. 

Ex.  gr.  Sit  A=B-\-B',  et  K= /+/';  erit  (per  superiora)  a  =  b-\-B, 
etj'=k — /',  omnibus  literis  positiva  denotantibus ;  accedat  novum  par, 
ex.  gr.  3J-2  J;  erit  summa  iuxta  regulam  a  —  b  -\-j —  k  -+-  X\  est 
vero  summa  vera  A-hx  —  B~\-I-\-x'  Y — 1 — K\  sint  nunc  reale  x  et 
pure  imaginarium  x  \ r—  1  positiva,  pariter  pro  aliis  vaioribus  patet.  Sub- 
stituendo  valores  ipsorum  A,  K,  a,j  in  summa  vera,  et  summa  iuxta 
regukun,   erit  prior 

B -h  B'-\-  3  *  —  B—  2x-h  /+  3 x  V ~  1  —  I—  F—  2 x'  i  —  1, 

et  posterior  est 

b  -t-  B-\-  x  —  b-hk  —  f'-h  x  Y—  i—k; 

atque  utrumque  demtis  demendis  est 

—  B'-\-  x-k-x'  \f—  1  —  !'■ 

Consequenter  quum  et  hic  semper  ad  novum  par  assurgere  liceat 
(ut  antea),  evidens  est,  sivc  tantuin  realia,  sive  tantum  imaginaria,  sive 
permixta   fuerint,   regulam    additionis  valere.    Imo  etiam  si  expressioni  e 
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quotvis  terminis  constanti,  cujus  valor  sit  ex.  gr.  -4- «  —  I,  addatur  per 
regulam  expressio,  cuius  valor  sit  ex.  gr.  —ft-hj)  prodibit  summa  vera 
a  —  ($-\-j  —  I  (denotantibus  y',  /pure  iraaginaria).  Unde  si  expressionibus 
valoruni  jequalium  expressioncs  valorum  Eequaliiim  addantur  juxta  regulam, 
a-qualia  prodibunt. 

4.  Regula  subtractionis  in  promptu  est :  nempe  signis  suhtrahendi 
inversis,  mutatur  subtrahendus,  si  reale  sit,  in  oppositum ;  idem  fieri 
etiam  cum  imaginariis,  clarum  est ;  ex.  gr.  —  X  et  -t-  X  opposita  sunt, 
nam  si  X=  i-P x  1— 1  x'i  erit  —  X—  > — ix^b x'i,  est  vero  >-£-' x  ipsius  1 — 1  x 
opposilnm,  ita  ^xi  ipsius  1 — >x'i'}  ita  quotvis  fuerint  X-h  Y-+- . . .  erit 
— X—  Y— ...  oppositum  summEe  realium,  quae  X-hY-h...  continet,  et 
summas  pure  imaginariorum,  quse  in  iisdem  adsunt.  Itaque  si  subtrahen- 
dus  signis  inversis  alteri  (minuendo)  juxta  regulam  addatur,  diftcrcvtia 
prodit. 

5.  Factum  vero  reperitur,  si  multiplicandi  terminus  quivis  per  terminum 
quemvis  multiplicatoris,  ubicunque  regulae  (pag.  122.)  applicari  possunt, 
iuxta  illas  rrraltiplicetur ;  aut  pro  notis  quantitatum  generalibus  factum  e 
dictis  terminis  eiusmodi  omnibus  ita  exprimatur,  ut  notis  generalibus 
qnidvis  substituendo  verum  factum  exhibeatur  ;  aut  saltem  Iegem  signo- 
rum  -i-,  —  tenendo,  factores  post  se  invicem  scribantur ;  et  factores  ita 
ordinentur  formenturque,  ut  factum  eiusmodi  quo  simplicius  prodeat,  ac 
denique  facta  omnia  partialia  addantur. 

Nam  sint  prius  tantum  realia ;  sitque  unus  factor  A-Y-B,  alter  vero 
sit  C,  aut  C-h  D,  (quodvis  ipsorum  A,  B,  C,  D  sive  positivum  sive  nega- 
tivum  denotaverit):  erit  factum  in  casu  primo 

AC+BC, 
in  secundo 

AC-+BC-\-AD-\-BD. 

Denotent  enim  a,  b,  c,  d  positiva,  et  sit  (pro  integris  a',  b ',  c,  d\  n) 

_  a/_       , b'  c'        j_  d' 
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sitque  ipsius  A  valor  aut  a  aut  — a,  ipsius  B  valor  aut  b  aut  — b,  y. 
Erunt  casus  sequentes : 

(a-hb)  {c-t-d),  (—a  —  b)  [—c  —  d),  (a-hb)  (—c  —  d) 
(a-hb)  (c  —  d),  (a  —  h)  (c  —  d); 

nempe  si  in  uno  factore  tantum  c  sit,  d—  o  poni  potest,  et  aut  singuli 
termini  positivi  erunt,  aut  singuli  negalivi ;  aut  in  uno  factore  ambo  positivi 
in  altero  ambo  negativi,  aut  in  uno  uterque  terminns  positivus  et  in  altero 
unus  positivus,  alter  negativus ;  aut  in  utroque  unus  positivus,  alter  nega- 
tivus. 

Percurrantur  casus  :  sicubi  a  —  b  est, 

aut     a  —  b,     aut     a  =  b-hq,     aut     b  =  a-h  r ; 

et  ubi  c  —  d  est,  pariter  est 

aut     c  —  d,     aut     c  =  d-hs,     aut      d=c  -ht, 

ipsis  q,  r,  s,  t  positiva  denotantibus. 

Est  (a-hb)  (c-hd)  iuxta  regulam  (pag.  59  et  68) 

,    ,     ,       ,  ,    ,  ,        a'C     ,     b'C     ,     a'd'    ,     b'd' 
ac^Sc-had-i-bd=—-^--  +.-JJJT+  ~mr 

a'-hb'  #  C-hd' 

~~      n      '      n      ' 

quee  est  summa  vera ;  nam 

Si  omnia  negativa  sint,  manifesto  idem  prodit ;  si  vero  unus  factor 
negativus  sit,  idem  quidem,  sed  negativum  fit. 

Considerentur  iam  casus  (a-i-b)  (c — d)  omnes.  Erit  pro  c  =  d  factum 
verum  o,  et  factum  iuxta  regulam 

ac  —  ad-h  bc  —  bd, 
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Pro  c  =  d-hs,  est  factum  veruni  (a-+-b)s,  atque  et  facti  iuxta  regulam 

valor  est  as  -+-  bs  ;  nam 

ac  =  a(d-\-s)  =  ad-+-as, 
ita 

bc  —  b(d-\-s)  =  bd-\-bs; 
adeoque 

ac —  ad-+-bc  —  bd  —  as-hbs. 

Pro  d—c-i-t  factum  verum  est  — at  — bt,  et  idem  valor  facti  iuxta 
regulam  est ;  nam 

— ad—  — ■  ac  —  at 
et 

— bd=  —  bc—  bt ; 
unde  patet. 

Si  vero  (a  —  b)  (c  —  d)  fuerit ;  pro  a  =  h  factum  verum  o  est,  et 
idem  iuxta  regulam  fieri  clarum  est.  Ita  si  b  =  a  -+-  r  vel  a  —  b  -+-  q  ; 
ex.  gr. 

Si  a  =  b  •+•  g,  erit  factum  verum 

q(c  —  d)  —  qc—  qd 
(per  prfecedentia)  ;  iuxta  regulam  vero 

(b  -+-q)  c  —  bc  —  (b  -+-  q)d  -H  bd  =qc  —  qd. 

Est  vero  per  superiora  factum  idem  etiam  permutatis  factoribus,  atque 
monomia  per  monomiam  quoque  iuxta  legem  signorum  rite  multiplica- 
tur ;  idemque  est,  quascunque  per  alteram  multiplicetur.  Consequenter 
summa  duorum  terminorum  realium  qualiumvis  per  summam  duorum 
realium  terminorum  qualiumvis  multiplicatum,  est  asqualis  suinmje  facto- 
rum  e  termino  utroque  multiplieandi  et  termino  utroque  multiplicatoris. 

Si  vero  de  duobus  terminis  valet  regula,  valet  de  tribus,  et  ita  de 
quotvis  ad  uno  plura  concludere  licet.  Denotent  enim  iam  literae  sive 
positiva  sive  negativa,  et  sit  a  summa  terminorum  multiplicatoris,  A 
summa  terminorum  multiplicandi  ;  atque  d  sit  unus  terminus  multipli- 
catoris,  reliquorum  sumina  sit  b,  et  b'  unus  terminus  eorum,  quorum 
summa  est  b,  reliquoruni  summa  sit  c  ;  et  c   unus  terminus  eorum,  quo- 
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rura  summa  est  c,  ac  reliquorum  snmma  sit  d,  et  ita  porro  usque  ad 
terminum  ultimnm  ;  ita  A'  sit  unus  tenninus  multiplicandi,  et  reliquoruin 
summa  sit  B,  ac  B'  sit  unus  terminus  eorum,  quorum  summa  est  B,  et 
summa  reliquornm  sit  C  y.  Sit  ex.  gr.  ultimus  multiplicatoris  terminus  c, 
multiplicandi  sit  D.  Erit  (per  praecedentia) 

aA  —  {a'-\-  b)  A  —  a'A  -f-  bA, 
est  vero 

a'A  =  a'(A'-[-B)  =  a'A'-ha'B  ; 
et 

#'#  =  flf^+Cj  =  a'B'-ha'C, 

d  C  =  a'(  C-h  D)  =  «'  C-h  «'/>. 
«'^  -  dA'-hdB-ha'C-hdD, 
bA  =  {b'-h  c) ^  =  <V^  h-  c^Z  ; 
^  =  b'A'~hb'B-hb'C'-hb'D. 
cA  —  cA'-hcB-hcC'-hcD. 


atque 

Itaque 

ita 

eritque  ut  prius 

Ita 


Quod  cum  quotvis  fuerint  termini,  usque  ad  ultimum  in  utroque 
factore  continuare  liceat ;  manifesto  factum  summa  ex  factis  omnibus  e 
singulis  terminis  multiplicatoris  per  singulos  multiplicandi  est. 

Quoad  casum  autem,  si  imaginaria  adfuerint,  regulam  valere  patet  sic. 

Retentis  denotationibus  X,Y,.. . ,  Z,V,  . . .  (p.  138)  sed  proximis  haud 
retentis,  si  realium  A,  B,  C, . . .  summa  sit  a,  est 

AX-\-  BX^  .  .  .  =  aX. 

Nam  

AX=  A{x-hx'f  —  1)  =  Ax-hAxf—i 

(quia  AX  factum  iuxta  definitionem  denotare  debet).  Ita 

BX—  Bx-{-  Bx'-f^\, 
CX  =  Cx  -h  Cx'Y^i, 
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adeoque 

AX-h  BX-h . . .  =  Ax  -+-  Bx  ■+■ . . .  +Ax'V^i+Bx'Yzri-i---- 
=  {A  +  B-h...)x-i~[A-hB+...)  x'v~—  7 
—  ax-+-  ax\f —  I, 

quod    per   definitionem    factum  ex  a  et  X  est.     Nempe    si    (pro  integris 

A',B',n)  sit 

A=4,   B  =  £-,   «-$', 
n  '  n  '  n  ' 

et  accipiatur  ex.  gr.  -+-  i  i  pro  valore  ipsius    ]f —  i  ubique,  erit : 

Axi  —  *4r  x'i  —  Au ; 

n  ' 

unde 

A'u  -+-  B'u  —  (A-h  B')  u  =  (A-hB)  x'i. 

Imo    etsi    —--"•— a,  vel  etiam  ~-f—~B,  erit 


^XB'~  x'i'^{A-V-B)x'i, 

quod  ad  plura  quoque  extendi  clarum  est. 
Ita 

A  Y-\-  B  Y-+- . . .  —  «y  +  ayV-j 

idem  pariter  continuari  potest,  quotvis  post  X,  Y, . . .  fuerint.  Consequenter 
si  quodvis  ipsorum  X,  Y,...  per  quodvis  ipsorum  A,B,...  rnultiplice- 
tur,  pTodibit 

a(x-t-y  +  ...)  -+-  a(x'i-hy'i  -+-...), 

nempe  factum  iuxta  defmitiouem. 

Consideretur    iam    ^iT;    exprimet    hoc    factum    ex    x  -+-  »V  et    z-y-z'i 
(ubique  -+-i  z'  pro  valore  ipsius  yf— 1  sumendo,  posset  ubique  — i  i  sumi). 
Per  definitionem  multiplicationis  XZ  denotabit 
xz  -+-  ##  V  -+-  zx'i  —  x'z' , 

nempe  x'  \  —  i .  z'  \  —  i  —  —  x'z    (p.  122}. 

Si    ipsius    x'i,  y'i, . . .    terminns    quivis   per    terminum    quemvis    ipsius 
zi-^vi-Y-  .  .  .    multiplicetur,    manifesto    (nt    pag.    140.    sequ.)    factum    ex 
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(x'i -h  y'i -h . ..)  (z'i-\-v'i-\- . ..)  prodibit,  cum  omnia  ibidem  dicta  heic  lo- 
cum  habeant,  nisi  quod  ibi  quoad  4-1,  hic  quoad  — 1  fiat  multiplicatio. 
Erit  vero  hoc  factum 

—  x'z —  x'v' — y'z — y'v'\ 
ita 

(xi-\-y'i) (z'i-\-  v'i)  =  —  (x'-\-yr)  (z'-\-  v') 

Sit  iam  unus  factor 

A  +  B-h...-hX+V..., 
alter  sit 

a  -h  b  +- . . .  -!-  Z-\-  V ...; 

et  summa  realium  A,  B,...  sit  «,  summa  realium  a,  b, ...  sit  $  atque, 
summa  realium  in^T+-F+-...  sit  R,  pure  imaginoriorum  sit  /  et  summa 
realium  in  Z-\-V-\-...  sit  r,  pure  imaginariorum  sit/.  Multiplicatis  sin- 
gulis  terminis  unius  factoris  per  singulos  alterius  prodibit 

^  +  |9Z+^F  +  ...+  aZ+aV+... 
+-  ZX-¥  ZY^  . . .  +-  VX-v  VY-h  ...= 


=  $c 

t  +-  ftx  +-  #y    +- . . 

.+-/&V+-#'V+-.., 

-+■  oz  +■  «y    -h  . . 

.  +■  az'i-\-  av'i-\-  . . . 

+-  «*   +-  zy    +- . . 

.  +-  vx    -\-vy   +- . . . 

+-  2r#V  +-  .Sjy  V  +- . . 

,  +  wV+^V+ ... 

-\-xz'i-\-yz'i-\- . . 

.+-XT'V+-jyz'V+-... 

+-( — x'z' —  y'z'  — 

- . . .  —  x'v'  —  y'v  — 

ubi  expressio    in  parenthesi  =  (x'i-\-y'i-i~  ...)(z'i-\-v'i  +-...),   quod  plane 
factum  iuxta  definitionem  est,  cum 

R  =  x-\-y  +-...,         7=  x'i-\-y'i-\- . . . , 
r  =  z-\-v-\-...  ,         j=z'i-\-v'i-\-  ..., 

adeoque  factum  esse  debet 

(a  +-  x  -\-y  -h . . .)  (yS  +-2  +-  z)  +-...)+-  (a  +-  x  -\-y  +-...)  (zY+-  t/z'+-  . . .) 
+-(/?+- 2  +-  v  +-. . .)(kV  +-  jY+- ...)+- (#'*  +-  / i -\-  ...)(z'i-\-v'i  +-...) ; 
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et  hoc  prodiisse  raanifestum  est,  nempe 

(« -+-  jR)  (£-f-  r)  +  («+  R)j -+-  (/? -+-  r)  7-H  7/'. 

6.  Divisio  quantitatutn  complexarum  fit  modo  seqnenti.  E  quolibet 
termino  dividendi  per  queravis  divisoris  diviso  prodeat  quotus  a,  hoc  a 
per  totum  divisorem  multiplicatum  e  dividendo  subtrahatur ;  atque  illi, 
quod  in  quoto  prodiit,  addatur  semper  quotus  novus,  quem  e  quovis 
termino  differentias  novissiniEe  per  quemvis  divisoris  diviso  reperire  licet  j 
atque  novissimo  quo.to  per  totum  divisorem  multiplicato,  et  facto  e  no- 
vissima  differentia  subtracto,  operatio  continuetur,  donec  differentia  aut 
=  0  sit,  aut  si  alicubi  subsistere  libeat,  atque  summa  omnis,  quod  eous- 
que  in  quoto  prodiit  sit  q,  differentia  sit  r,  divisor  sit  d,  et  dividendus  D  ; 
erit  q-\-  —j  =  D  :d.     Dicitur -,- coinplementum  quoti. 

Prodeat  enim  prius  a,  postea  b,  adeoque  q  —  a-vb;  erit  differentia 
prima 

=  D  —  da, 
secunda  erit 

=  D —  da  —  db  =  D  —  d[a-\-  b)  =  D  —  dq , 

adeoque  complementum  erit  ij       >  est  autem 

{j+D-dd9)d=  3*±Pd-*Ld=D. 

Quotvis  adhuc  post  a,  b  fuerint,  idem  applicari  patet. 
Sint  exempla  quasdam  ad  multiplicationem,  divisionemque,  in  quibus 
et  additio  subtractioque  occurrit. 

7.  Erit 

(a  -\-b)  (a-\-  b)  =  a*  -+-  2ab  -+-  b* 

(a  —  b)  (a  —  b)  =  az — 2ab-i-b3; 

(a-\-j3)  («  — $  =  aa-Ha/?  —  afi—  fr  =  a*  —  p. 
Ita 

(Va-hfb)    (fa—Yi)  =  a  —  b. 
Hinc  etiam 

[(a-hb)3—  c3}  [c1  —  (a  —  b)z)  =  (a  +  3-f-eJ  (a-hb—c)  (c-k-a  —  b)  (c—a-hb), 
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si  nempe  a-\-b  ipsi  «  et  c  ipsi  /?  in  factore  priore,  tura  c  ipsi  «  et  a — b 
ipsi  j3  in  altero  substituantnr.  Idem  valor  est  agqualis  facto  quoci  prodit 
multiplicatione  duorum  primornm  peracta ;  quod  inferius  citabitur.  Pera- 
gatur  mnltiplicatio : 

(a-hbf  —  c% 

c%  —  (a  —  bf 

[a  -+-  bf  c'  —  c*—(a-b  bf  (a  —  b)2  -+-c2(a  —  b)2  = 
=  (a1  -h  2ab-+-¥)c2  -h  cHa2  —  2ab  -h  b2)  —  [(a  -+-b){a  —  b)]2  —  c*  = 
—   2a2 c2 -\- 2b2 c2 -{-  2a*b2 — a"-  —  ty  —  c4; 

nam  (a-hb)  (a  —  b)  —  ti2  —  b2  et  (a2  —  b2)2  —  a+  —  2a%b2-h  ¥. 

8.  Multiplicetur 

<-t  «  \«  -1-  jj  j  u  ■ -r-  /j 

prodibit 


jiab 
a(a° 

+  «* 

—  fia 

V-i 

per  a-\- 

Bab 

-fra 

a*b 

—  afia 

Y-l 

a1 

+  P 

,i, 

/=T+ 

pab- 

-pa 

f=7- 

(i!a —  a 

-/?")    '       ln"      a-  +  -fl-      ' 

quod  si  termini  quorum  Y—i  factor  communis  est,  ad  denominationem 
eandem  reducantur,  tertio  termino  per  a,  quarto  per  ai-+-fii  supra  et  infra 
multiplicato,  erit  pure  imaginarii  summa  b]/  —  1,  atque  summa  termino- 
rum  reliquorum  nempe  primi,  secundi  et  ultimi  a.  Adeoque  factum  : 

Unde  qualiumvis  realium  et  qualiumvis  pure  imaginariorum  summa 
per  a-hbV~ — 1  expressa,  dividatur  per  summam  ipsius  «  summee  realium 
et  ipsius  /Jy — 1  summee  pure  imaginariorum ;  datur  quotus,  atque  is 
multiplicandus  in  schemate  est. 

9.   Elevetur   —  -~-  -h    ~  seu  —  -j-  -f-  -y-  ai  ad  3  (p.  123). 
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Erit 

w~^~\ai  multiplicatum  per 

—  J i.„,'_  J_„,_  J  „.  — 

4        4m       4m       4"  - 

—  I jai jra*>  °iu0  'tem  multiplicato  per 

—  J-h  |-(h'  prodibit: 

-|+4lo'+la'+i  "i+  i  "*  ~  i ""  "*'• 

quod  substituendo  3  ipsi  as  (p.    124)  est 


Dictura  nimirum  (p.  122)  est  pure   imaginaria  quoad  — I  multiplicari. 
10.  Si 

a\fP~"  +         ' 

multiplicandum  sit  per 

bJTQk I 

erit  factum 

ab  "pP^  Q>*2  — 


abfP"?  Q*i 

Nimirum  duorum  factorum  intermediorum  summa  est  o ;  et  P~Ft^P~~~f 
(p.  129.),  ita  QT  t=  Qw  ;  atque  V Pn  habet  p  valores,  qui  cum  \  Qm 
combinati  dant  valores  numero  non  maiore,  quam^,  qui  omnes  adsunt 
inter  valores  numero  pq  ipsius  1  P":/  Qm£.  Unde  etiam  regula  pro  tali- 
bus  casibus  liquet ;  nempe 

afrpt.bVQw^ab^PwQ™?; 
quod  etiam    ad    plures  factores  quotvis,  exponentibus  fractis  ad  denomi- 
nationem  eandem  reductis,  extendi  patet. 
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U'i 


ii.  Evenit  etiam  stepius,  ut  in  pluribus  terminis  expressiones  signo 
V  affectse  primo  obtuitu  quidem  per  additionem  simplicius  exprimi  ne- 
queant ;  sed  transformatione  aliqua  hoc  obtineatur.  Sit  ex.  gr, 

est  hoc 

nam  quicunque  valores  substituantur  ipsis  a,  b,  c,  est 

\f¥~c~b  Yc, 

et 

^ia^sfWc  —  2a\/  \fWc  ~  aa  Y  b\fc. 

In  genere  pro  afj3  scribi  \f  j!am,  atque  illud  pro  hoc  potest;  est  nempe 


«™  /#  =  famm  ffi  —  affi, 

Unde  patet  modus,  factorem  signa  Y  praepositum  introducendi,  aut 
quantitatem,  quae  signo  Y  subest,  educendi, 

12.  Si   Afa  dividendurn  per  B\fb  sit,  erit 
nam  f a:\fb  t=ii7  ^  fp.   105.).  Ita 

A?p-»:B?w~i]f^ 

nam  \fP^t=  P\f~Pw     et     \f~Q^~-  P\TQ^F , 

atque 

y PnS   _  +[~Pw_ 

13.  Sit  dividendmn  xn — 1  per  x — 1,    quod  item  saepe  occurrit.    Erit 
schema  operationis  sequens. 
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\xn~< -\- X"~2 -\- X"~i -\- .  .  .  ~i~  X  ~h  I 


*-\-xn— < 

##— [ —  j 


Nempe  #«  per  x1  diviso  prodit  x"— <  ;  nam  (p.  103)  si  quantitas  eadem 
elevata  sit,  in  multiplicatione  exponentes  adduntur,  in  divisione  subtra- 
hitur  exponens  divisoris  ex  exponente  dividendi ;  multiplicando  per  quo- 
tum  x"—<  divisorem  totum,  omnino  x"  prodit,  quo  subtracto  xn  deletur; 
adeoque  in  casibus  similibus  stellula  tantum  scribitur;  — -i.  x"—1  =  — x"—< 
quo  ex  — 1  substracto,  (proprie  x"  —  x"—>  esset  ex  xn — 1  substrahen- 
dum),  prodit  differentia  xn~ ' — 1;  atque  eadem  operatione  juxta  regulam 
continuata,  si  «  integer  positivus  sit,  aliquando  manebit  x2  —  1,  unde  e 
schcmate  patet  quotutn  esse  seriem  ad  dextram,  et  differentiam  ultimam 
o  esse.  Ita: 

{xn  —  a") :  (x—a)  —  x"~<  -f-  ax"~2  -+-  a2  xn—3  +  ,,,  +  an~  <. 

14.  Sit  1  per  i~x  dividendum,  Erit  schema  sequens: 

I —  x\   I  |i  -Y- x -{- x2 -V-  ...-+■  x"—<  -K , 


*+x" 
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quod,  quum  compleinentum  adsit,  verus  quotus  est  (p.  145};  at 


tunc  tantum  quotus  est,  dum  complementum  ■*— .0,  quod  fieri,  si  *<^i, 
statim  probabitur. 

Dicitur  eiusmodi  series  convergens,  cuius  summa  terminorum  limite 
finito  gaudet.  Seriem,  quae  quantitatem  finitam  exprimit,  talem  esse  de- 
bere  clarum  est,  ut  valor  errore  dato  quovis  minore  exhiberi  queat ;  imo 
eo  quoque  nitendum  est,  ut  si  apud  quemvis  terminum  subsistere  libue- 
rit,  duae  quantitates  quam  proximse  assiguari  queant,  intra  quas  valor 
complementi  cadat, 

15.  E  schemate  hoc  etiam  fluit  sequens: 

quod  itaque  est 


et  multiplicando  utrumque  per  a  est 


dicitur  vero  series,  cujus  quivis  termiuus  per  idem  (quod  exponens  seriei 
audit)  multiplicatus  producit  sequentem,  geometrica;  cujus  igitur  si  pri- 
mus  terminus  a  sit,  exponens  e,  erit  «-tus  terminus  aen—1;  qui  si  tan- 
quam  ultimus  u  dicatur,  erit  summa 


quod  si  e<Ji  sit,  tendit  ad  "  ;  nam  tunc  ^&  tendit  ad  o,  quia 
ue  —  ae"  et  en  tendit  ad  o,  si  n  tendat  ad  infinitum  (ut  statim  patebit), 
unde  etiam  aen -^—o. 

Casus  si  e—  1,  adeoque  ue  —  a  et    a~™  —  -§-  excipitur  (p.  45) ;  quo- 
modo  reperiatur   in    eiusmodi    casibus  valor  verus,  formulae  alioquin  ge- 
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neralis,  infra  tradetur.  Facile  patet   esse  limitem  valoris  formulse,  dum  c 
tendit  ad   1. 

Quod  en  -,~-  o,  si  e  <J  1  et  n^—oo,  patet  sic.  Etsi  denominator  ipsins 
e  numeratorem  unitate  superet,  sitque 

,  _    _h_ 
erit 

,t,£-=        **      - 
(A-HI)*  ' 

Si  /z  -h  1  per  se  w-ies  multiplicetur,  facile  patet  (tam  e  binomio  sta- 
tim  tradendo,  quam  de  n  prius  —  2  posito  et  semper  uno  altius  ascen- 
dendo)  esse  priores  duos  terminos  hn  -f-  nh"—1   et  esse 

[h-\-  \)n>hn-\-nhn—1  ; 
itaque 

. hn 

itaque  et  numeratorem  et  denominatorem  per  hn  dividendo,  est 

quod    tendit    ad  o,    quia  n,  adeoque  n  ■  jr  tendit  ad  00. 

Unde  etiam  supra  Y—x~'~'0'  s*  ^"^1   et  n-"^00,  atque  limes  srnnmge 


differentia  huius  ab  est    z^—  ,  quod  tendit  ad  o. 

16.  Series  innumerabiles  dantur  iuxta  legem,  qua  termini  se  invicem 
excipiunt.  Unam  tamen  magis  obviam,    de  qua  iam  (p.  32)  mentio  facta 
est,  subiungere  libet:  nempe  cuius  formula  est  sequens, 
a,  a  -4-  d,  a  -+-  2d,  a  -+-  _d, . . . ,  a-\-{n  —  i)d. 
cuius  summa  prodit,    si    modo  sequenti    sibi  addatur.    Dicatur  summa  s, 
ultimus  nempe  «-tus  terminns 
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a-+-(n  —  1)  d=a-¥-nd —  d 
sit    U;   eritque 

a  -+-a  -+-  d  -+-a-+-2d  -+-...-+-  U=  s, 

et 

U-ha-h(n  —  2}d+-a-+-  (n  —  $d-h. ..+-  a  =  s, 

atque 

(a-h  U)n  —  25 ; 

nam  summa  paris  post  a-hU  eadem  erit;  quum  superius  addatur  d,  infe- 

rius  subtrahatur  et  in  quovis  sequente  pari  ipsi  a  +-U  addatur  d —  d, 

Unde 

[a  ■+-  U)n 

s=  —  r  -• 

Exempla, 

^3  ^  3-3  ^  3-3-3  ^  T_  _i         2 

3" 


-(l-b2)-r-(l-H2.2)-[-(l-h3.2)-K..-r-(l  +(«—1)2)- 


(I4-2W— 1)«   . 


quse  summa  numerorum  imparium  ab  1  usque  ad  M-tum  inclusive  est. 
17.  Dicitur  a,a+-d,  a-\-2d,,,.,  a+-{n — i)d  series  aritkmetica  o-ti 
ordinis,  si  d=o,  secus  dicitur  ardinis  primi;  et  omnes  vocantur  series 
arithmeticEe,  qute  ex  hac  modo  sequenti  formantur;  scilicet  series,  cuius 
quilibet  w-tus  terminus  est  aequalis  summa.  terminorum  seriei  ordinis 
m-ti  a  primo  usque  ad  n-tum  inclusive,  dicitur  series  arithmetica  ordi- 
nis  (m-t-i)-ti. 

Si  a  —  1   sit,  series  ordinis  secundi 

fpro  d—i)     erit     1,  3,     6,   10,... 

(pro  d—  2)  1,  4,     9,    16,  .. . 

(pro  d=$)  1,  5,   12,  22,  . .. 

atque  series  ordinis  tertia 

(pro  d=i)     erit     1,  4,   10,  20,... 
(pro  d=2)  1,  5,    14,  30, ... 

(pro  d=$)  1,  6,  18,  40,  ... 
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Vocantur  numeri  serierum  harum,  priorum  (quae  ordinis  secundi  sunt) 
polygonaies,  et  quidem  numeri  seriei  prioris  triangulares,  sequentis 
quadrangulares,  insequentis  pentagonales  et  ita  porro,  propter  quod 
globuli  numeris  illis  in  tales  formas  disponi  queant.  Serierum  ordinis 
tertii  numeri  vero  dicuntur  pyramidales,  cum  globuli  seriei  primee  in 
pyramides  basis  triangularis,  secundae  in  pyramides  basis  quadratae,  tertias 
in  pyramides  basis  pentagonalis  &  exstrui  queant ;  nempe  si  «-tus  ter- 
minus  seriei  tertii  ordinis  sit,  pro  fundamento  ponitur  terminus  K-tus 
seriei  ordinis  secundi,  e  qua  illa  exorta  est,  ei  superponitur  terminus 
huius  (n — i)-tus  et  ita  porro  usque  quo  primus  terminus  (nempe  i)  huius 
seriei  apicem  claudat. 

18.  Erat  superius  a -{- b  per  se  muitiplicatum  ;  quaestio  succurrit, 
quidsi  adhuc  semel  per  idem  multiplicetur,  aut  quidsi  id  n-ies  Jiat? 
et  quid  si  eadem  operatio  cum  tribus  aut  quatuor  vel  pluribus  terminis 
suscipiatur  ? 

Si  a-\-b  per  se  multiplicetur,  prodit 

a1  -+■  2ab  ■+-  b2 ; 

si  [a-\-b-hc)  per  se  multiplicetur,  prodit 

O1  ■+-  b1  -+-  C1  -+-  iab  -+-  2ac  -+-  2bc, 

seu  summa  cuiusvis  termini  ad  2  elevati,  necnon  duplum  termini  cuius- 
vis  per  summan  antecedentium  multiplicati.  Si  vero  hoc  de  summa  5 
numero  m  terminorum  constet,  etiam  de  uno  pluribus  constat;  sit  enim 
t  terminus  novus ;  erit 

(5  -4-  t'f  —  s*  -i-  2st  -+-  f ; 

in  s1  adest  cuiusvis  terminoruin  priorum  potentia  secunda,  necnon  quivis 
terminus  priorum  per  duplam  summam  antecedentium  multiplicatus,  cui 
modo  accessit  2st  et  f, 

Ita  summae  terminorum  quotvis  potentia  tertia  est  asqualis  summaa 
cuiusvis  termini  ad  3  elevati,  necnon  tripli  cuiusvis  termini  per  secun- 
dam  potentiam  summae  antecedentium  multiplicati,    atque  termini  cuius- 
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vis  ad  2  elevati  per  triplam  summain  antecedentium  multiplicati.  Verum 
enim  hoc  est  (a-\-b)  aut  (a-\-b-\-c)  ad  3  elevato ;  et  si  verum  de  5 
eequali  summse  numero  m  terminorum,  verum  etiara  accedente  termino 
t  est ;  nempe 

(s  -+- t)3  —  53  -+■  3szt  -+-  $st2  4-  P , 

unde  ut  prius  patet. 

Altior  etiam  potentia  quasvis  ita  elaborari  potest ;  sed  reliquis  super- 
sedendo  expressio  tantum  ipsius  (a-\-b)n  quasritur  pro  quovis  integro  n. 

XXXIV.    Quaeritar  expressio  ipsius  (a-\-b)n  pro  quovis  integro  n. 

Ultro  patet  formulam  simpliciorem  fieri,  si  pro  (a-\-b)  stet  (i-\-x)\ 
nec  difficile  est  ex  (a-hb)  ipsum  a  per  a  dividendo  in  1  mutare,  sed  tum 
ultro  patet  totam  quantitatem,  quje  operationi  elevationis  subest,  divi- 
dendam  esse,  atque  tum  quasrere,  quoties  sit  maior  vel  minor  nova 
quantitas,  nempe  (a-\-b)  per  a  divisa,  quam  prior,  si  utraque  ad  n  ele- 
vatur?  Est 

la-V-by__   (a-\-b)n  . 

itaque 


Transformatio  ista  ssepius  in  aliis  casibus  quoque  usui  erit.  Simili 
modo  quivis  factor  e  quovis  termino  binomii  ad  exponentem  elevati  tolli 
potest.  Ex.  gr. 

[ut  +  /W  =  (  4  +  /3  )'.  yrq  =  k"*y-'  +llf.  f, 
nam 

( «yv  J.  f, = *?pezy = & + ,f  r. 

Reperitur  quidem  sine  hoc  artificio  quoque  (a-\-b)n\  sed  quia  per  se 
simplicior  casus  est,  consideretur  (i-\-x)n,  Est 
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(!-*-*)• 

:  =  X;4-2X   -+-      I, 

(l  +  *> 

:  =  x3  4- 3jc!  4-    3X 

-+-     I, 

(l  +  *> 

■  =  x4  -+-  4*a  4-    6x' 

-1-    4^ 

(i+4' 

—  X*  -+-  5*1  -H  ICW1 

-+-  IOX* 

Ita  ulterius  quoque  computando,  animadverti  possunt  sequentia. 

1 .  Exponens  summus  ipsius  x  est  exponenti  binomii  tequalis ,  et 
in  quovis  sequenti  termino  uno  decrescit,  usquequo  in  ultimo  x"=i 
fiat.  Unde  etiam  patet  idem  de  quovis  exponente  uno  altiore ;  nam  si 
talis  series  per  i-\-x  multiplicetur,  1  exponentem  ipsius  x  non,  x  vero 
quemvis  uno  augebit. 

2.  In  quavis  harum  serierum  sunt  coefficientes  a  primo  ad  dextram 
usque  ad  ultimum,  et  ab  ultimo  ad  lasvain  usque  ad  primum  iidem. 

3.  Sint  in  serie  tali  per  14- #  multiplicanda,  axm-\-(ixm—1  duo  ter- 
mini  quivis  proximi ;  erit  axm  .  i~axm,  nec  ullus  alius  terminus  per 
1  multiplicatus  xm  producet,  /£»«— 1.  x  vero  —  (ixm,  neque  ullus  alius  ter- 
minus  per  x  multiplicatus  xm  producet;  itaque  coefficiens  ipsius  xm  in 
facto  erit  («4-/?). 

4.  Coefficiens  termini  primi  est  1,  coeff.  secundi  est  coeff.  primi  per 
exponentem,  quem  x  in  hoc  nabet,  multiplicatus,  at  coeff.  secundi  per  ex- 
ponentem,  quem  x  in  hoc  habet,  multiplicatus,  est  duplum  coefficientis 
tertii ;  et  ita  porro  in  omnibus  his  casibus,  coefficiens  termini  m-U  per 
exponentem,  quem  x  in  termino  m-to  habet,  multiplicatus,  est  m-tuplum 
coefficientis  (m  4-  i)-ti. 

Unde  si  hoc  de  (14-  x)n~l  valeat,  erit 


(1  +  j:)"-1  —xK~'  -+-[n—i)xfl~ 


(n—i)  (u-2) 


(n—i)  (n—2)  (n—3) 

2-3 


nimirum  duplum  eius,  quod  quasritur,  per  2  dividi  debet,  uti  triplum  per  3, 
in  genere  «z-tuplum  per  m. 

Si  vero  de  (i  +  jc)™-'    valet,    valet  etiam    de    {i-+-x)n~ '  (i4-x),  id  est 
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(l+#}«.    Invertatur  enim  series,    ut    simplicius   fiat  fin  casibus  elaboratis 
nimirum    series    coefficientium    eadem    antrorsum  et  retrorsum  est)  ;    erit 

(1  -hx)"-'  =  1  -h  1  x -h  11  x2 -\-  111x3  +  ..., 
si 

I  —  n—i, 

n  __  (n^DJn^ 2)_ 


TTT—  ("— 0  (»— 2)  («■  -3) 
1U~  1.2.3 

et  ita  porro  in  infinitum ;  nam  sicubi  ex  «  subtrahitur  n,  factor  is  fit 
o  in  numeratore,  adeoque  cum  factor  is  iuxta  legem  hanc  semper  ma- 
neat,  abinde  onmes  termini  sunt  0 ;  plane  antea  vero,  dum  ipso  n  uno 
minus  (nempe  n — 1)  subtrahitur  ex  n,  manet  1,  fitque  hoc  ad  exponen- 
tem  («■ — 1)  ipsius  x  :  nempe  exponens  ipsius  x  est  asqualis  nuoiero,  qui  ex 
n   ultimo  subtrahitur  [pro  (i+x)«— '],  atque  tum  coefficiens  est 

(n—i).(n—2) 2 . i_  __ 

1.2 (n— 2)  (n—  1)    —    ' 

Sit  iam  in  serie  ipsius  (i+x)"-'  quivis  exponens  ipsius  x,  ex.  gr.  sit  5 
instar  cuiusvis ;  erit  ipsius  x5  in  serie  ipsius  (i  +  x)"  coefficiens  Eequalis 
suramse  IV+V  (per  3.),  hoc  vero  est 

_  _(«— 1)  (n—_ 2)  (___3)  n— 4)  (m--i)  («—2)  (n— 3)  (»— 4)  («— 5) 

1.2.3.4  1.2.3-4.5 

__  n(n—\)  ________  («—3)  («— 4) . 


1.2.3.4.5 

si  nimirum  prioris  numeratore  denominatoreque  per  5  multiplicato  ad 
denominationem  eandem  reducantur,  et  in  numeratoribus  factor  com- 
munis  (n — 1)  (n — 2)  (»—3)  (» — 4)  eximatur,  atque  per  factorum  sociorum 
summam  5+^—5  —  k  multiplicetur. 

Ita    serie    ut    prius   ab    x"— *    incipiente,    quum    sit  in  casibus    com- 
putatis 

(i-hx)'*-1  —  x"-1-*-!  xn~2  +11  #"-.3+111  x«-4+IV#re-s+V  r»-6+...+x°, 
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erit  (cum  heic  exponentes  ipsius  x  decrescant)  ipsius  xnS  in  (i-+~x)n 
coefficiens=  IV-+-V  ;  nam  t  nonnisi  per  IV,v"-5  multiplicatum  producit 
xn~~ 5 ,  et  x  nonnisi  per  Vx"-6  producit  x"— 5  ;  est  vero  in  [i-\~x)'!  ter- 
minus,  in  quo  x"S  est,  (5-Mj-tus  ab  xn  inclusive,  uti  antea  ab  i  usque 
ad  x5.  Unde  cum  ipsi  5  numerum  quemvis  sufficere  liceat,  patet,  de 
quavis  binomii  potentia  uno  altius  ascendendo,  esse  coefficientes  termi- 
norum  ab  extremis  aequidistantium  asquales ;  atque  pro  quovis  integro 
n  esse 

(■+«)-  =  1+  «t  +  »"-"  »■  +  -""-^f-1  »1  +. . . ; 
atque  si  ipsi  x  substituatur  (ex  p.  155)-=-,  est  a"(1~i~~~~)   — 

«  2  ai  2.J,  ai 

„    ,  1.  ,     nln-i)     „    „„„  ,     n(n—i)  (n — 2)     „    , Ei   , 
=  an-\-nan~l  0 -\ ^- — '—  an~2b2  -V- s       0J~- ;—a"Sb^  -+-... 

Patet  etiam  (a  -+-  b)n  constare  ex  n  -+ 1  terminis ;  nempe  prteter  pri- 
mum  sunt  n  termini,  donec  ex  n  subtrahatur  n. 

Est  quoque  in  quovis  termino  summa  exponentium  ipsorum  a,  b 
plane  «;  et  si  ,__,  v  integri  positivi  sint,  et  /j.-+-v=n,  in  aliquo  termino 
adest  aiibv  ;  nam  terminus  primus  est  a"  b° ,  et  exponens  ipsius  a  ter- 
minatim  uno  decrescit  ab  n  usque  ad  o,  crescente  simul  exponente 
ipsius  /1  a  o  ad  n. 

Sed  pr_eter  plures  alias,  etiam  via  sequenti  ad  idem  perveniri  po- 
tuit.  Quidnam  ex  (a-+a)  .(fi-+ b),  quid  ex  (a  ■+■  a) .  (/?  -+-  b) .  (y  4-  c) . . .  fiat, 
ultro  considerandum  venit  Ut  res  simplicior  fiat,  ponatur  a  =  f3=y=..., 
imo  ut  adhuc  simplicius  sit,  fiat  a=  1  =  fi  =  y  =  .. .  Peracta  multiplica- 
tione,  erit 

(i-f-a)  (i-\-b)  =   i-ha-hb-i-ab, 

quo  multiplicato  per  i-i-c,  prodit 

1+  a  ■+■  b  -+■  c  -4-  ab  -+-  ac  -+-  bc  ■+■  abc  ; 
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quod  continuando  facile  animadvertitur,  primo  prodire  semper  1,  deinde 
summam  singularum  literarum,  tum  summam  omnium  ambarum,  tum 
omnium  ternarum,  et  ita  porro.  Unde  de  m  literis  ad  w+i  prona  con- 
clusio  fit ;  nempe  1  in  novo  multiplicatore  dat  1  in  novo  facto,  dein 
summam  singularum  m  literarum,  tum  omnes  ambas,  quas  ex  m  accipi 
possunt,  dein  omnes  ternas,  postea  omnes  quaternas,  et  ita  porro,  usque 
ad  factum  ex  omnibus  m  literis ;  per  literam  novam  multiplicando  vero 
prodit  ex  1  multiplicandi  litera  ipsa  nova,  qua  accedente  ad  summam 
singularum  m  literarum  omnes  tn-hi  literae  aderunt ;  dein  e  singulis  m 
literis  a-hb-t-c-h...  per  novam  multiplicatis  omnes  ambas  novam  literam 
continentes  prodibunt ;  adeoque  cum  reliquae  ambae  iam  adsint,  acceden- 
tibus  his  omnes  ambas,  quae  ex  m+i  literis  accipi  possunt,  aderunt  in 
facto ;  ita  quaecunque  combinationes  omnes  m  literarum,  e  literis  nu- 
mero  u  constantes,  per  novam  literam  multiplicatas,  dabunt  omnes  com- 
binationes  ex  ,u-hi  literis  constantes  eas,  quse  Iiteram  novam  continent ; 
cum  omnes  combinationes  m  literarum  e  ,«  literis  constantes  adsint,  nec 
ulla  ex  w+i  literis  combinatio  ex  u~hl  Iiteris  constans  novam  literam 
continens  datur,  nisi  in  qua  litera  nova,  ,«  literas  e  prioribus  nancisci- 
tur.  Prodibunt  itaque  omnes  combinationes  ex  ,«-+-i  literis  constantes 
literam  novam  continentes,  reliquas  vero,  quas  prseter  hanc  accipi  pos- 
sunt,  adsunt,  relictas  multiplicatione  per  terminum  priorem  1  ;  adsunt 
igitur  omnes,  quee  ex  m-\-i  literis  accipi  possunt.  Continuando  usque 
ad  finem,  donec  (x  —  m  fit,  tum  is  terminus  ultimus  multiplicandi  est, 
qui  per  novam  Hteram  multiplicatus  dat  combinationem  omnium  m-hi 
literarum,  quae  sola  est,  neque  in  multiplicando  adest  ulterius  combi- 
natio  ulla,  quaa  per  1  multiplicata  huic  accedat ;  estque  omnino  sola, 
cum  ex  wz-t-i  literis  m-\~i  literas  (ab  ordine  abstrahendo}  unico  modo 
accipi  queant. 

Post  hasc,  dum  de  (l-hx)n  agitur,  facilis  refiexio  est ;  casum  eundem 
esse,  si  a  =  6  —  c=...—x  ponatur;  adeoque  nonnisi  numerum  ambo- 
rum,  ternorum . . .  y,  qute  ex  n  rebus  accipi  queunt,  quEerendum  esse, 
quod  facile  reperitur. 

Sint   nempe   a,b,c . ..    numero    n ;    et   ponatur    post   quamvis    qusevis 
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reliquarum,  quas  numero  n — i  sunt ;  prodibunt  imagines,  quarum  nullse 
duae  sunt  aequales,  et  in  quarum  aliqua  litera  quaevis  prseposita  et  quae- 
vis  alii  postposita  adest,  adeoque  nuraerus  omnium  amborum  simul  cum 
permutationibus  literaTum,  atque  numerus  imaginum  barum  est  n(n — i) ; 
et  e  qualibet  harum  imaginum,  (in  quibus  iam  2  literte  sunt),  si  cuilibet 
imagini  literarum  reliquarum  (quas  pro  quavis  imagine  numero  n  —  2 
sunti  qusevis  postponatur,  oriuntur  n(n  —  i)  (n  —  2)  eiusmodi  hmigines, 
quarum  nulla?  dua?  sunt  Eequales ;  nam  imagines  binarum  omnes  diversie 
sunt,  adeoque  etsi  omnibus  eadem  litera  postponeretur,  omnes  inasquales 
manerent ;  adest  quoque  quasvis  permutatio  e  3  literis  constans  inter 
istas  imagines  ;  nam  quaevis  data  fuerit,  in  illa  erit  litera  eius  postrema 
permutationi  alicui  e  2  literis  constanti  postposita ;  adest  vero  quaevis 
talis  permutatio,  quavis  literarum  reliquarum  postposita  ;  (nulla  nimirum 
litera  in  ulla  imaginum  bis  occurrente). 

Unde  ad  uno  plura  concludere  licet.  Si  nempe  ex  n  literis  permu- 
tationes  ex  m  literis  constantes,  numero  n[n — 1)  (n  —  2)...{n  —  (m —  ii) 
accipi  possint,  erunt  permutationes  ex  m-\-i  literis  constantes  numero 
n(n — i)...(n — m) ;  nam  si  ut  antea  cuivis  priorum  permutationum  e  literis 
m  constantium  qutevis  reliquarum  Hterarum,  fquse  pro  quavis  permuta- 
tione  numero  n— m  sunt)  postponatur,  orientur  n(n  —i)'...(n  —  m)  permuta- 
tiones  singulas  diversae,  (quia  diversae  ante  postpositionem  erant),  et  inter 
quas  quasvis  permutatio  ex  m-^i  literis  constans  aderit ;  nam  ut  antea 
qutecunque  talis  permutatio  detur,  erit  in  ea,  litera  eius  postrema,  alicui 
permutationi  ex  m  literis,  (talibus,  inter  quas  illa  postrema  non  adest) 
constanti  postposita;  aderant  vero  omnes  permutationes  ex  m  literis  con- 
stantes,  et  cuivis  quasvis  ex  n  literis,  quas  in  illa  non  adest,  postposita  est. 

Si  vero  tantum  de  numero  combinationum  quaeratur  (abstrahendo  a 
literarum  earundem  ordine  in  quavis  imagine),  tum  manifesto,  cum  om- 
nes  permutationes  quoque  adsint,  toties  plures  imagines  ex.  gr.  ex  m 
literis  constantes  erunt,  quoties  m  literae  permutari  possunt ;  adeoque 
numerus  imaginum  per  numerum  permutationum  dividi  debet.  Sunt  vero 
duarum  literarum  permutationes  duo  nempe  ab,  ba ;  accedente  nova, 
hasc  in  quavis  harum  aut  ante  aut  postponitur,  aut  inter  reliquas ;  itaque 
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trium  rerum  erunt  permutationes  numero  2.3,  et  si  m  —  1  literarum 
sint  2 . 3  ...(m  —  1)  permutationes  ,  erunt  m  literarum  2 . 3  . . .  m  ;  nam 
nova  litera  m-ta  in  quavis  imagine  m  loca  habet  ;  nempe  m — 1  literarum 
loca  intermedia  sunt  uno  pauciora  quam  literee,  adeoque  m — 2,  quod 
cum  locis  ante  et  post  literas  eflicit  m ;  per  quod  numerns  prior  mul- 
tiplkatur. 

Hinc  ex  n  literis  numerus  amborum  est 


numerus  ternorum  est 


et  ita  porro. 
Consequenter 


iiin—i) 


n{n—  1)  n—2) 
2-3 


»(»— 1)     2       n{n—\)  jn—2) 
2       x  "*"  2.3 


(ut  antea). 

Dicitur  hoc  Theorema  Binomiale,  cujus  inventio  Paschali  tribui- 
tur,  at  Newton  primus  animadvertit  (exemplis  pluribus  obviam  venien- 
tibus),  idem  ad  exponentem  quemvis  etiam  fractum  negativumque  ex- 
tendi ;  fertur  quoque,  cum  hoc  tam  cardinale  in  Arithmetica  sit,  quam 
Pythagoricum  in  Geometria,  formulam  binomii  sepulchro  Newtoni 
incisam  esse,  quamvis  indemonstratam  reliquerit,  neque  universaliter  vera 
est,  nisi  b<^a  sit.  Itaque  hae  series  pro  exponente  non  integro  consi- 
deranda;  veniunt:  erit    is    aut  <Jaut|>i,  atque  aut  positivus  aut  negativus. 

XXXV.  Si  x  et  e  positiva  fuerint,  atque  pro  (i±^)±e  condatur 
series  ea  lege,  ut  pro  (l-¥z)E  sit  primus  terminus  z"  —  1,  et  quivis  ter- 
minus ,    denotante    u    exponentem    ipsius   z    in    eo ,    multiplicatits  per 

£ u 

_*V  .z  det  sequentem  (ut  antea) ;  tum 
1.  5it  e  <z  1  sit,  pro(l-hx)e  erit  series  sequens  ; 
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et  coefficiens  e  positivus  erit,  veluti  ubique,  ubi  exponens  ipsius  x  impar 
est,  et  negativus,  ubi  exponens  ipsius  x  par  est ;  nam  si  e  fractione  vera 
integer  subtrahatur,  negativum  manet ;    adeoque    ad    exponentem    parem 
factores  negativi  numero  impari  erunt,  et  pari  ad  imparem. 
Pro  (l — x)e  erit 

ubi  coefficiens  — e  negativum  est,  quia  e  per  — x  mulriplicatur,  et  postea 
quoque    omnes    coefficientes  negativi  erunt ;  nam  ad  exponentem  parem 
potentia   poskiva    est,    et    numerus    factorum   negativorum    est   impar,  et 
par  ad  exponentem  imparem  ipsius  —x. 
Pro  (i-+-x)-e  fit 

i-ex+~<-f-l)  *  +  ...; 

ubi  coefficientes  ad  exponentem  imparem  sunt  negativi  et  positivi  ad 
parem ;  nam  ad  imparem  exponentem  factorum  negativorum  numerus 
impar  est,  et  par  ad  parem.  Inverse  est,  dum  tam  e,  quam  x  cum 
4-  est. 

Pro  (i  —  x)— e  fiunt  omnes  termini  positivi,  quuin  ad  exponentem 
imparem  potentia  negativa  sit  cum  numero  factorum  negativorum  impari, 
et  hi  numero  pari  sint  ad  exponentem  parem. 

2.  Si  £>l,  erunt pro  [i^-xf  termini  priores  positivi,  usquequo  factores 
ccefficientis  fractio  vera_/prima  vice  ingreditur  (ex  e  integris  ab  i  incipiendo 
subtractis) ;  et  tum  terminus  sequens  fit  negativus,  nam  ccefficienti  priori 
accedit  factor  f — i,  quod  negativum  est ;  atque  deinde  termini  signa 
alternabunt;  nempe  factores  ccefficientis  sequentis  duo  negativi  et  sequentis 
tres  negativi  &,  ingrediuntur. 

Pro  (i  —  xf  ccefficiens  ipsius  *  est  negativus  propter  —  x,  et  ad 
exponentem  imparem  semper  negativus  erit  et  positivus  ad  parem  eousque, 
dum  ex  e  ipso  maius  subtrahitur,  et  fractio  vera  negativa  factores  cceffi- 
cientis  prima  vice  ingreditur  ;  abinde  vero  erunt  vel  omnes  positivi  vel 
omnes  negativi ;  nempe  si  factor  negativus  ad  exponentem  imparem  ipsius 
—  x  nascatur,  terminus  is  positivus  erit  (propter  duos  factores  negativos), 
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et  sequens  quoque  ex  exponente  pari  et  numero  factorum  negativorum 
pari  positivus  fiet,  et  ita  porro.  Si  vero  id  ad  exponentem  parem  fiat, 
terminus  is  negativus  erit,  et  sequens  quoque  e  potentia  impari  ipsius 
—  x  et  numero  factorum  negativorum  pari  negativus  eri}  E^. 

Pro  (l-+-;e)— *  fient  termini  ad  exponentem  imparem  negativi  et  positiv 
ad  parem  ;  uti  pro  (1  -+-  x)~e  et  e  <C  1   (in   i.J. 

Pro  (1 — x)—e  erit  coemciens  ipsius  x  positivus,  uti  omnes  sequentes: 
nam  ad  exponentein  imparem,  erit  factorum  negativorum  numerus  impar, 
et  par  ad  parem,  uti  erat  pro  e<i   tt  [i—x)~e. 

3.  Relatis  omnibus  casibus,  facile  patet,  quod  cuiusvis  serierum  ha- 
rum  (excepto,  si  x  non  <:  1  est)  terminus  tendit  ad  o  et  summa 
limitem  habet. 

Nam  dicatur  generaliter  exponens  E,  et  id  per  quod  ccefficiens  mul- 
tiplicatur,  ut  sequens  prodeat,  dicatur  exponens  coefficientis,  id  vero  per 
quod  seriei  terminus  multiplicatur,  ut  sequens  prodeat,  dicatur  exponens 
seriei;  quo  pacto  exponens  ccefficientis  erit 

E— fj. 

jU-\-l     > 

exponens  seriei  vero 


prouti  l  -+-  x  vel   1  —  x  elevatur. 

Si  E  positivum  sit,  sive  >  i,  sive  <  I,  dicatur  —  /prima  fractio  vera 
negativa,  quam  E — ft  dat.  Nempe  si  £<ii,  pro  fj.  =  0  est  E— ft<\ 
et  pro  ,«=l  est  E — /u  negativum  et  <ii;  ita  si  E>i,  aliquando  prodit 
fractio  vera  positiva  et  postea  statim  negativa  fit.  Est  vero  tum  (pro 
dicto  ju)  exponens  ccefficientis 


et  postea  quivis  per 


exprimi  potest,  qui  item  -<  I,  quia  numerator  <j  denominatore. 
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Crescit  quidem  hic  exponens  (semper  <;  1)  signo  —  sublato,  et  tendit 
ad  —  1.    Nam  sequens  est 

— f —  m  —  1 

f*  -+-  2  -+-  m     ' 

adeoque  duo  proximi  (per  — 1  multiplicati)  per  -3-  et  -jy^rz-  exprimi 
possunt,  quibus  ad  denominatorem  eandem  reductis  numerator  prioris 
manifesto  est  minor,  cum  ot</isit;    at  si  «-— .00,  ipsum— tf~'     ^— — 1. 

Consequenter  ab  illo  termino,  a  quo  exponens  ecefficientis  semper 
unitate  minor  est,  exponens  seriei  semper  <^^:  est. 

Interim  usquequo,  pro  E  positivo  et  >  I,  fuerit  E  —  //<i,  si  dentur 
termini,  exponens  ccefficientis  decrescit  eousque.  Nam    sint  duo  proximi 

E  —  m        .      E  —  m  —  1 


erit  numerator  uterque  positivus,  et  priore   a-\-  1    dicto  posterior  u  erit, 
adeoque  (pro  m  -+-  I  =  /?)  est 


Si  E  negativum  et  <]  1  sit,  tunc  iam  primus  ccefficiens  est  E=—f; 
atque  abinde  omnia  ut  prius  valent. 
Si  vero  E  negativum  et  [>  I,  sit 

E=  —  e ,     et     x  —  j  - ,     atque     L=  l-Y-k, 

Decrescit  tum  signo  ■ — sublato  exponens  ccefficientis  (semper  |>i);  nam 
—  e  —  ,u      —e  —  ^it  —  i 

'  [i-\-'l     r>        jLL-\-2        ' 

E  —  u 


Ceteroquii 


iim 


Seriei  ipsius  exponens  vero  fit  a  certo  termino  incipiendo  fractio  vera 
quidem  ; 
tale  /u,  ut 


et  quidem  semper  decrescens  et  tendens  ad  limitem  — j- .   Datur  enim 


,Google 


SECTlO    PRIMA.  165 

-e-u      /, 
,«  H- 1     "  L  ^ 
sit ;  fiet  hoc,  si 

seu  pro  certo  p  positivo  sit 

el-h/i  /-\-p  =  ju  L-\-  L, 
quod  fit  pro 

__J_e-hp  —  L__  __  le-h_p  —  l  —  k  ____  le+p  —  l 

'"—       L  —  l       ~~  k        ~     ~~  ~"  "         l ' 

nbi  positivum  p  quantumvis  accipere  licet.  Adeoque  si  p  crescere  a  o 
concipiatur,  ubi  expressio  prima  vice  integrura  positivum  dabit,  illud  erit 
primum  quassituin  fi,  atque  abinde  seriei  exponens  (<J  1)  semper  decres- 
cet ;  nam 

e-\-ft  ^_  e -n/f +  1  —e  —  fA.  _/_ ^  —  e—  /j,—  i  __ 


-r~>- 


fi-\-2     L  ' 


In  prioribus  casibus  itaque  exponens  seriei  a  certo  termino  «  inci- 
piendo  semper  <^x  est.  Adeoque,  cutn  si*<^l,  etsi  ubique  exponens 
=  x  esset,  axm'~-o,  si  /«--— .00  (pag.  150.),  etiam  terminus  seriei  tendit 
ad  o.  Atque  si  summa  terminorum  usque  ad  a  exclusive  sit  a,  etsi  oin- 
nes  termini  positivi  essent,  summa  quotvis  terminorum  maneret  (p.   150-) 

nam  sequens  terminus  est  <\ax,  postea   sequens  <^ax2  etc.    Unde  ubi- 
cunque  subsistatur  post  a  ex.  gr.  ad  terminum  t  error  erit  <J  -__;■„  ■ 

In  postremo  casu  quoque,  si  b  sit  terminus,  in  quo  terminus  seriei 
fractio  veray^fit  deinde  semper  decrescens,  manifesto  bfm~-—Q,  si  m-"-.oo  ; 
adeoque  et  terminus  seriei  tendit  ad  o.  Atque  si  summa  usque  ad  b 
(exclusive)  fi  dicatur,  erit  summa  terminorum  quotvis  (etsi  omnia  positiva 
essent) 

nam  terminus  sequens  est  <\bf,  postea  sequens  <\bf'!   &. 
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4.  Scd  gaudet  etiam  summa  cuiusvis.  harum  scricrum  iimite.  Nam 
si  ab  aliquo  saltem  signo  omnes  termini  positivi  vel  omnes  negativi  sint, 
patet,  quum  crescat  manens  tamen  certo  finito  minor.  In  omni  alio  casu 
vero  (per  prascedentia)  signa  ab  aliquo  termino  alternabunt ;  sit  A  summa 
usque  ad  alternantium  terminum  quendam  positivum  (hunc  excludendo),  et 
accipiantur  abinde  quotvis  paria ;  erit  summa  cuiusvis  paris  (cum  terminns 
quilibet  £>  sequente  sit)  positiva,  adeoque  A  semper  incrementa  capit, 
nunquam  tamen  finitnm  supra  dictum  attingens  ;  sit  itaque  (per  pag.  55.) 
limes  S,  et  sit  5  summa  ipsius  A  cum  summa  quotvis  parium,  atque  sit 
t  terminus  paria  addita  excipiens.    Erit 

S — S'—o, 
et  quia  ^  —  o,  etiam 

S—  (s-ht)-^ .0; 

adeoque  5  et  s-i-t  utrumque  tendit  ad  limitem  S. 

5.  Inquirenduni   ctiam,   num 

X* -t- . .  .-^(l -h  x)e , 

quodtibcl  ipsorum  x  et  e  sive  positivum,  sive.  negativum  dcnotet. 

Sit  prius  x<,i,  et  e  —  -£  (pro  n  et  m  integris) ;  id  tantum  demon- 
strandum  erit,  quod 

(i+ex+^£=^-x*+-..)m^{i+x)±M, 
nam  tum  (p.   104.) 

IH--Jf-H  e(~e~^  x"-i-  ...      *^(l-hxfir. 
Patebit  statim  pro  quovis  reali  r,  quod  si 
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.,),((,. +  1)g-,)^+    ^^ 
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nempe  in  prima  serie  substituto  ipsi  e  ubique  re  pro  secunda  serie  et  {r-\-i)e 
pro  tertia. 

Dicatur  s'  summa  seriei  prioris  usque  ad  terminum  (inclusive)  in  quo 
xP  est,  secundas  sit  S",  tertise  sit  summse  limes  2'  et  summa  usque  ad  xf 
inclusive  2''.  Prodibit 

ubi  0}  tendit  ad  o,  si  u.  tendat  ad  infinitum.  Atque  tum  S — S  et  s—s' 
tendunt  ad  o  ;  adeoque  Ss  —  S's'  tendit  ad  ot  atque  etiam 

Ss  —  (J£'-i-  w)  —  Ss  —  2'—  0)^—0, 
consequenter 

Ss  —  2'-"~.o; 
sed  etiam 

2—  y-^o ; 

erit  igitur  (p.  80.) 

2=Ss, 

Id  ergo  tantum  demonstrandum  est,  quod  usque  ad  xf  series  tertia 
rite  exhibeat  factum,  atque  (o,  quod  post  x/'  ex  Ss'  prodit,  tendit  ad  o. 
Tunc  enim  ponatur  prius  1  pro  r,  tum  2  et  ita  porro  usque  ad  m,  et 
prodibit  prius  s'*,  tum  s'3,  et  ita  porro  usque  ad  s'm,  prodibitque  pro  r=m 

me{me —  1)                      me{me  —  1). .  .{me—u.  -+-  1) 
i-h  me  x-\ — x3-{-  ...H —    ^.3..  .11 x!'' 

quod  pro    e  =  ——   est 


=  i-hnx- 

=  (1  -i-  x)". 


Si  vero  pro  e  ubique  —  — —  ponatur,  manifesto  (i-\-x)~~n  prodit. 

Designetur  hunc  in  linem  ccefficiens  seriei  prioris  tanto  numero  romano, 
quantus    exponens   ipsius  x  m  illo    termino    est,    ita  in  secunda  et  tertia 
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quoque  eo  discrimine,  quod  numerus  romanus  insigniatur  in  secunda  uno 
accento,  in  tertia  duobus,  et  consideretur  quivis  exponens  ex.  gr.  5  instar 
omnium. 

Erit  V"=V'+IV'.I+IH'.I/-hII'.III-l-I'.IV+V;  namque  *= 
nonnisi  e  facto  terminorum  prodit,  in  quibus  summa  exponentium  est  5, 
quod  cum  snmma  numerorum  romanorum  convenit. 

Est 

V=re~-^  IV,     IV'=~~-i .  III ,     111'=-' 


5       *.,*.—       4       .......  —       3 

//'=  r-±=- 


I=e,    II=*~±.I,    111=  ==-2-.  II,     IV=±~i.III,     V=-e=i.IV. 
Hinc  substituendo  superius  in  valore  ipsius   V",  est 

IV.  1    =  "-^3- .  III'.  I;      III' .  11=  -'-=- .  //' .  //; 
//' .III===f=./'  .    III;      I'.IV=re.IV;     V=V. 

Consideretur  porro,  quod  si  -,  =  -i-=u,    atque    k-\-h  =  l   sit,    tum 

a-t-j8  a     .,  *        * 

—  r      =  u  =  -r-  sit ;  nempe 


i  ~  i  —       I'     ~  l 

adeoque 

k    a       h   j-j  _  a        fi  __  a  +  fi 
TT+TI-T+T-~7    = 


Erit  hinc  (quum    V= -.— *  .  IV), 


■-LlV+  —  ~-i-III'.I; 
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nam  1+4—5,  uti  k-\-h  =  l  erat.    Ita 


-i=^-iir.i+"-T 

-  ir.  11, 

11            ^.       11  .11  \          ^ 

r.  iv=^-.iv=r.~~^- 111=  —-^-  /'.  111+  -j-rv, 

v=^±.Iv. 

Unde  pro  valore  ipsius  V",  e  quavis  linea  terminos  duos  posteriores 
accipiendo,  pro  IV.  1,  III.  II,  II.  III,  I'.IV  terminis  rite  dispositis, 
oritur  schema  sequens : 

V=  ""A/ir 


iv.  i  =  e  iv+--s  3  .nr.i, 


nr.  11= 


ir.  iii= 


r.  iv  = 


—  3 

5      ■ 


V    =  ^i-.IV. 

Ubi  in  quavis  eolumna  patet  numerum  romanum  factorem  communem 

esse,  et  summam  factorum  sociorum  esse ? *  ;  nam  ubi  orti  sunt 

hi  valores,  in  termino  cuiusvis  lineae  ultimo  numerus  romanus  convenit 
cura  penultimo  lineje  sequentis,  atque  ex  e  in  quavis  linea  sequenti  uno 
maius,  ex  re  vero  uno  minus  subtrahitur;  quod  etiam  generaliter  ostendi 


,Google 


I70  CONSPECTUS    ARITHMETICAE    GENEEALIS. 

potest.  Denotent  M,  N  numeros  romanos  ita  [M—l},  [N—i],  [-A/-+-I], 
nempe  ita  ut  si  ex.  gr.  N=V,  [N—  1]  denotet  fV\  m,  n  vero  denotent 
numeros  communes,  significatione  priore  haud  retenta,  ita  ut  si  ex.  gr. 
M  denotet  V,  denotet  m  tum  5,  et  accipiantur  duo  eiusmodi  valores  pro- 
ximi  ut  antea,  M'Net  [M—  1]  [iV-t-i];  erit 

M'N=  ^^--I]  [M'~  1] N=  M^-^-^W-  1], 

[M'-i]  [N-hi]=™  ^f-}  W-2\  [N+i\  = 

=[j/'—  i]-J^-a; 

adeoque 


ubi  prioris  ultimo  et  posterioris  penultimo  est  factor  \M'—  ij/Vcommunis, 
ae  summa  factorum  sociorum  est 

e[r-\-i)  —  [m-\~n  —  1) 


Facile  etiam  patet  numeros  romanos  accento  insignitos  post  alterum 
a  summo  semper  uno  decrescere  in  linea  sequenti,  et  socium  accento 
destitutum  ad  finem  linese  secundas  esse  /,  et  uno  crescere  semper,  donec 
in  columna  ultima  summus  numerus  (heic  IV)  maneat  sine  accento,  uti 
in  prima  idem  cum  accento  uterque  bis. 

Itaque  redeundo  ad  schema,  ut  res  clarior  fiat :  substitutis  ipsorum 
V,  IV.  I,  III'.  II,..,  valoribus  erit 

y__  eJ.r+A-A_  {ftr+Iir.  /+//'.  //+/.  IIMV)  =  ^-hi)-±  _  /v„. 

nam   erat  IV-h  III'.  f-h  IT.If-h  I'.  III. -h  IV=  IV". 

Rite  igitur  prodire  superius  S's'  usque  ad  xf,  applicando  ad  /",  //". . . 
patet;  oy  vero,  quod  pro  tu  —  5  prodit,  est 
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v.r 

xf>  -+-     V.  II 

*'-t-      V.III 

xaH-     V.IV'\x" 

IV.  II' 

-+-  iv.  ii r 

-+-IV.IV 

-+-IV.V   ' 

iii.  iii 

+  III.  IV 

+111.  V 

II IV 

-+-  II.  V 

I.V 

Hoc  autem  tendit  ad   o,  si  u  tendat    ad    infinitnm.  Accipiantur  enim 
positive  termini  omnes  in  seriebus 


II  x 

II' X 


. ,  Mxm    ...,  [2M]  x™, 

.,M'xm,...,\2M'\  x2m, 


per  M,  M'  ccefficientes  ipsius  x"! , . . .  per  [2M],  [2M']  vero  ccefficientes 
ipsius  x2m  intelligendo.  Utraque  series,  etsi  omnes  termini  positive  accipi- 
antur,  limite  gaudet  (pag.    166.);  sit 


i^hlx^II  a 
l-^Ix^  II* 


■^...- 
•■^...- 


^A'. 


Pro    quibusvis    datis   x   et   l   positivis    potest    utraque    series    ad   tantum 
exponentem    eundem  usque  sumi,  ut  si  summa    prioris  usque  ad  xm  (in- 
clusive)    dicatur  u  et  11    posterioris,  atque  u  prioris  usque   ad   x2"1    et  «' 
posterioris,  tain  A  —  u  quam  A' — u'  sit  <^x,  et  AA' — uu'<\X. 
Est  vero 

AA^uti^uu1, 
itaque 

uu —  u  u'<^X. 

Estque  porro  in  u  11  summa  potentia  in  facto  partiali  M M'  x2m 
fneque  in  ullo  alio  amplius  tanta  est).  Itaque  si  to  dicatur  summa  omnium 
factorum  partialium  illorum,  in  quibus  exponens  ipsius  x  excedit  2m, 
quum  omnia  positive  accipiantur,  erit  <<>'  pars  ipsius  uu  —  uu' ;  nam  in 
hoc  adsunt  etiam  illa,  qute  adhuc  fuli  e  schemate  videtur)  deficiunt 
ultra  xm  usque  ad  x2m.    Est  igitur  <y'<|A. 

Sed  facta  illa  partialia,  qua;  ultra  x2m  prodeunt  fper  multiplicationem 
serierum    usque  ad   x2m    sumtarum),  sunt  prteterquam,  quod  heic  omnia 
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positive  accepta  sint,  plane  eadem ;  consequenter  si  horuin  summa  <y 
dicatur ,  ac  omnium  terminorum  positive  acceptorum  summa  w'<J  k 
fuerit,  et  signis  terminorum  mutatis  erit  a<^X;  atque  si  2tn—/j.  sit,  et 
jU  tendat  ad  infinitum,  w—o. 

Consequenter  omnibus,  quae  superius  requirebantur,  demonstratis,  pro 
#<Jl    et  e  —  +~  est 


(1- 


e(e  —  1)  {e  —  2 )_ , 


.2.3 

Unde  etiam  (pag.   158.) 

(fl  +  ^  =  fle  +  Me-ij+  g(?.7l)gg~2^+   '(g~,2.ig~2)  gg-3^H-..., 
si  5<|«. 

6.  Si  vero  &|>fl,  idest  x  —  —  t>i,  tum  (i-H,v)fi  ita  exprimi  nequit. 
Nam  (1  +x)'?  determinato  finito  valore  gaudet ;  si  vero  x~-r  et  £J>/&, 
fiet  summa  terminorum  omni  dabili  maior.    Nam  terminus  M-tus  erit 

e(g— i)...(g  — (»—i))  l"_  g^     (g  — i)l        (g  —  («  — 1))  k 


et  exponens  seriei    per  -r-  exprimi  potest;  fit  vero  c — -w  aliquando 

negativum    et    ab    illo  termino  incipiendo    aut    est  semper  unitate 

maius  aut  quovis  dato,  quod  <J  I,  maius,  adeoque  exponens  seriei  unitate 
maior  fit  et  abinde  semper  crescens  tendit  ad  —  -r_- .  Nam  si  e  negativum 
et  imitate  maius  est,  exponens  ccefficientium  semper  unitate  maior  est ; 
si  non,  et  per       — _-=-    exprimatur,    pro    quavis   fractione  vera  positiva  /, 


-TI^1' 


K-l-I  * 
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prodit 

l-/> 

ubi  n  pro  /  positivo  et  unitate  minore  (si  />e  accipiatur  pro  casu,  si 
e  negativum  et  unitate  minus  sit)  prodit  positivum,  uti  esse  debet ; 
crescente  autem  n  crescit  .    Atque    si 

/— *-  k 

(ita  ut  h  et  A  utrumque  positivum  aut  utrumque  negativum  sit),  est 

Si  iam  ab  aliquo  termino  incipiendo  omnes  termini  positivi  aut  omnes 
negativi  sint,  manifesto  series  tenderet  ad  infinituin.  Si  non,  tum  ab 
aliquo  termino  incipiendo  (ubi  iam  exponens  seriei  unitate  maior  factus 
est)  signa  alternabunt ;  sit  terminus  aliquis  A  negativus,  sequens  B  posi- 
tivus,  postea  C  negativus,  D  positivus,  atque  considerentur  A-\-B  et  C-+-D. 

Exprimi  B  potest  per  A  |^j  -j-  et  D  per  C  g~^3  y ,     estque 

^--*=4'~Sif4)    «    C+fl  =  4-^±^l); 

in  utraque  parenthesi  negativum  prodit  et  maius  in  posteriore,  si  pro  #~  .& 
positivo  sit  e  positivum,  nec  integrum,  vel  negativum  et  unitate  minus.* 
Prseterea  C^>A,  adeoque  incrementa  semper  nova  accedunt  cum  quo- 
vis  novo  pari,  et  quidem  semper  maiora. 

E  pag.  1 6 1  — 163  signa  nonnisi  pro  (1  -+-  x'f  et  (1  -+-  x)~ "  alternant.  Itaqne 
nonnisi  de  (i  +  xf,  ubi  e  negativum  et  >l,  quasstio  fit  pro  x=ir  et 
k>hy  (k  et  h  positivis).  Sit 


*  Nam  — -7— ,   quod   crescens  et  ad    1    tendens,    maius  qua> 
veniunt.    Accipiatur  nempe  pro  c  positivo  et  >  1,  n    tantum    ut    s 

frrirtionisi  vorrr  '-osil.ivo  .aixleni.lo    '■   •/.  i.a  i.onoriinnl.ori  pOMtivo  ii.rlclilo  -)-  1  inailis  prodil.  Nimipo  i 
pnronl  ho- 
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pro   Q  positivo;  accipiaturque  n  tantum,  ut  sit 
Q<2g     et     Q<g3; 

quod  fieri  potest,  quum  j,\rp,  tendat  ad  —  i. 

Sint  termini  eiusmodi  signis  alternantibus  A,  B,  C,  D  se  invicein  ex- 
cipientes,  sitque  A  positivum,  B  negativum,  C  positivum,  D  negativum; 
exprimentur  hi  per 
A       Ae—nx       Ai—n){fi  —  n  —  \\ 


(tl~j~l)(n-h2)         '  (M-t-l)(»H-2)(»-b3) 

eritque  factor  ipsius  Axz  positivus,  quum  A  et  C  positiva  sint,  factor 
ipsius  Ax*'  autem  negativus  est,  quum  A  et  x  positivum,  D  vero  nega- 
tivum  sit. 

Est  autem  A  tam  in  duobus  prioribus,  quam  in  duobus  posterioribus 
factor  communis;  estque  summa  factorum  sociornm  in  duobus  prioribus, 
substituendo  valores  dictos: 

in  duobus  postremis  autem,  si  in  postremo  pro  —  j-  ,  quod  £> — i, 
tantum  —  i  ponatur,  summa  factorum  sociorum  ipsius  A  erit 


^  (e  —  n)(e  —  n  —  i) 

(f!+[)(«+2)      ' 


>(-*3-h*y-' 

Est  autem,  substituto  valore  ipsius  x, 

x2  —  x3  —  — ■  q  —  iq1  —  q3, 
quod  per  valorem  suppositum  ipsius  n 

>-q-Qq-Q 

est.    Fit   vero    adhuc    maius    negativum,    si  per    coefficientem  positivum 
multiplicetur;  fieritque  adhuc  maius,  si  pro  — i  poneretur  -. — . 

Ita  si  a  =  b,  facile  patet  formulam  nonnisi  pro  casibus  particularibus 
valere. 
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7.  Notandum  autem  increraentis  decrescentibus,  imo  ad  limitem  o 
tendentibus  etiam  posse  siunmam  omni  dabili  maiorem  fieri  :  ex.  gv. 

H-J-  +  ^-J-..--^oo. 

Si  enim  exponens  seriei  ab  aliquo  termino  incipiendo  semper  abinde 
[>i,  et  (ut  antea  in  serie,  cuius  termini  sunt  A-\-B,  C-\-D..'.)  idem 
omni  dabili  pluries  accedit :  summa  seriei  tendit  ad  00. 

Si  vero  exponens  seriei  certa  fractione  vera  f  ab  aliquo  termino  « 
incipiendo  abinde  nunquam  maior  fit,    etsi  semper  crescat,   surama    inde 

erit  <! 7r.  cui  summa  terminorum  aiitcriorum  addita.  maius  tota  seriei 

summa  prodit  (pag.   151). 

At  si  exponens  seriei  semper  quidem  unitate  minor  sit,  sed  semper 
crescat,  neque  tamen  maneat  certa  fractione  vera  /  minor,  tum  pro 
diversis  casibus,  summa  finita  aut  infinita  esse  potest.  Si  pro  certo  b 
seriei  ab  aliquo  a  incipiendo  tot  termini  accipi  possint  usque  ad  aliquem 
u,  ut  sumraa  eorum  (si  exponens  seriei  illo,  qui  ad  a  est,  dicto  e  con- 
stans  maneret)  non  sit  <j  b,  et  post  quodvis  u  (sequente  termino  d 
et  exponente,  qui  ibi  est,  e  dicto),  detur  talis  terminus  u',  ut  sumraa 
ab  a'  usque  u  (si  exponens  constans  e'  maneret)  non  sit  <J  b ,  et 
summEe  haa  signo  eodem  gaudeant,  tum  manifesto  series  tendit  ad 
infinitum. 

Pro 

b=  ue~a 

e  —  i 

esset  (pag.   151.J 


adeoque  si  exprimantur  u,  a,  e  generaliter    (pro    serie    tali    aut    in    talem 
mutata,   ut  termini  omnes  adeoque  et  a,  e,  u,  b  positivi  sint  et  semper  sit 

a  -\-eb>b, 
Cut  u  prodeat  positivum)  atque  sit 

a-t-eb  —  b     . 
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nam  u<ia  propter  exponentem  unitate  minorem  est ;  tum  summa  seriei 
tendit  ad  infinitum. 
Ex.  gr.  In  serie 

2^34«        »-w  ^■■- 

I  » 

Pro«-=  nQSte  =  T+7i- 

Sit  _>  _=  1  ;  erit  «  -t-  eb  _>  5,  nempe 

_■_  K  -I- 1  nJ  -\-n      ^*   ' 
atque 

/  1  n  \         n 1 .  n  _   1 

u      \ n        n -+- 1         '  »+1        »(«+i)  '    w-i-i        «2  ' 

Si  a  —  -I-  ,  erit 

X-4-_L_i___L:>I 

et  si  a  =  -4- ,  erit 

1     ,     1  _L 

7 

et  ita  porro,  adeoque  prodit 

I  -t-  1  -+- 1  -I-. 

Pro  b  — =  -?j- ,  erit  primum 


—  /1  .    2   7_i\.  2_i5. 
""  U  "*"  3    8 


3  ~"  48  ' 

sed  in  quovis  seriei  termino  numerator  1  est ;  atque  si  -}$■  ad  numerato- 

rem   1  reducatur,  fiet     ,-„    —  —  —  -0  •  unde  quum  u  sit<C~       si    series 
*t"  _  _i_  ___  3 

1  .   .     .15 

usque  ad  -y    summetur,  prodibit  ipso  b  maius. 
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e    facto    numerorum    naturalium     1,2,3,...    Per 


3 

2 

3  ' 

1 

4 

"2" 

2 
3  ' 

3 
4 

Unde  etiam 

1 
2 

2 
'  3  ' 

3 
4 

n 
«4-1 

= 

«+1 

—-o, 

si  n  _-  co  ;  imo 

ub 

icunqne  incipiendo 

,  ex.  gr. 

3 

1 

4 
5 

5 
6 

n 

■= 

_  3 

«4-1 

n  4-  1 

Criterium  divergentiae  aliter  exponi  potest.  Pro 


nUn—i  J^n—\ 

et  si sive -y>- — ■ — T—   non   eaudcat   1  inih  c  o,    seiies    divereit.    Si 

m  Un—i  —  Un 

vero  ab  atiquo  termino  porro  m  semper  positivum  et  roaius    certo    uni- 
tatem  superante  manet,  series  convergit. 

Notandum  vero  quoad  m,  primum  ipsius  n  valorem  ibi  accipi,  ubi 
n  prima  vice  £>  m  est.  Pro  m—l,  si  primus  terminus  =1  prona- 
tur,  fit 

et  pro  m  —  2,  si  duo  priores  termini  1   et  —  accipiantur,  fit 

Quo  maius  m  vero,  eo  maius  subtrahitur  ex  ;.,  eoque  fit  exponens 
minor,  terminique  minores ;  decrescenteque  m  contrarium  evenit. 
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8.  Si  —  tendtt  ad  q,  est 
[a  +  i?  =  a?  +  qal-'  b  -+-  3SSU=1\  al-'  i'+  9  (?.=iL(?^I  a,-3  b3  +  .  .  . 
Nam  si  duas  series  fuerint,  una  terminorum  constantium 

a+J+c+...=     vel     -~-A , 
altera 

a'  -+- b' -\- c' -+- ...  =     vel    ■"-.-4', 

et  quotvis  termini  accipiantur  prioris,  totidem  posterioris ;  si  quivis 
n-tus  terminus  huius  dicatur  t\  priorisque  H-tus  t  sit,  fieri  possit  pro 
dato  quovis  a=  -^- 


et  quidem  id  pro  omnibus  t  et  t'  simul  sit:  tum  A=A' 

Namque  tum  (si  ex.  gr.  termini  usquead/,/'  accipiantur;, 

a  b'  c  f 

a         '      b         '      c         ' " '  f         ' 

et  (pag.  93  sub  5.) 

.  a'-\-  b'-\-c'-+- . ..+/' 
a  -+  b  +  c  +  ..,  -+/  '"■ : ' 


atqu  c 

«'+  _ '+-  c'-h  ■ . .  -+-/'          ^    1 
a  +  *  +  c  +  ...+/       I<;_V 

tieri  potest:  adeoqr 

le 

o'-H  5'+  . 

..+/•-(«+«+..  .+/x^±^t- 

quod 

<#=« 

est.  Itaque  quotvis  terminornm  seriei 

a'_l_  £'_[_  c'_ 
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summas,  qua_  tendit  ad  _•_',  ditferentia  ab  A  quovis  dabili  minor  fieri 
potest.   Unde  patet. 

Notandnm  vero,  inde  quod  si  duas  series  sint  totidem  terminorum 
sibi  invicem  respondentium,  et  cuiusvis  termini  differentia  ab  ei  respondenti 
tendit  ad  o,  non  sequi,  summas  seriermn  esse  aequales. 

Ex.  gr. 

±  +  i +  *+■■■ 

non  est  aequale 

2«        2«        2«  ' 

si  ex.  gr.  utrumque  ex  n  terminis  constet ;  erit  nempe  prius— 1,  poste- 
rius  —  —  ,  quaravis. 

i-_V—°'  si  "—'■>■ 

Applicando  hoc  ad  (i-Ke)*  et  [l-\-xf ,  in  quovis  termino  prioris  prse- 
ter  potentiam  ipsius  x  nonnisi  ccefficiens 


adest ;   et  si  hic  per 


dividatur,  quotus  pro  dato  quovis  _V  fieri  <{ i-h -4^  potest ;  nam 

i-r.   (-£—.%—).   (-5~>)=fe— ),■■■ 

quodvis  <Jn--J^_ieri  potest,  itaque    et  factum    e   factoribus    eiusmodi; 
2,3...  in  utroque  denominatore  adesse  patet. 
Hinc  si  termini  ipsius  (n-»)™  sint 

a'-h6'+...  =  St 

terminique  iidem   substitituto  q  ipsi  — —  sint 
a  -+■  b  -s- . . .  —  S. 


n  1  n          w» 
m  \  m         /  \  m 

-2 

~~~~2~3---      " 

qt,q  —  l){q  —  2). 

2.3... 
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fiet 

a       '<  N  '      b        l<8<  — 
5eu 

"'-«<Jr,      l>'-l><  #-,... 
adeoque 

a'+b'+...-(a  +  b  +  ...)<\   a+^h-'--, 


5"-  5< 


Conseqilenter  quum  5'  et  5  limite  gaudeant,  si  ii  5"-h-js'  et  S-i-js 
sint,  erit  S'-i-z'=  S-hz,    quia  z',z,    ^    tendunt  ad  o. 

Quod  vero  pro  quovis  iVdetur  pro  quotvis  terminis  idem  m,  patet  sic. 
Dicatur  generaliter  v  integer  ex  -~  subtrahendus,  ut  pro  q  =  —-h<o    sit 


-I    ' 

JV+I 

n 

m 

-  V 

n     , 

—  V 

-w      - 

T 

9- 

_7'    ^ 

A 

et  si  (_  —  --.  ,  pro  quovis  ?/  debet  esse 

£_ ^    i 

m  [q    -v)  ^  Jsf  '■ 
unde 

m  ^     N     ' 

Itaque  inter  omnia  v,  quas  inter  terminos  datos  adsunt,  illud  accipiendum 
est.    quocl   quotum     ■■  AT      minimum  reddit,  et  si  <y  illo   minus    reddatur, 
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tum  pro  illo  m  quivis  quotus    eiusmodi  (ut  antea)  fit  <^i+4j;  adeoque 


9.  Denique  omnibus,  qua;  de  elevatione  binomii  a-\-b  dicta  sunt, 
mutatis  mutandis,  ad  a-A-b\f—\  applicatis  facile  patet,  formulam  gene- 
raliter  valere,  si  b<^a;   (ita  si  ponatur  bf—i-i-a,  et  a<_b  sit). 

Nempc 

g(y-i)(y-2)i^-3)     4  _h  <______] : :  #-4)  xs  /__7  _+. 

2.3.4  *     h  2.3.4-5  X  V         ^ 

ubi  tam  sunnna  realium,  quam  pnre  imaginariorum  limite  gaudet,  quum 
etsi  omnia  realia  et  positiva  essent,  limitem  haberent,  tam  termini  reales 
seorsim,  quam  ubi  )f —  1  factor  est ;  nempe  ad  exponentem  parem  ter- 
mini  reales  sunt,  et  imaginarii  ad  imparem  ;  et  horum  per  superiora 
factore  communi  j/ — 1  oinisso  summse  limes  datur,  qui  per  y —  1  mul- 
tiplicatus  limes  summse  imaginariorum  erit. 

10.  Si  exponens    binomii    sit   fractio   vera      ■_.  —  ,    erit    pro    n-\-v—p 

ccelliciens   u-tus 


n        —V      — 27/— M      —  ~V—2~           n{2  —  fl)-\-V{l  —  fl) 

p      ~p           "p                4p                            f-p 

Nam 

n           ^  _  n  —  n  —  v  ___     —v 
li-A-v          ~~~      n-\-v    '  ~~  n  -f-  v  ' 

1                             n  —  n/j.  -+-  n  —  vfi  -+-  v 2»  —  fin  -\-v  —  fiv 

■~~v       u"       ~)  —  ~        ~    n~~~v~                ~              n-.-v 

____  n  (2  —  ft)  -+-  v  ( 

I  __ 

~n~~v~ 

Ex.  gr. ,  si  b<~\a  est 

^_,(a-rf)t=.++x.-+4_«.-*y  +  lg.-*i._g^.- 

*_*+.. 

Idem  ad  alios  exponentes  applicari  posse  patet. 
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XXXVI.    Si  porro   in  (i-\-x)"  sit  x  =  ~y  erit 

quod  (pag.    102,  sub  8.)  tendit  ad  oo,  si  jf—^oo,  uti 

Sed 

i.    Quidsi  etiam  m  — -  oo,  «5  «  certimodo  depcndens? 

Sit  casus  simplicissimus  :  nempe  sit  «  integer  positivus  et—  m  ;  fiet  tum 

^i-i-  wy        i-t-  B  -i-      2ft,_      -i-         2. 3. «3        ■+-.... 
quod  pro  k--— .oo 

at  series    prior  manet   ista    semper    minor ;  nam    quotusvis    terminus    ex, 
gr.  p-tus  sumatur,  primum  non  annumerando,  erit  is 

n(n  —  i)..An—p-\ri) 
2.3    ...     p .  n? 


_.J 


divi.su  s 


n_     n — i        J___ 
n        n     " '         n 
quod  tendit  ad  r,  nam 


n  —p-\-i   _   i—p 

n  n  '  ' 

quod  item  tendit  ad  o,  quum  n  pro  illo  p  utvis  augere  liceat ;  itaque 
usque  ad  quotumvis  terminum  />-tum  accipiatur  summa,  pro  dato  quovis 
(o  ita  accipi  n  potest,  idem  pro  omnibus,  nempe  maximum  eorum,  quem 
eorundem  aliquis  requirit,  ut  quivis  terminus  seriei  prioris  a  quovis  ei 
respondente  differat <J -r- ,  adeoque  omnes  simul  differant  <_<-». 
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ita ^ —     fractio  vera  est,  adeoque  terminus  quivis^-tus  prioris<^-to 


postenons. 
Ita 


o-if- 


I  —  I  +  ^r 


2-3        2.3.4 
__4 ,  6 

2.3-4-5         2. 3. 4-5-6-7 


,  1  ,m/     _  nq         m/inq     ])  iiqinq- 1)  (»7     2) 

qualevis  reale,  sive  positivum,  sive  negativum  denotet  q. 
Limes  ad  qnem  summa  seriei. 


tendit,  plerumque  litera  e  insignitur ;  atque  logarithmi,  qui  huic  basi 
superstruuntur,  naturales  dicuntur. 

Unde,  qunm  (n-4-)    elevatum  ad  q  tendit  ad  e'l  et  simul  tendit  ad 

1  + 1  +  _S  +  -rfj  +  -  t£sa  -1-  ■  ■  ■  • 

manifesto  ei  per  hanc  seriem  expressa  est ;  cuius,  sumraa.'  Iimitis  loga- 
rithmus  naturalis  q  est.  Est  nempe  series  ista  convergens  ;  cum  quam- 
tumvis  sit  q,  aliquando  fiet  cxponens  seriei  q  divisum  per  integrum  illo 
maiorem,  postea  semper  crescentem. 

2.  Sed  non  tantum  e  logarithmo  quantitas  ei  respondens,  verum 
ex  hac  quoque  eius  logarithmns  reperiri  potest.  Nimirmn  dari  paulo 
inferius  probabitur ;  sit  u  positivum  et  <Ci,  atque  nominetur  a  logarith- 
mus  ipsius  (i -_-«),  nempe  ett—=  i-hu  ;  erit  ji-t-  ^  J  a— (|i  +  --t-  \"<iea, 
(nempe  minus  positivum)  ;  nam  ln-  ~  1    <ie  (pag.  182  sub  1.),  et  a  positi- 
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vum   esf,    nam    e<il,  ;ideoque    ad    exponentem    quemvis    negativum    ele- 

vatum  fit  <i;  nempe  e  3  —  -rr^,  et  radix  qusevis  exponentis  integri  po- 

V  e 
sitivi  e  potentia  quavis  integra  ipsius  e  est  >  i.  (pag.   102} 

Est  itaque 

w/_         ??q  («ct  —  I ) 
->    -t-  ■  w    -1-         2tl2         ■+• ... ; 

sed  hoc  quoque  est  >  1  ;    erit  enim  1-1 — '-  ad  quemvis  positivum  expo- 
nentem  elevatum  >i  ;  ex.  gr. 


(I+i)f=fI+i: 


est.  Sit  id  u,  quo  series  posterior  ipsum  1  superat,  atque  sit  a  semper 
-  ,  nempe  utcunque  crescat  n,  ex.  gr.  si  n  fiat  kn,  fiat  a  tum  ka,  ut 
-J^-  =  «  sit.  Erit  tum 

et  hinc 

±  =  (i~i-u')^  —  i, 
atque 

=  a((i  -H«')"»  —1} ; 


<z  1 


consequenter  est  (pag.   172) 


1  —  <j     u1        1 — a    1 — 2«    » "  __ 

a        2  a  a      2.3 


atque,  dum  n  tendit  ad  oo, 

n-—-u  —     -+  --■'  —  ...  —  ]og.  nat.  (i-l-  11). 
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Nam  accipiantur    item  quotvis    termini    usque    ad  p-tum  e  priore,    et 

dividatur  qnivis  per  ei  respondentem  e  posteriore  ;  quivis  quotus  tendit 

ad  1  ;  ex.  gr. 

1  —  a    u'1, u_  2(1  —a)     u'.u' 

ubi 


quia  —  quidem    est   constans,    sed    dum    »■"- .  00,    etiam    «'-.00;    porro 
——-—!,  nam   i-h  »'-~-H-  u  ;  ita  pro  p-to  termino  est 

i—a{i—2a). .  .{i—(p—i)a)      u'$      .  u__ 
a    .   a      ...  a     .     2.3... p  '   p 

1  —  a       \—2a  i—{p—i)a   u'$ p 

a  a a  up'    2.3.  ■"■(/— i)f 

quod  tendit  ad  ±1  ;  nam 

1  —  a  ^ 1—  ia       _ 

Ita  datur  eiusmodi  exponens  — /3  (pro  fi  positivo)  ut  ep—  1  —u  (pro 
quovis  u  fractione  vera  positiva);  nempe  qumn  f  >  1  sit,  et  e"=  1,  1  per 
positivam  potentiam  ipsius  e  divisum  quodvis  positivum  producere  potest, 
quod  -O   est. 

Eritque  et  hic    ut    antea,  /pro  ($  semper  =  —  1, 

2       2.3 

Est  nempe  summa  seriei  huiiis  limes  summas  seriei 

T        b        b(b-i)  _  b(b_±__(b_____    ,        _/T    .     l_{* 
n  t      2n3  2 . 3  «3  —■■•       ^    ~r-  n ) 

;plane  ita  uti  superius).  Est  prasterea  (pag.  182.J 

(i+i)">i    «    (n-i)"<« 
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adeoque 


atque  valor  eius  per   i  — z  exprimi  potest  fpro  z  positivo  et  <i).  Atque 
pro 

erit 

adeoque 

■~=  (i—gfT—j^ 
et 

—  7,  /r      .      ^   _!_    I      1+5      £a       ,       I       I-r-A      1-1-2*        S3        ,  \ 

___  _  H-5    ^;    ,    i  +  6    n-2£      ^3     , 

_  z  +  —g—  —  H j—     —j J-J-  +  ..., 


quee  series  plane  ut  antea 


ik-nipo 


—  +-T-HT" 


Consequenter  est 

—  £  —  —  u  —  -f  —  ~  —  . . .  —  log.  nat.  (i  —  «) 

Unde  cum  sit 

a  —  log.  nat.  (i  -+- «) 
et 

-/3=log.nat.(i-«), 

atque  quantitas  quaevis  positiva    Q  per    ~~  exprimi  queat,  si  u  —   K— -f 
ponatur,  quod  manifesto  -<i  est,  erit  inde 
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log.  nat.  Q  —  log.  nat.  -,_%■  =  log.  nat.  (i-H  u)  —  log.  nat.  (i—  «) 

=„-^f-...-(_„_f-f-...) 
=.(.+f+-f+f+...). 

Si  apud  ~—  subsistere  libeat,  terminorura  sequentium  summam  constat 
esse  minorem  eodem  termino  per  (i — u2)  diviso  (pag.  150);  nain  quilibet 
exponens  seriei  in  posterum  est  <«*;  nempe  post  -5-  est  ■  t~,  postea 
-----  &,  adeoque  semper  <cj  ?/*,  quod  <Ji  est,  quia  «<Ji. 

Alias  series  citius  convergentes  vide  infra,  una  cum  applicationibus 
earundem. 

3.    Sit   ec~  C;    erit    C"—ecb  —  C—  I  -Hc*-h  —  +  . .. ,  et  est 
c6  =  log.  nat.  C", 
c  =  log.  nat.  C, 
c-  =  log.  C  (quoad  basim  C)\ 

diciturque  b,  si  c  non  est  =  1,  logarithmus  artificialis. 
Ita 

C*=«rf=C=n-cA-t--^-K.. 

et  ^  =  log.  art.  C"  quoad  eandem  basiin  C;  atque  ^  nempe  per  quod 
logarithmus  naturalis  multiplicatus  dat  logarithmum  artificialem  (heic  pro 
basi    C)  dicitur  modulus  systematis,  cuius  basis  C  est ;  estque 

modulus  =  t -r-p^  —  —  ■ 

log.  nat.  C        c 

Si  c—i,   est  — 3=1  et , =1   est  modulus  systematis  naturalis; 

c  Jog.nat.e 

nempe  log.  e,  quoad  basim  e  est  i,  quia  e'  —  e. 

Unde  si  modulus  dicatur  u,  est 
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—  =  lognat  C , 
adeoque 

«*"=  C; 

et  inde  basis    C  innotescit,  nam 


Si  vero  fuerint  qualesvis  duee  bases  _#  et  C,  et  log.  JVJ  quoad  _/?  sit 
6,  et  log.  N,  quoad  C  sit  c,  erit  5 :  c  =  log.  C :  log.  B,  quoad  quamvis  basim 
eandem  accipiantur  logarithmi  basium  C,B.  Nam  tum  B  —  Cc .;  et 
hinc  b  log.  Z?  =  c  log.  C  (pag.  lio). 

Notandum  etiam,  quod 

l0g.(l-K)=-(«+^-  +  -y- +...), 

quod,  si  «  tendat  ad   i,  erit 

- — (.+J-+J-+.  ..)=-«. 

(pag.  175),  atque  tum   ] — u^- o  et  sensu  (pag.  46)  fit  log.o=  — 00. 

XXXVII.  1.  Si  in  przec.  in  serie  ipsum  ecb  exprimenti  substituatur 
ipsi  cb  quantumvis  reale  a  vel  fi,  sive  positivum  sive  negativum,  sive  «  +  /?, 
vel  a —  /3  aut  afi,  vel  a:$,  qusevis  eiusmodi  series  ad  limitem  tendit; 
excepto  si  ipsi  cb  plane  o  substituatur,  tunc  enim  primus  terminus  est 
1,  reliqui  omnes  o.  Imo  si 


■+«+.^+  JJ+---A 

i+[i+^  +  ^  +  ...—B 

erit  etiam 

l+[a+(l)+<e±JL.+  <<L±f  +  ... 

~.AB, 
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1+ («  -  fl  +  ^=ffl-  +  -<"±^  + . .  .~£  ■ 

Nam  e«  =  A,  el'  =  B,  e«  .ef  =  AB  =  e«+f>;  et   e«  :  ef  =  A:  B  =  e«-f  ; 
atque  ^a+i5  est  limes  seriei  prioris,  e°— £  autem  posterioris. 
Ita 

et 

V^«  =  eT=l  +  f  +  (f)':2+(f)':2.3  +  ... 

2.  Quum  hasc  ita  sint,  facile  succurrft  quzerere :  quidsi  ipsi  a,  aut 
etiam  /?,  r  -\-j  aut  R-\- 1  substitueretur,  pro  R,  r  realibus,  et  /,  /  pure 
imaginariis  ;  num  series  esedem  tum  quoque  ad  limitem  tenderent?  et 
an  una  per  alteram  multiplicata,  aut  divisa  &,  series  einsmodi  ut  prius 
producant  ? 

Sit  prius  r  =  o,  et  sit  ex.  gr.  /=2j/ —  r  ;  si  in  serie  ipsius  ea,  ipsi  a 

substituatur  ;',  fiet  n-  2  sf — 1  — ■ -4_ —  oJiziLh- I?     -4-.  . . ,  etterminorum 

.  2       2-3  .2-3  -4  4 

realium  seorsim  addendorum,  exponens  seriei  primus  est  —  -■-,  pure  lma- 

ginariorum  vero  est  —  ~7.  ,  et  postea  in  utroque,  si  factor  ultiinus  u  sit 

in  denominatore  termini,  exponens  est  rjj-v  ,T~/«  rgt  \  unde  quum  nume- 

rator  constans    sit,    et  ft — .  00,  manifesto  in  aliquo    termino    primum    fiet 

exponens  seriei  fractio  vera,  quee  in  posterum  quoque  seinper  decrescet; 

prseterea  vero  terminorum  signa  in  serie  utraque    alternant ;    et    quilibet 

maior    sequenti    atque    terminus   utriusque  -— .0 ;    itaque    ut   supra    series 

utraque  tam  realium    quam    imaginariorum    gaudet    limite  ;    adeoque    et 

summa  totalis  seriei  totius. 

Ponatur  iam  a-i-bV-—  1  pro  a,  b  realibus  in  locum  ipsius  a.  Si 
a-\-b  poneretur,  summa  quotvis  terminorum,  etsi  omnia  positive  accipiantur, 
certo  finito  minor  maneret ;  accedente  V  —  1  autem  termini  manent  iidem, 
prteterquam  quod  quidam  signum  mutent,  quidam  factore  y~—i  afiician- 
tur.  Itaque  et  horum  summa  manet  priore  finito  minor ;  adeoque  tam 
pars  realis  quam  imaginaria,  nisi  constans  sit,  limite  gaudet. 

Quod    multiplicationem    serierum    eiusmodi    attinet ;     absque    eo,    ul 
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resultato,  quod  sub  signis  generalibus  «,  /?  pro  casu  realitatis  prodit, 
deducatur  ;  e  multiplicatione  serierum  immediata  patet  sic.  Accipiantur 
termini  nnmero  m,  tam  in 

„0         1       «2  «3  a" 


P  -t-p  -t-    2    -»-  2  3  1-...-*-  2-3___m  , 

atque  instituatur  multiplicatio  ;  1  et  potentiee  omnes  ipsius  «,  multipli- 
cabuntur  per  1  et  potentias  omnes  ipsius  /3  (usque  ad  m-tam) ;  adeoque 
prius  prodibit  1,  prseterea  prodibit  (pro  quovis  integro  positivo  u  quod 
non>m)  terminus  quivis  ipsius  (a-^-Sf,  divisus  per  2.3..-.,«;  et  quod 
prseterea  prodit,  -~o,  dum  m~—.oo.  Sit  enim  generaliter  (denotante  u 
numerum  quemvis  ab  1  usque  ad  m  inclusive)  ft  =p  -+-  q  pro  p ,  q  inte- 
gris  positivis  ;  cuiusvis  termini  ipsius  (a-hSf  forma  est 


fi.(fi—l)...(ft  —  q  +  1) 
2.3---? 


V, 


ubi  fi  —  y+i=^  +  i,  uti  facile  e  quovis  exemplo  patet ;  exsurget  vero 
e  termino,  in  quo  «^  est,  per  terminum,  in  quo  8$  est  (quod  nonnisi 
semel  est), 

2-3...p.2.3---</  ' 

atque  hic  erit  plane  terminus  unicus  ipsius  (a-hftf,  in  quo  a?8?  est, 
per  2.3...^  divisus,  uti  forma  seriei  ostendit.  Nam  multiplicentur 
numerator  denominatorque  ipsius  —-5 — ,  per 

/u(fi  —  l)  (fi  —  2)...((«  —  q ■+■!)  — (p-l-i)  (p-h2)...(fi  —  2)  (ju-i)fi; 

erit 

a*p?  u{u  —  i)...(u  — 0+1)0*8? 

2^./:a.3..-.y  =  '    ^  2S...9  ■-^--2.3...p(p+i)...u; 

qui  plane  terminus  superior   generalis    est,  per    denominatorem    terminis 
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ipsius  (a-+-0f  omnibus  communem  divisus.  Pro  quovis  u  non  >m 
autem  et  quibusvis  p,  q  adest  a?  in  serie  superiore,  et  /3?  in  inferiore  ; 
at  non  si  ,«!>  m  ex.  gr.  =  m-vi  sumatur.  Nam  si  fj  —  m,  sit  p—o, 
[aut  =  wz),  aderit  in  serie  superiore  «0,  infra  ftm,  ita  «OT  et  /f;  si  fA<_m, 
quodvis  p  et  q<\m  adesse  patet ;  at  pro,u  =  m-i-i  et  p  —  m~\-l,  non 
adest  am+',  adeoquehic  terminus  ipsius  (a  -\-  fi)m+!  deest ;  adsunt  veroomnes 
ipsius  a-\-fl  potentise  a  o  usque  ad  m  inclusive  ;  dicatur  summa  eius, 
quod  e  multiplicatione  insuper  exsurgit,  to.  Accipiantur  iam  termini  etiam 
porro  usque  a.da2m  &tftim;  pariter  prodibunt  etiam  post  (a~\-$)m  potentiae 
omnes  ipsius  («  +  /?)  usque  ad  (a-+-ft)2m)  in  quas  w  totum  ingreditur, 
nempe  prasbendo  unicum  terminum  a'nj3m  ipsi  (a-\-fl)2m,  et  reliquos 
terminos  omnes  potentiis  inferioribus  suppeditando ;  nempe  m  ipsum 
quoque,  eo  magis  numerus  ipso  m  minor,  cum  numero  <i  m,  summam 
<2ffl  facit.  Si  vero  m— ,00,  post  (a-\-fi)m  summa  omnium  -— -o,  adeoque 
et  pars  «-^.o,  ut  supra  (pag.  167). 

Hinc  series  prior  per  secundam  multiplicata,  dat  seriem  formas  eius- 
dem,  nonnisi  a-hfi  ipsi  a  in  priore  substituto,  quidcunque  denotent  a,  /J 
Nempe  ut  supra  (pag.  167)  si  de  utraque  serie  usque  ad  exponentem 
quemvis  accepta  valet,  de  seriebus  ipsis  valet. 

Hinc  etiam  series  prior  per  secundam  divisa,  dat  quotum 

=I+(„_0+i_i__+i<^+...; 

nam  hoc  per  seriem  secundam  multiplicatum,  dat  priorein  (per  prasce- 
dentia). 

Imo  hinc  etiam,  etsi  c  non  sit  reale,  si  b  =  -■  (pro  n,  m  integris) 
reale  sit,  erit 

Est  enim  (per  praecedentia) 

(•+«+f+-^-+-)"-'+«+-¥-+-gf+-. 
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et  porro  eundo,  ut  (pag.  167)  usque  ad  /z-tam  potentiam  est 


(,+<  +  -!+   <+...) 


(BC)"  (lic)' 

^j-t-...^    _,-r-„c-r-    j      +^73- 


—  I  +  BC 


"a    (l+«  +  Jfft  +  j5^  +  ...)* 

«2             2«?" 

(nc)3 

2.3'«3 

namque  hoc  elevatum  ad  m  dat 

.+»c+4^ 

2.3  ^' 

Itaque  erit 

(,+fc+if +...; 

r=(.+c+f+... 

)", 

adeoque 

(,+  c  +  -f--+...)*  = 

:,+_  +  -!*£-  +  .. . 

et 

i+'+f+^-+-=F 

I+4c+(^  +  i|f 

■  +  ..., 

ubic£=-  —  per  —    =  b  divisum  substituitur  ipsi  cb  in    serie    posteriore, 
e  qua  radix  exponentis  ^  extrahenda  est. 

Qusestio  etiam  suboritur,  num  pro  quovis  P,  sive  reali  (positivo  vel 
negativo),  sive  pure  imaginario,  sive  mixto,  detur  tale  p,  ut 

i+.p  +  21  +  JL  -h...^_ ,P. 

Ouuin  dari  omnino  statim  probetur: 

3.  Animadvertitur,  has  series,  etsi  imaginaria  contineant,  analogis  sub- 
esse  operationibus,  ac  si  exponentes  ipsius  e  reales  essent ;  ex,  gr.  si 
a,  fi  realia  iuerint,  sicuti  ea  .eP=ea+P,  ita  series  ipsi  a  superstructa  per 
seriem  ipsi  /9  superstructam  multiplicata  dat  seriem  [a-hfl)  superstructam, 
etsi  a,  /9  imaginaria  contineant . . .  Unde  passus  ad  novem  conceptum 
latiorem  aperitur ;  redeundo  quasi  a  serie  huius  formae,  ad  quam  con- 
ceptus  potentiae  elementaris  (pag.  50)  deduxit,  nempe  si  ipsi  a  substituatur 
ex.  gr.  lTi6,  exprimet  series,  omnes  valores  ipsius  e  elevati  ad  1^16, 
pro  duorum  valorum  realium  ipsius   j/io  (nempe  4- 2,  —  2)  qtiovis.   Hinc 


,GoosIe 


SECTIO    PRIMA.  193 

quum  operationes  potentiarum  de  seriebus  dictis,    etsi  imaginariis  super- 
structse  sint,  valeant,  imaginera  ex.  gr. 

pro  quovis  valore  exponentis  retinere  libuit,  formando  conceptum  sequen- 
tera,   quasi  potentiac,  radicis,  ttjgarithmiqnc  coricepttis  siipcrior  (in  poste- 
rum  quoque  manens)  alio  nomine  signoque  designatus  fuisset,  (quamobrem 
etiam  etementares  dicti  sunt,  nomen  hoc  retinentes). 
Si  nimirum 


atque  bc~r-\-j  (pro  r  reali  etj  —  o  vel  pure  imaginario):  dicatur  in 
posterum  B  per  quamvis  potentiam  elementarem  exponentis  r  ipsius 
1  multiplicatum  potentia  exponentis  b  ipsius  C,  et  C  dicatur  radix 
exponentis  b  ipsius  potentiae ;  iogarithmus  vero  nonnisi  b  ipsius  B 
quoad  basim    C  dicatur. 

Si  c  —  i,  adeoque  C—  e  ;  est  _#t=  eb  ,  et  si  C—  e°  =  1,  est  B<~  e00  =  e° . 

Patet  vero  conceptum  potentiae  hoc  sensu  extendi,  et  priore  latiorem 
fieri,  logarithmi  autem  conceptum  partim  extendi,  partim  restringi. 
Nempe  si  a  reale  sit, 

quoque  reale  est,  et  quidem  semper  positivum,  etsi  a  negativum  sit  : 
nam  si  negativum  sit,  ex.  gr.  — 3;  erit 

^  =  .  +  .+-f -»...--*-; 

adeoque 

l  =  e,..(l+aH-^-+...); 

ubi  e3  positivum  est,    consequeuter    et    alter  factor  positivus  est.    Itaqne 
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series  ista  pro  a  reali  nonnisi  valores  positivos  ipsius  e"  eos  quidem 
omnes  exhibet.  Quamobrem  ut  omnes  alii  qnoque  valores  eomprehen- 
dantur,  fit  multiplicatio  per  V ,  sensu  elementari  intelligendo.  Ubi  nempe 
Ipag.  183)    ex    (i-h^)""  series 

t+f*-**- +  -&-*—■ 

prodibat,  fuisset  reipsa  ex.    gr.  ( pro  q  =  «  ) 

."+-«-..J*L+..., 

ubi  r5",  iv'~i  semper  =  I,  et  Y 1  "~  quovis  termino  positive  aut  in  om- 
nibus  negative  accipiendus  est ;  et  quum  quilibet  accipi  possit,  valor 
omnis  exhibetur ;  in  serie 


autem  potentia?  ipsius  1  unicus  tantum  valor  nempe  -1-1  ponitur,  omissis 
ceteris  valoribus ;  quos  tamen  multiplicatio  per  \r ,  sensu  potentise  ele- 
mentaris  inteliectum,  omnes  exhibet.  Per  V  idcirco  semper  potentia 
elementaris   intelligenda. 

Logarithmus  realis  autem,  sensu  proximo,  quoad  basim  e  vel  ec 
pro  c  reali  quantitati  negativae  neutiquam  competit;  nam  B  pro 
quibusvis  '  b,  c  realibus  per  dicta  semper  positivum  est ;  atque  nomiisi 
b  logarithmus  ipsius  B  quoad  ec  dicebatur.  Restringitur  itaque  logarithmi 
conceptus,  in  quantum  logarithmo  elementari  negativa  realia  quoque 
gaudent;  extenditur  vero,  quum  sensu  proximo  non  solum  A-\-BV — 1, 
qusecunque  realia  denotent  A,  B,  logarithmo  gaudeat,  sed  et  ipsum 
A-Y-B\/~ — -I   logarithmus  esse  queat. 

Nempe  (pag.  51  et  96)  est  " IO'Z_" IO~  —  ~i~i~">  itaque  (per  defini- 
tionem  pag.  51)  ( — io)3~"=i,  et  -y-  seu  0=  log.  i,  quoad  — 10;  ita 
-°: IO  =  —I'~j'~j'~—  adeoque  io~*= —  1,  et  o=log.(— i),  quoad  10;  ita 
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10.10  _  v^j .v~-^i y^i y~ y~ y^i 
10.10  y-i.y—i 

ac  io"6=r—  Y—  1,  et  o  est  log.  V — 1,  quoad  10:  atque  io5"—  ±  (/  1000, 
adeoque  ^-  est  logarithmus  tam  positivze  quam  negativae  radicis  ipsius 
1000,  quoad  basim  10;  ita  oinnes  logarithmi  in  tabulis,  ubi  radix  decies 
millionesima  adeoque  exponentis  paris  extrahitur  ex  10  elevato  ad  loga- 
rithmum,  qui  ibidem  est,  commate  deleto,  sensu  priore  elementari,  tam 
positivo  quam  negativo  competunt.  In  genere  pro  quovis  reali  R  =  er, 
est  R  non  1=)  sed  t=e^~<=)  f~e2r;  atque  ~-  =  r,  tanquam  logarithmus 
elementaris  tam  ipsi  R,  quam  ipsi  — R  competit. 

Datur  autem  pro  quibusvis  realibus  A,  B,    etsi  aliquod    eorum  o  sit, 
tale  x,  ut  sit 

I+X+-J  -+-  ^-  +  ...~ vel— ■ A  +  B\f^i; 
atque  tum 

x  =  log.  (A  -+-  B  Y — Oi  quoad  basim  e  ; 

imo  qusevis  basis  C=ecsit,  poterit  x  in  duos  factores  discerpi,  quorum 
unus  c  sit ;  nempe  si  ponatur  x  =  bc,  erit  b=  —  f  (quotumque  dari,  etsi 
x,  c  utrumque  imaginarium  contineat,  (pag.  147)  dictum  est);  adeoque  hoc 
b  erit  logarithmus  ipsius  A -\- B  \f — 1,  quoad  basim  C.  Si  A=o  sit> 
tum  idem  de  BY — 1  valet ;  si  vero  utrumque  —  o  sit,  tum  o  logarithmo 
nonnisi  sensu  (pag.  46)  gaudet,  eo  quidem  —  00,  ut  paulo  inferius  dicetur. 
Ratio  prioris,  Trigonometriaa  elementis  primis  perspectis,  (pag.  125) 
facile  intelligitur.  Erat  ibidem 

cos.fl+V  —  1.  sin.  #  =  (cos.  — -+-  Y — '■  s^n'"^"l 

quod  (si  n  tam  magnum  accipiatur,  ut  —  dimidio  quadrante  minus  sit 
adeoquecos.-^->>  sin. -g-sit),  erit  per  (pag.  172) 

=  (cos.^)"+*(cos.-f-)*-V-lSn,  ?._^=L)(C0S. -«-)"-'  (si„.  f-)*- 


rH„-l)(n-2)  (cos^  a^n-i^i^^ 
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ubi    manifesto    summa    terminorum    realium   est  =  cos.  a,     et    summa 

reliquorum  per  )f  —  i   multiplicatorura  est    /—  i.sin.a     atque     deleto 

V  —  i  utrinque  fit  =  sin.  a. 

Si  n  integer  positivus    finitus    sit,    series    ex    n-\-i    terminis    constat 

exhibens    cosinum    sinumque    arcus    w-tupli,    nec    tum    sin.  —  <d  cos.  — 
i  t    >  n     ^  n 

esse  necesse  est  (pag.   172). 

Si  vero  n^—.oo,  datur  series  talis  ut  supra  (pag.  178),  cuius  summa 
limes  huius  est,   nempe; 

t-haV— 1       %  ^3   --»~X3T  +  " 2.7^        ^TTo"-"- 

Nam  si  «---00,  tum  ~  ---  o,  et  cos.  ■—  -^-  cos.o  =  i,  etjcos.—  T, 
(cos  a  )■"  ',  uti  omnes  reliquas  potentiee  ipsius  cos.~  tendunt  ad  1;  con- 
stabit  praeterea  inferius,  quod(sin.-|-):-^-— .1 ;  adeoque  si  (ut  pag.  179)  in 
quovis  termino  potentise  ipsius  cos.  -^-  substituatur  1,  et  -a  ipsi  sin.  | 
erit 

n(n—i)...{n~m+i)  am  .         am   __ 

2.3...  m    ""        nm  ■   3.3-. ■»  ' 

nam  quotus  hic  est 

n     n — 1     n — 2         n— m-\-i 


atque  omnia  ut  supra  applicari  possunt  neque  heic  iam  brevitatis  studio 
repetuntur. 

Unde  etiam,  quum  hoc  pro  quovis  a  valeat,  est 

cos.a-Hl/"—  I  sin.  a  =  I  -h  af~~i  —  ~  —  a^~'  -{-       T  .  +•••  I 

atque,  ut  prius,  cos.  a  —  summae  realium,  nempe 

coS.a=I-|-+^-— j^-  +  ... 
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x  V — i.,sin.<z 
et iXr —  = 

V-i 

'  2.3"*"  2:3-4-5"         2.3. -7 

Sed  ad  scopum  prsesentem  sufficit,  quod  (pag.  193) 

cos.  a  -+-  )f —  1  sin.  a  =  eaV~' ; 
sit  K  positivum  et  asquale  ek ;  erit  (pag.    183) 

K=1+i  +  -t+£  +  ... 

et 

e«V=,       ek  _  eaV=,  „      =  ,  +  (-  ,/_-',  +/J)  +  _S_EJ±*t 

=  __7cos.  _  -1-  (^—  1  sin.  a). 
Si  itaque 

_T(cos._H-  /^sin._)  =  __-K_?/^i, 
seu 

__"eos.  a  =  __  et  A"sin.  a  =  _? , 
erit 

__H-._?l/^i___3i'-I+* 

Id  ergo  quEeritur,  num  hoc  fieri  possit? 

Sit  _y=  v  ,  nempe  A~Bp.  Casus  si  A  =  o  excluditur,  tunc  enim 
facile  est  a  lta  accipere  ut  cos._=o  sit.  Quaestio  igitur  eo  reddit,  num 
detur  tale  a,  ut 

cos.  a  =p  sm.a 
sit? 

/  sin.  a  =p  Y'  1  —  cos?  a 
seu 

cos?„  =^>:  — ^2  cos*  a, 
unde 

cos.a(n-/*)=^a, 


,fl__i/rzz, 

\  p*+i 


quod  cum  <Ji  sit,  omnia  pro  radio  1  intelligendo,  omnino  datur,  arcuque 
gaudet   Itaque  si  pro  tali  arcu  a  accipiatur 
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quod    seinper  positivum  esse  potest,    nain  p  sive    positivum    sive    nega- 

tivtim  sit,  -J- positivuin  est  et  pro  A  negativo  radix    negativa    accipi 

potest;  ent 

Kcos.a  =  A 
atque 

„  .             Kcos.a  A  ,, 

Ksm.a  =  -  — -p —  —p-  =  ±s  ; 

adeoque 

K{cos.a-{-  l^  —  i.  %m.a)  =  A~\-BY —i  —  e 
et 

log.nat.  [A-*-B-\f—  i)  =  £+«/— i. 

Patet  etiam  esse 

at-  = ,  ^"    =  ^ :  -^-  =  A%P'ZA'  =a-  +  b: 

\cosa)  \-\-p*  p* 

Si  (pag.  125)  quivis  areuum  sumatur,  sive  positive  sive  negative,  quorum 
cosinus— 1  et  sinus  =  o,  substituiturque  ipsi  a  pro  quovis  reali  K=ek, 
erit 

^(cos.a  -+-  (/~i.sin. a)=K{i+  Y—  1 . o)  =  ^—  ekeaV~'    =  t^-1 

atque 

log.  nat.  K=  k-ha  Y —  i , 

cuius  valores,  propter  valores  innumerabiles  ipsius  a,  innumerabiles  sunt, 
omnes  imaginarii  praeter  unicum,  si  nempe  a  =  Q. 

Tta  si  a  ita  sumatur,  ut  cos.a=—  1   et  sin. a  =  o,  erit 

log.  nat.  (— K)  =  k  -+-  a  Y—  1  ; 

inter  hoc  valores  ipsius  a  enim  o  non  adest,  quia  cos.o  — 1,  consequenter 
negativum  nullo  reali  logarithmo  (ut  supra  quoque  dictum  est)  et  innu- 
merabilibus  imaginariis  gaudet,  uti  etiain  positivum,  quod  tamen  unicum 
realem  quoque  habet.  Si  K  =  l,  tum  pro  k  =  o  logarithmi  omnes  pure 
imaginarii  sunt,  prseter  unicum  valorem  ipsius  a,  pro  -+-1  ipsi  o  asqualem. 
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At  quseritur  etiam;  num  pro  quovis  positivo  K  detur  tale  k,  ut  ek  =  K 
sit?  (Quod  in  demonstratione  supponebatur).  Sit  prius  K\>i.  Si  positivum 
n  tendit  ad  00,  e™  quoque  tendit  ad  oo,  quum  e>i  sit ;  e— n  seu  -j^- 
vero  tendit  ad  o,  e~  id  est   }[  e  vero  (semper  >i)  tendi  ad  1  (pag.  102). 

Quasratur  (Fig.  17.  bis)  a  p  eundo  semper  porro  in  00,  in  quovis  puncto 
p',  num  e*"'<K  sit?  aliquamdiu  prodibit  minus,  et  aliquando  maius, 
nam  e°—i,  et  exponens  positive  crescit  a  o  in  00.  Uatur  itaque  (pag.  20) 
punctum  aliquod  ultimum  *,  intra  quod  et  p  quodvis  p'  tale  est,  ut 
e'"'<:K  sit;  erit  vero  tum  er"  =  K=  ab;  nam  secus  esset  <ab  aut  >ab; 
neutrum  vero  fieri  potest. 

Sit  enim  ev*  =  ac  =  ab  —  cb,  erit  ac.  e""^~.ac,  quia  e" '-^i,  adeoque 
ac.  e~ —  ac  dato  quovis  ergo  et  cb  minus  fieri  potest,  sit  =  cq ;  erit 
ac.e~=ac-\-  cq  seu  e9"'+'«  =  a<\;  adeoque  in  *  non  esset  ultimum  tale 
punctum ,  ut  dictum  est ;  nam  p*  -h  -j-  ultra  #  terminatur,  attamen 
e**'+-»<\K)  ad  quemvis  exponentem  minorem  elevatum  vero  minus   est. 

Neque  e**  =  ab  esse  potest;  nam  e~"  =  i:Ve  quod  <i,  sed  tendit  ad 
1 ;  adeoque  ab.  e~~—  ab  quovis  dato,  ergo  et  ipso  bb  minus  fieri  potest ; 
differentia  negativa  est,  sit  —  rb;  erit  ab.  e"  —  ab  =  —  vb,  adeoque 
e1*-»  =  ab -+■  fcr ;  itaque  e  ad  exponentem  minorem  ipso  p*  elevatum 
>K  esset.  Est  igitur  K,  si>i  est,  —  e*  \  Si  vero  K<_i,  tum  datur 
tale  N>i,  ut  NK>i\  et  tum  dantur  talia  x,  z,  ut  ex=  NKtst  e*=  N\ 
adeoque  ~  =  ex—z  =  K. 

Exempla. 

1.  Pro  quovis  a,  cuius  cos.=i  et  sin.  —  o,  est  (pag.   197) 

r —      ■                         ./ —         a2        a'y—l  a^—, , 

cos.a-f-y  —  1.  sin.fl  =  n-o  y  —  1—  — \-  ...  =  e        ; 

seriei  summa  igitur  '— .  1 ;  quod  fieri  nequit,  nisi  summa  realium  praster 
terminum  primum  --— o,  et  summa  pure  imaginariorum  quoque  — O.  Est 
vero  pro  quovis  dicto  a,  aY — 1— log.  nat.  1,  et  inter  innumerabiles  loga- 
rithmos  solus  o  est  realis,  pro  a  =  o. 

2.  Pro  quovis  a,  cuius  cos.  =  —  I,  et  siu.  =0,    est 
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cos.a  4-  V  —i.sm.a=  -i-n-«/-i-  -„  —  —  '^-  +  . .  .  =  eat  _I; 

itaque  summa  realium  prteter  terminum  primum  -/— -  —2,  et  summa  pure 
imaginariorum  -^o.  Innumerabilium  valorum  ipsius  a  unus  est  _r:  adeo- 
que  e"*'— ■  =  —  1,  et  u\ — I  est  unus  logarithmorum  naturalium  innume- 
rabilium  ipsius — 1;  atque 

/— 1        ' 

quod  tamen  nihil  quoad  quantitatem  ipsius  n  determinat,  quum  log.  nat.  ( — 1) 
iam  involvat  eam,  neque  aliunde  notus  sit. 

3.  Proa— 1=  radio  est 

Co,.I+/=i.,i11.I=,,y=:=I+J^7_i_^+_|_H._^t__... 

et  inde 

V — 1  =log.  nat.  (cos.H-tA — I.  sin.  i), 
atque  __ 

e—  1/  cos.i  -\-Y — 1  sin.  1. 
Itaque  fpag.   121.) 

Patetque  omnia  in  intuitu  exhiberi:  imo  quum  pure  imaginaria  a 
realibus  nonnisi  determinatione  difterant,  ut  positiva  a  negativis,  et  ma- 
ioritatis  minoritatisque  sensus  (pag.  26)  ad  pure  imaginaria  cum  realibus 
comparata  extendi  potest. 


4.  Pro  cos. a—Of  et  sin. «=i,  est 

v=i  =  cos.  a-h  Y — 1  sin.«=  \ — 1  =  1  -haY — 1  - 


2-3 


adeoque  pars  reaiis  tendit  ad  o  et  pars  imaginaria  tendit  ad  V  —  1;    atque 

f/-="i=_:„»v=; 
et 

aY — i  =  log.nat.  V  —  1. 
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5.  Si  vero  (in  4.)  sk  aV—i  —  c  et  d—/—  1,  erit 
bc  —  aV—i.  )f  —1—  —  a, 
atque 

et 

a2  ai     , 


>c---    --  —2  -  2.3 


et  inde 

Y-l 

Est  vero  -—    talis    valor   ipsius    a  uti  in    (4.)  requiritur;  imo    (pro    n 
integro  quovis)  21111 -v  ^-  tale  est. 

6.    Solet    etiam    ex    cos.a~j-]/  —  1  sin.  a  sequens  deduci. 
Est  nempe  (pag.  197) 

et>v-i  — cos.#=V^ — 1  |i —  costa, 

et  hinc  elevando  ad  2  est 

«»''r;  -+-  cos!  a  —  2ea  ^37  cos.  a  —  —  i-f-  cos?  a  ; 
adeoque 

2^-^cos. a—  i-i-e^-' ; 
consequenter 


2e«*'- 


Hinc  etiam  substituendo  cos.a-i-V — isin.a  ipsi  ea,f='!  est 
e-"^-'  ~f-  cos.  a  4-  V  —  1  sin.  a 
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2]f—  I 

Quae  formulae  sinum  cosinumque  ita  exhibent,  ut  per  eair=i  limes 
summse  seriei 

.+-y=-«-f-^-i^-.+... 

per  ^-^^  vero  limes  summse  ipsius 

l-aY=\-^-  +  -^Y=l+... 

intelligatur. 

7.  Quum  ut  iam  saspius  dictum  est,  pure  imaginaria  a  realibus  nonnisi 
determinatione  alia  differant:  possunt  quantitates  pure  imaginariae  in 
Geometria  exbiberi,  certo  modo  a  realibus  distinct<e.  Et  facile  patet 
eequationem  circuli  pro  diametro  =  i,  nempe 

y  —  ]fx  —  x2 
exbibere  valoribus  pure  imaginariis  byperbolam  asquilateram,  Eequationem 
ellipseos  vero  omnes  hyperbolas  (quoad  formam) ;  uti  asquatio  byperbola; 
Eequilateras  exbibet  circulum  pro  valoribus  pure  imaginariis  (ex.  gr.  serie 
punctorum,  ant  alio  colore  a  reali  distingvendum),  et  tequatio  hyperbolas 
generalis,  exhibet  omnes  ellipses  (sensu  dicto);  gequatio  parabolas  dat 
quoad  valores  pure  imaginarios  quoque,  parabolam  quoadformam  aequa- 
lem  quasi  imaginem  virtualem  sibi  aequalein;  in  prioribus  vero  imagina- 
riorum  forma  realibus  contraria  erat. 

8.  Si  logarithmi  sensu  elementari  accipiantur,  est  etiam 

log.  (-2)  -  log.  (-3)  =  log.  ^f-  =  log.  f; 
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at  si  iogarithnms  sensu  dicto  veniat,  tum  (pag.   199) 

log.  ( — 2)  —  log.  ( — 3)= ilog.  el.  2-^-71^ — I  —  (log. el. 3 4- 7i  V — 1); 

at  si  ex.  gr.  in  posteriore  ynY — 1  sit,  logarithmus  realis  ipsius-^-haud 
exhibetur.  Vide  infra  in  differentiatione  logarithmi,  atque  in  explicatione 
spatiomm  hyperbolae  asymptoticorum. 
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CALCULUS  DIFFERENTIALIS  ET  INTEG-RAIJS,  ET  PRIMAE  LINEA 
CALCULI  VARIATIONIS. 

i   36. 

Filnm  sectione  prEecedenti  certo  respectu  interruptura  tandem  ukerius 
continuatur:  ut  Tyrones  ex  imis  radicibus  arborem  scientiee  cum  prse- 
cipuis  eius  ramis  excrescentibus  in  lucera  exsurgere  cernant. 

Mens  abstrahendo  varia,  abstractaque  vario  modo  componens,  de  omnium 
illarum  operationum,  quae  ante  sectionem  prascedentem  prodierant,  omni- 
moda  compositione  ad  conceptum  generaliorem  ascendit  :  nimirum  qua- 
Huravis  operationum,  qute  in  tempore  spatiove  suscipi  possunt,  qualibusvis 
afficianturquantitates,  expressio  iddenotans  (nomine  a  Leibnitio  introducto) 
vocatur  functio,  et  quidem  sensu  lato  quantitatis  cuiusvis,  qute  in 
expressione  adest,  strictius  autem  tantum  quantitatis  variabilis,  quas  in 
expressione  est,  aut  plurium,  si  plures  adsint.  Variabiles  plerumque  po- 
stremis  alphabeti  literis  x,  y, . . ,  imo  p,  q,...  denotantur,  constantes 
prioribus,  nisi  aliud  monitum  fuerit ;  intelligitur  autem  per  variabilem 
ex.  gr.  x,  certum  quantitatum  genus,  quas  nomine  generali  x  denotare 
libet ;  ita  ut  ipsi  x  qusevis  quantitas  sub  eo  genere  contenta,  in  expressione 
substitui  possit,  nisi  id  pro  certa  quEestione  aut  conditione  aliquatenus 
restringatur ;  consians  vero  est,  quee  utcunque  mutata  variabili,  id  est 
ex.  gr.  ipsi  x  quidvis  substituatur,  eadem  raanet. 

Quum  heic  (veluti  in  oceanum  omnia  confluunt,  ut  inde  sublata  in 
altum     variis     phcenoraenis   redeant)    innumeris    functionis    iijodis    cam- 
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pus  infinitus  aperiatur :  pronum  est  vias  prospectusque  eius  patefientes 
sequi. 

Nimirum  si  quantitates,  quarum  genus  x  est,  nulla  alia  operatione 
afficiantur,  nisi  quod  sub  certa  conditione  acceptte  post  se  invicem 
ponantur :  oritur  T/ieoria  combinationum.  Ex.  gr.  conditio  esse  potest, 
ut  ex  5  rebus,  quarum  genus  x  est,  accipiantur  duas:  ita  quoad  ordinem 
aliqua  determinatio  esse  potest,  aut  ordo  in  censuni  non  vocatur  (pag,  159) 
et  quasri  potest  quotnam  et  qui  sint  functionis  valores. 

Si  vero  quantitates  operationibus  arithmeticis  geometricisve  aut  aliis 
quoque  connexas  sint,  variabilis  qnsevis  erit  genus  aut  omnis  quantitatis 
(sive  realis  sive  imaginarias),  aut  non  omnis  sed  tantum  realium,  imo 
tantum  numerorum  integrorum,  aut  illarum  tantum  quantitatum,  quae  a 
valore  certo  a  usque  ad  valorem  b  (inclusive)  sunt,  aut  denique  varia- 
biJIs  genus  certarum  functionum  esse  potest. 

In  quovis  dictorum  casuum,  ultro  succurrit  inquirere: 

1 .  Pro  certa  functionis  conditione,  in  variabilium  valores  (qualita- 
tesque). 

2.  Pro  certa  variabilium  conditione,  in  functionis  valorem  (qualita- 
tenvque). 

3.  Pro  certa  functionis  qualitate,  quicunque  fuerit  fabsque  aut  sub 
certa  conditione)  valor  quantatis  variabdlis,  in  certorum  functionem  con- 
stituentium  qualitatem. 

4.  Pro  certorum  functionein  constituentium  certa  qualitate,  in  functio- 
ois  qualitatem. 

Ex.  gr.  Si  in  (1.)  conditio  ea  sit,  ut  valor  functionis  o  sit :  quaeritur, 
num  detur  talis  quantitas,  quas  si  variabili  substituatur,  functio— o  fiat? 
et  quotnam  qualesque  dentur?  Ita  si  plures  insint  functioni  variabiles, 
Huc  pertinet  problema  aequationum  ;  ex  gr.  x2  — ■  x  —  2  —  o  nonnisi 
pro  x—2  et  #  ~  —  1  est.  Preeter  alias  conditio  esse  potest,  ut  valor 
functionis  maximus  vel  minimus  fiat ;  quserique,  num  detur  eiusmodi 
valor,  qui  si  variabili  substituatur,  functionis  valor  maximus  vel  minimus 
omnium  eius  valorum  fiat? 

Si  vero  variabilis    ipsa    in    functione    genus    certarum   functionum    sit 
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et  quseratur  talis,  quse  si  variabili  substituatur,  functio  certa  qualitate 
priedita  sit :  calculus  variationum  dicitur.  Ex.  gr.  dum  linearum  aream 
certam  claudentium  minima  quasritur  (sub  hac  vel  Ula  conditione). 

Si  variabilis  qusevis  nonnisi  integros  denotet :  quaistiones  e  superio- 
ribus  promanantes  naturam  numerorum  concernunt.  Si  ex.  gr.  functio 
sit  4.V-4-1  et  x  tale  sit  ut  qx-hl  numerus  primus  sit,  functio  gaudebit 
illa  qualitate  ut  duorum  integrorum  ad  2  elevatorum  summa  sit  (et  qui- 
dem  unico  tantum  modo) ;  at  non  ut  hac  qualitate  gaudeat,  primus  esse 
debet.  Ramus  hic  Arithmeticas  immensus  sagacitatem  ingenii  maximam 
postulans  flores  fructusque  veritatis  puras  aeternasque  prasbet.  Vide  opus 
immortale :  Disquisitiones  Arithmeticae  Auctore  C.  F.  Gauss  1801 
Lipsiae. 

Ad  (3.)  pertinet:  quod  si  Axa  -+-  Bxh  -+■ . . .  pro  quovis  valore  ipsius 
x  sit  =  o,  quilibet  coefficientium  est  —  o. 

E  (2.)  vero  pluribus  modis  calculus  differentialis  originem  capit 
et  variae  promanant  series:  si  nempe  conditio  ea  sit,  ut  in  functione 
ipsius  x  substituatur  ipsi  x  (generi  omnis  quantitatis,  quas  est  a  o  usque 
ad  a)  prius  -^-,  tum  — ,  dein  -^-  et  ita  porro  usque  ad  —~.  Attamen  ut 
clarius  exponatur,  prius  distinctio  denotatioque  functionum  prasmittenda. 

1 .  Functio,  cuius  valor  pro  quovis  determinato  valore  variabilis, 
quas  in  ea  est,  numerabiHbus  eiusmodi  operationibus  prodit,  quarum 
quaavis  est  addere  aut  multiplicare  (imo  etiam  radicem  gradus  com- 
mensurabilis  extrahere),  dicitur  algebraica;  si  vero  valor  dictus  non- 
nisi  innumerabilibus  eiusmodi  operationibus  reperiatur,  functio  transcen- 
dens  audit. 

Dicitur  porro  quoad  valores  funclio  m-formis,  si  valores  eius  numero 
m  sint  (pro  determinato  valore  variabilis  in  ea).  Ex.  gr.  \rx  est  functio 
biformis. 

Si  vero  x  —  a  per  integrum  n  dividatur  et  n  tendat  ad  00,  dicitur  x 
variabilis  absoluta ;  atque  si  valor  functionis  ipsius  x  (pro  valore  eodem 
ipsius  x)  pro  quovis  n  sit  idem,  functto  adso/ufa  dickur.  Ex,  gr.  in  figura 
(19.)  F-\-G-\-H-\-f-\-  g-]-h  mutato  n  .mutatur. 
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2.  Solet  vero  functio  variabilium  x  vel  x,  y , ...  denotari  per  /  (x), 
F(x,  y, , . .),  literis  parenthesi  prtepositis  forma  funclionis  denotata,  et 
quidem  ita,  ut  si  per  /  (x)  denotetur  ex.  gr. 

ax2  -+-  bx  —  c, 
tum  /  (a)  denotet 

aa2  ■+•  ba  —  c, 
et  /  (oj  denotet 

a .  o2  -+■  b .  o  —  c  =  —  e, 

substituendo  nempe    ubique    ipsi    x   in    casu    primo    a    et   in   secundo    o. 

Ita  si  f[x)  =  xm,  sit  f(x-+-co)  =  (x-+-a)m\  et  si  F(x,  y)  =  axy,  sit 
F  (x  -+-  o),  b)  —  a  (x  -+-  a>)  b  ;  unde  et  casus  alii  patent. 

Ita  mox  dicenda  modo  sequenti  significari  possunt.  Differentiale 
absolutum  w-tum  functionis  variabilium  x,  vel  x,y  . . .  quod  per  dnf[x, .. .) 
denotari  solet,  scribi  potest  <i"f(x, . . .),  vel  si  n=i,  tantum  6f(x, . . .). 
Differentiale  K-tum  quoad  x  vero  per  d"f(x,y,  ,  .  .),  et  si  n=i,  per 
6X  f(x,y, . . .),  ita  differcntiale  sinus  x  quoad  cotangentem  per  d.,  sin.ar, 
[*t  cotangentem  significante)  denotari  potest. 

Ita  coefficiens  vel   quutiens  di/ferentialis  absoiuhts  /z-tus,    qui  vulgo 

Z  J ,  iuxta  Lageange  vero  fn)(x),  et  pro  n=i  f(x),   pro    n  =  2  f"(x\ 
\ax) 
scribitur,  denotari  per   a)"/(#),    (4f[x),  tff(x),...)  potest.    Si   vero    quoad 

x  sit,  oj"f(x,y,...)  vei   tff[x,y, .  . .)   aut  f(x,y,...)  scribi  potest;   et  «-tus 

coefficiens  differentialis    quoad  z  m-ti  coefficientis  differentialis  quoad   x 

accepti  per  <d"f(x,y,z.,.)    aut   $fm,x (x, . . .)    significari.    Ita  si  f(x,y,z,...) 

dicatur  ex.  gr.  X,  quid  6X,  <t}X,  <d™X,    dX,    X,     X  significet,  patet. 

Integrale  denotatur  per  I  praipositum  differentiali ;  potestque  tantum 
coefficienti  differentiali  pra;poni :  si  is  ex.  gr.   i  sit,  scribi  potest 


id  est  integrale  quoad  x  ipsius  i  tanquam  coefficientis  difterentialis. 
Si  vero  variabili  functio  certa  substituatur,  scribi 
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A  (B  (x))       vel      A  (B[x),  Gj) ,  . . .) 

potest;  et  si  A(A(A(x)))  esset,  per  Ab{x)  significari  potest,  quum  A 
non  quantitatem  denotet,  adeoque  numerus  haud  exponens  sit ;  uti 
(A[x))3  denotat  tertiam  functionis  potentiam.  Patet  hinc  I3  denotare  jj. 

Si  nulla  variabilis  postponatur,  potest  (A),  ita  (U)  vel  aliud  termi- 
num  w-tum  certa?  seriei  denotare. 

3.  Si  iam  in  A  (x)  substituatur  x  -+-  i  ipsi  x,  ut  sit  A{x-\-i),  quseri- 
tur  expressio  prior  valorque  eius  quomodo  mutetur?  Vocatur  hoc  Theo- 
rema  Tayloriarum,  cuius  unus  casus  est  binomiale,  si  nempe  A(x)= xp. 

Reflectere  ad  augmentum  positivum  vel  negativum  valoris  functionis 
pronum  est,  imo  id  etiam  cum  augmento  ipsius  x  comparare,  et  tum 
comparationem  istam  inter  augmenta  simultanea  ipsius  x  et  functionis 
ad  diversos  valores  ipsius  i  extendere.  Casus  se  offerebant  tales,  ubi 
ratio  augmentorum  simultaneorum  pro  quantovis  i  eadem  manet,  et  alii, 
ubi  mutatur,  sed  decrescente  i  ad  aliquam  functionem    ipsius   x   propius 

venit,  imo 

A(x-hi)  —  A(x) 
i 

tendit  ad  A'(x),  dum  i  tendit  ad  o.  Hoc  est,  quod  Newton  rationem 
primam  vel  ultimam  augmentwiim  nascentium  vel  evanescentium 
dixit,  hac  via  calculum,  quem  jtuxionum  dixit,  reperiens.  Insignis  certe 
limes  iste  est,  ad  quem  quotus  dictus  tendit,  priusquam  omnino  divi- 
dendus  aut  divisor  — o  fieret,  qui  plane  supponantur  ita  decrescere,  ut 
zero  nunquam  attingant :  naturam  enim  eorum,  qux  per  functionem 
determinantur  (ex.  gr.  curvas  &),  quasi  in  germine  continet,  quod  iara 
Barrow  (cuius  Newton  discipulus  fuit)  animadverterat.  Est  vero  hoc 
quod  supra  per  $A(x)  scriptum  est,  et  coefficiens  differentialis  di- 
ctum  est. 

4.  Quidsi  ipsi  x  substituatur  prius  o,  dein  -~,  tum  -~  et  ita  porro 
usque  ad  — - ;  ultro  succurrit,  functione  ita  mutata,  a  quovis  ad  sequen- 
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tem  eundo,  augmenta  adeoque  seriem  augmentorum  considerare.  Deno- 
tetur  —  per  x ;  accipiendo  certum  valorem  a  ipsius  x,  erunt  valores 
functionis  sequentes  : 

A(ox),A(ix),A(2x), ...,  A((n—i)x),A(nx), 
id  est 

Mo),A{^\A(^) A(<n-^),A(«^); 

atque  series  augmentorum  erit  a  fine  incipiendo 

A  (nx)  —  A  ((«  —  i)x)  ,...,A  (2x)  —  A(x),A(x)~A  (o), 
ubi  terminus  seriei  generalis  obviam  venit ;  nempe  si  in 
A(mx)  —  A  ((m  —l)x) 

ipsi  m  quicunque  integer  k  ab  i  usque  ad  n  inclusive  substituatur,  pro- 
dit  terminus  seriei  ^-tus  ;  ex.  gr.  A  (3»)  —  A  (2x)  est  a  primo  incipiendo 
(inclusive)  tertius. 

Patet  etiam  summam  seriei,  terminis  intermediis  se  invicem  destru- 
entibus,  esse 

A  (n  x)  —  A  (o)  =  A  (x)  —  A  (6), 

nempe  summam  incrementorum,  quae  ipsi  A(o)  usque  ad  A  (x)  inclusive 

accessit,  uti  pro  «—3  fig.  (18)  ostendit. 

Series  incrementorum  eiusmodi  (terminorum  numero  certo  n)  e 
functione  aliqua  A  (x)  modo  dicto  derivata  dicatur  breviter  series  ex 
A  (x)  derivata  aut  brevius  series  ipsius  A  (x) ;  et  terminus  generalis 
huius,  nempe 

A  (mx)  —  A([m—  1) x) 

dicatur  breviter  terminus  seriei  gcncralis  ipsius  A  (x). 

5.  Porro  alia  functio  quoque  se  offerebat,  e  qua  derivatse  seriei 
totidem  terminorum,  cuiusvis  m-ti  termini  ad  terminum  m-tum  prioris 
:adeoque  termini  generalis  huius  ad  terminum  generalem  prioris)  relatio 
certa    eadem    palam    fuit ;    quo    sectiones    simultanese    Archimedis    (rite 
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intellectse)  viara  patefecerant,  sed  lingua  generalitatis  nondum  fari  cepe- 
rat.  Cartesius  dedit  pennas,  qnibus  crescentibus  oceani  continentisque 
genii  e  grasco  nido  ccelipeti  tractu  evolarunt. 

Si  nimirum  functionum  absolutarura  A  (x)  et  B(x)  serierum  termini 
generales  denotentur  per  a(mx)  et  b(mx),  aut  brevius  per  a(x)  et  b(x\ 
nempe 

a(mx)  =  A(mx) —  A((m  — i)x), 

b(mx)  =  B(mx)  —  B((m—\)x), 

summa  seriei  ipsius  A  (x)  autem  dicatur  A,  et  B  sit  summa  seriei  ipsius 
B(x),  ut  sit  nempe 

A  =  A  (x)  —  ^(o),        B=B  (x)  —  B  (o), 

atque  pro  eodem  n  quodvis 

b(mx)  =  fia(mx), 
adeoque 


quicunque  numerus  ab  i  usque  ad  n  inclusive  substituatur  ipsi  m,  mani- 
festo  est 

B=(JA; 

atque  si  —7 — -v  =  i,  tum  B  =  A:  nempe 

4  a(mx)  l 

A(x)  —  A  (o)  =  B  (x)  —  B  (o), 
adeoque 

A(x)  =  B  (x)  —  B(o)  +  A  (o), 

Hinc    talibus    casibus    venientibus ,    ubi    u  (m  x),    —    nempe    terminus 

generalis    seriei  e  functione    non    absoluta     U(x)    derivatee,    cuius    seriei 

summa  dicatur    U.  —  talis  est,  ut ;      .;'       quidem    non    est    =1,    sed 

a[mx)      4 
aucto  n  ipsi  1   propius  accedit :    facilis    passus    erat    quaerere,    num    dato 

quovis  o)  propius  ire  queat?  id  est  num  detur  tale  n  (idem  pro  omnibus 

terminis),  ut  quicunque  numerus  ab  1   usque  ad  n  inclusive  substituatur 
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ipsi  m,  sit  .:    —  i<!m?    In    pluribus    casibus   ita    esse    patebat.    Et 

nova  qujestio  ultro  exorta  est,  nuin  si  m  — — tt-  —  i  loco  signi  —  si- 
gnum'—  tantum  locum  habeat,  pro  U—A  fiat  U--—.A1  Responsio  in 
promptu  erat: 

Si  nempe  A  \x)  functio  absoluta  sit,  adeoque  A  pro  quovis  n  maneat 
idem,  et  in  serie  huius  A(x)  terraini  omnes  eodem  signo  gaudeant  atque 
pro  quantovis  N  detur  tale  n  idem  pro  omnibus,  ut 

__(_*)__  1<:j_ 

a(mx)         ^  N 
sit,  erit 

,     .,  ,     .-,     ,  almx) 

u\mx)  —  a\mx\<\-  ■  ■  , ,   '  , 


u  (ix)  —  a  (ix)  <J — - 


a(ix) 


N 

a  \2x) 


u  (2x)  —  a  (2x)  <J       \r 


N      ' 

consequenter  summa  colunmarum  verticaliuin  priorum  duarum  est  minor 
quara  summa  columnse  verticalis  tertias,  id  est 

itaque 

U-A  —  o, 
et 

U<~A, 

idest  A  limes  ipsius  U  est. 
Ex.  gr.  si  (Fig.   19) 

A(x)  =  F+G+H, 
et  sit  (pro  n  —  3) 

a(lx)  =  i7,  a(2x)  =  G,  a(sx)=H, 
et 

u(ix)  —  F-\-f,  ui.2x)  =  G~\-g,  u($x)=H+h, 
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nempe 

U(i  x)  =  F +/+  G  +  g  +  H+  h, 

U(ix)  =  F+f+G+g, 

U(lx)  =  F+f,      U(p)=o; 

tum  si  pro  N=  7  sit 

u(mx)         I<;     I 

tf(wz;cj  A^  ' 

idest 

H+h  —  H<\-B-, 
G+f-G<t-G-, 
F+f-F^JL, 

esset  F+f+G  +  g  +  H+h  —  (F+G  +  H)  seu 
f+g+h<JJ±S±H. 

Etsipro  W  utvis  magno  daretur  tale  n  (idem  pro  omnibus  terminis), 

ut  schema  hoc  vaieat  scribendo  in  primam  columnam  verticalem  terminos 
seriei  ipsius  U(x),  in  secundam  terminos  simultaneos  ipsius  A  (x),  atque 
in  tertiam  quoque  hos  per  ^divisos:  manifesto  esset  U—A-—.0  et  U'—-A, 
dum  «-'— .00. 

In  fig.  (19)  facile  patet  pro  quovis  N  posse  n  ita  augeri,  ut  quodvis 
ipsorum  f,g,  h, .  . .  sit  minus  quam  litera  magna  nominis  eiusdem  per 
A^divisa,  et  quidem  pro  eodem  n.  Nempe  si  ordinata  prima  dicatur  y, 
et  secunda  ad  laevam  sit  y  —  o),  erit  Ik^kix  et  (y — ■  &) x <J H ';  atque 
si  6}<?,2—t= — ,    erit  et    g>x<*,  •*-  A/0  x  ;  consequenter   h<\^-=. 

Poterit  vero,  si  ex.  gr.  ab  recta  sit  et  y—j3x-hy  quodvis  ra  (pro  eodem 
n  et  certa  constante  /3)  per  (lx  exprimi ;  et  si  n  non  <\  - —  accipiatur, 
qusevis  !itera  parva  erit  minor  quam  iitera  magna  nominis  eiusdem  per  N 
divisa.  Nam  tum  quivis  numerus  ab  i  usque  ad  n  substituatur  ipsi  m, 
erit  pro  y-\-fimx    ipsi    mx    respondente 
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a  =  ftx  = $jT _  0x 

y~-\-~fimx  y-hfimx  y  +  gmJL        yn-hftmx 

quod  item  valore  dicto  ipsi  n  substituto  est 

§x i  ,  _J_ 

>  ^     A7" 


Nftx  -+■  mfix        N-\-  m  ^  N' 
6.  Ssepissime  tamen  est,  ut  non  detur  pro  dato  N  tale  «,  ut  quodvis 

u  \mx\  —  a  (m  x)     .  _i_ 
a(mx)  ^   N 

sit,  nisi  m  ita  accipiatur,  ut  mx  non  sit  <t,zx  at  z  dabili  quovis  minus 
accipi  queat. 

Ex.  gr.  in  figura  (20)  est 

pro  m=i,   f—F, 

pro  m—2,  g  —  ^~, 

pro  m=2»  h—~-, 

et  ita  porro,  ut  quantusvis  sit  N,  primi  denominatores  sint  1,  3,  5,  .  .  . 
At  vero  quantumvis  exiguum  sit  z  (adeoque  zx),  si  omne  mx,  quod  non 
est  <^zx  et  non  est  \>nx,  dicatur  q  :  erunt  duae  ordinata?  proximaa  ftq 
et  (3(q  —  x),  et  cj  =  j3x.  Atque 

ax  __        ftx        x 

ft(q  —  x)x  ~$(q —  x)  ~~~   nq  —  x' 

{N-\-2)X  I 

quod  item,  si  »  =  autj> — '■ —  accipiatur,    est  <\jj-  Nempe  substi- 

tuendo  ipsi  n  fiet 

x x 

nq  —  x         (jV  +  2)*~*  ' 
quod  est 


quod  est  <^~w-. 


AT+i  ' 
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Est  quoque  hoc  tanto  fortius,  si  n  adhuc  maius  accipiatur.  Valent 
itaque  superius  dicta  omnia  de  u  (m  x)  et  a  (m  x)  simultaneis  ultra  zx 
acceptis  omnibus. 

Hinc  si  demonstretur,  quod  pro  quovis  N  detur  tale  n  (idem  pro 
terminis  omnibus),  ut  pro  z  utvis  parvo    sed  determinato    sit  generaliter 

U(q)-U{q-X)-(A(q)-A(q-x))   _  ,     I 

A(q)-Aj$~-x)  "  --oaut<  JSl  ' 

erit    manifesto 

U(x)  —  U(zx)^.A  (x)-A(zx) ; 
atque  si 

U[zx)  —  c7(o)-~-o  et  A  (zx)  —  A  (o)-—-o, 
etiam 

U(x)  —  U(py~.A(x)-A(p). 

Dicantur  vero  U(q) — U(q—x)  et  A  (q) —  A(q  —  x)  aequipolletitia; 
denotarique  id  per  signum  —  interiectum  potest. 

7.  At  quEeritur,  num  inde,  quod  pro  dato  quovis  N  et  dato  quovis 
q  (quod  non  est  <^zx  et  non  J>x)  detur  tale  #,  omnino  finitum,  ut 

U(q)-U(q-x)  I 

A(q)-A(q-x)  ^    N 

sit,  sequatur  dari  n  integrum,  eundem  pro  omnibus,  talem  ut 

/      -\  /      ..     ,  a(mx) 

u(mx)  —  a  (m  x)  <q     -fv-  - 

sit,  quicunque  numerus  ab  1  usque  ad  n  inclusive  substituatur  ipsi  m, 
dummodo  m  x  non  sit  <J  zx  ? 

Cogitetur  punctum  e  fine  dati  zx  porro  ferri  in  x  usque  ad  finem 
huius  et  quEeratur  ubique,  num  detur  pro  illo  q  tale  n  finitum,  ut 

U(q)-U(q-x)  I 

A(q)-A(q-x)        ^   N 

sit;  et  eo,  quo  maius  non  est  omnium  finitorum  n  (quasi  quodvis  n  tan- 
quarn  ordinata  fimta  e  loco  puncti  cogitatione  lati,  tanquam  fine  ipsius 
q  erecta  esset),    accipiatur   numerus    integer   quantovis    maior :    erit   iste 
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integer  quassitum  n.  Nam  tum  x  adhuc  minus  erit,  qnam  pro  quovis 
q  requiritur ;  et  facile  in  quovis  casu  patet,  quo  minus  x,  id  est  quo 
maius  n  est,  omnia  superius  dicta  tanto  fortius  valere,  quum  nonnisi 
ab  aucto  n  dependeat,  ut  sit 

U(g)-U(q-i)     Ig.' 

A(q)-A(q-i)       1<;N- 

8.  Sed  et  alia  functio  absoluta  B{x)  obviam  venire  poterat  pro  eo- 
dem  x,  e  qua  derivatas  seriei  termino  generali  b(mx)  dicto 

u{mx)  ,   1 

b  (mx)         ^  N 

fieri  possit,  quicunque  numerus  substituatur  ipsi  m  ab  1  usque  ad  n, 
saltem  si  mx  non  est  <^zx  nec  ^>x  et  quidem  pro  eodem  n  ;  et  pate- 
bat  —  summa  seriei  ipsius  B(x)  per  B  denotata  —  esse  U-~-  B ;  atque 
quum  etiam    U^—A,  esse  A  =  B.  Unde  manifesto 

A(x)-A  (o)  =  B(x)-B  (o), 
consequenter 

A  (x)  =  B(x)  —  B(p)  +  A  (o). 

Dicitur  A(x)  integrale  ipsius  u(x),  designaturque  per  \u(x);  et  u(x) 
differentiale  tam  ipsius  A(x)  quam  ipsius  B(x)  audit,  per  u(x)  nonnisi 
u(mx)  sensu  superiore  intelligendo. 

Atque  quum  A(p)  —  B(o)  constans  sit,  scribitur 

ju  (x)  =  B(x)  +  c, 
et  constantis  c  valor  quteritur.  Si  ex.  gr. 

A  [x)  ^JVr"   +  °  =  B  [x)  -  B  (o)  +  A  {o)' 

et  A(p)  sit  —  a,  erit 

A(x)  =  —  — }—  +n-« ; 
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nara  patebit  infra  esse 

A( l__A=_* 

u\        i-t-*/       (i-t-*)*' 
et  tum 

*<<>)= --^  =  -1. 

Consequenter  est 

A[x)  =  - 

quod  =»^p*'  si  ^(°)  =  °- 

Potest  etiara  B(o)  =  o  esse ;  ex.  gr.  (i-h-x)-2x  est  differentiale  etiam 
alius  functionis,  nempe  ipsius  *  quoque ;  et  si  pro  B(x)  hoc  accipia- 
tur,  erit  B  (o)  =  o,  et  constans  erit  a  —  o  —  a  —  o,  si  et  -4  (o)  =  o.  Interim 
—  i-i-x   et   i-h  V  nonnisi  constante   i   differunt. 

Constans  autem  innotescet,  si  pro  valore  aliquo  a  ipsius  x,  de  quo 
valent  quee  dicta  sunt,  nempe  ut  sit  A{a)  =  B{a) —  B  (o)  -+-  A  (o),  con- 
stans  nota  sit,  ut  sit 

A(a)  =  B{a)-hc; 
erit 

A(p)-B(p)  =  c; 

adeoque  pro  quovis  valore  tali  fi  ipsius  x,  ut  sit  A  \fi)=B  [ft—B  \o)-\-A  (o), 
eadem  constans  c  nota  erit, 

Si  autem  fuerit  A{a)  =  d  et  A(b)  =  b\  adeoque 

ju  {a)  —  a-h  c,  f«  (b)  =  b'-h  c 
et  a<tb  sit :  erit 

ju(b)-ju(a)  =  6'-a' 

parti  a  fme  ipsius  <z  usque  ad  finem  ipsius  b  appertinenti  aaqualis.  Dicun- 
tur  in  tali  casu  a  et  b  limites  integraiis,  et  integrale  ab  a  itsque  ad 
b  extendi  dicitur. 

9.  Unus  solus  casus,  ubi  e  functkme  qiiadam  absoluta  A{x),  cuius 
valor  ignotus  erat,  derivatae  seriei  incrementorum  terminus  generalis 
uxniipollebat  termino  generali  seriei  incrementorum  functionis    absoluta.' 
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B(x),  cuius  valor  notus  erat,  atque  per  id  valor  prioris  innotuk,  proti- 
nus  viam  ad  aliarum  functionum  quoque,  quarum  valor  notus  est,  ter- 
minos  generales  quaerendos  aperuit,  eosque  cum  terminis  generalibus 
functionum,  quarum  valor  ignotus  erat,  comparare  induxit ;  ut  si  quis 
priorum  terminorum  generalium  alicui  posteriorum  aequipolleret,  functio- 
nis  valor  ignotus  innotescat. 

Dicitur  B(x)  functio  summatrix,  per  quam  A(x)  innotescit ;  a(mx), 
id  est  A(mx) —  A((m — i)x)  vero  differentiale  verum  seu  elementum 
ipsius  A(x),  uti  b(mx)  ipsius  B(x)  audit.  Atque  si  u(mx)  utrique 
elemento  aequipolleat  et  ita  expressum  sit,  ut  x  nonnisi  in  prima  poten- 
tia  occurat,  tum  u  (x)  diferentiale  slrictum  (aut  tantum  differentia/e) 
dicitur,  per  6A  (x),  dB(x)  denotatum ;  atque  functio  absoluta  aequalis 
summte  omnis  eius,  per  quod  x  in  u  (x)  multiplicatum  est,  coefficiens 
differentialis  sive  derivata  vocatur,  denotata  per  4A{x),  $B\x),  [Vide  de 
aliis  literis  puncto  insignitis  inferius    sub  (12).] 

10.  Notandum  vero  est,  functionem  absolutam  A  (x),  cuius  valor 
quaeritur,  aut  in  concreto  exhiberi,  aut  sa^pe  per  limitem  tantum  functionis 
cuiuspiam  exponi ;  atque  in  casu  postremo  limitem  eiusmodi  dari  de- 
monstrandum  est. 

Utcunque  sit,  functionis  dictae  A  (x)  differentiale,  —  id  est  elemento 
eius  nempe  ipsi  A(mx) —  A({m — i)x)  <equipollens  expressio  fonna 
differentialis  stricti  praedita,  —  reperitur  quaerendo  duas  functiones  U  (x) 
valore  crescente  et  U2  (x)  valore  decrescente  (dum  n  creseit)  tales,  ut 
sit  semper 

U,(q)-U(q-x)<A(q)-A(q-x)<U,(q)-U,(q-x) 

et    Uz  (q) —  U,  (g  —  x)  gaudeat  forma  differentialis  stricti,  atque 
U,(q)-U,(q-x)   . 

U,(q)-U,(q-i)  ~'' 
omnia  sensu  dicto  intelligendo.  Tunc  enim  semper  est 

Ui  (x)  —  U,(o)<A(x)-A(o)<  U,  (x)  -U,(o) 
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et 

U2  (x)  -  U2  (o)  —  ( U,  (x)—  U  (o) )-- o, 
adeoqne 

Ui—A, 

Functionis    summatricis   B(x)   vero    elemento  id  est  ipsi 

B(mx)  —  B(m—x) 

xquipollens  dilferentiale  strictum  erit  u  (x),  si  forma  dicta  praedita  atque 
talis  sit,  ut  sensu  dicto 

"(y)        T  -  T 

B(q)  —  B(q~x) 

Exemplis    haec    facilioribus  tam    geometricis  quam    mechanicis    paulo 
inferius  illustrabantur. 


=  vel-*-.l,  tum  —  quoque  =  vel-*— .1.  At  vero  u  et  v  sunt  functiones 
absolutae  pro  quovis  valore  ipsius  n  valore  eodem  gaudentes  (per  pree- 
cedentia) ;    itaque  —  non  -"~  i   sed  —  i,  adeoque  u  —  v  est. 

Et  vicissim  si  derivatte  u  et  v  sint  aequales,  differentialia  stricta 
quoque  sunt  a;qualia,  unam  tantum  adhuc  variabilem  x  supponendo. 
Itaque,  si 

u=A'(x)  =  B'(x), 

A(x)  =  B(x)  —  B(o)-t-A(o). 

Neque  functiones  A(x)  et  B(x)  derivata  iequali  gaudentes  praster 
constantein  differunt.  Nam  tum 

A  (x)  —  B  (x)  —  B(p)  +  A  (o), 

adeoque  A  (x)  et  B(x)  nonnisi  constante  differunt. 

Sed  nec  ulla  functio  A(x)  et  ab  hac  nonnisi  constante  differens  B(x) 
ingequalibus  derivatis  gaudent.  Nam  tum  A(mx) — A((m — i)xj  et 
B(mx) —  B((m — i)x)  sunt  aequalia ;  quia,  si  constans  c  sit,  quo  diffe- 
runt  et 
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A(x)~B  (x)  -+-  C, 


A(mx)—A((m  —  i)x)=B(mx)-hc  —  (B((m—i)x)-t-c) 
=  B(mx)  —  B{(m—i)x)t 

cui  tam  ux  quam  vx  aequipollere  nequeunt,  nisi  u=v  sit. 

Unde  nec  functiones  summatrices,  nec  integralia  differentialium 
asqualium  praater  constantem  differunt.  Imo  evidens  est,  nonnisi  deriva- 
tam  ipsius  A  (x)  et  functionem  summatricem  B  (x)  quEerendam  esse,  cuius 
derivata  derivatae  ipsius  A  (x)  sequalis  sit ;  atque  si  hasc  u  sit,  pro  J  u  x 
brevius   \u  scribi  posse,  si  nonnisi  x  variabilis  sit. 

12.  Interim  variabiles  plures  y,z, . . .  quoque  functioni  inesse  possunt, 
quje  etsi  ab  x  variabili  absoluta  haud  necessario  dependeant,  in  quovis 
tamen  casu  cum  quovis  mx  tam  y  quam  z ...  per  legein  certam  quan- 
titate  certa  simul  ponuntur ;  adeoque  hoc  pacto  in  dependentia  mutua 
simultanea  sunt ;  adeoque  omncs  variabiles  quidem  in  quovis  casu  quan- 
titatis  determinata^  concipiantur,  ita  tamen,  ut  nulli  casui  quidquam  pne- 
ter  magnitudinem,  quod  non  omni  competit,  tribuatur  ;  id  eniin  tantum 
generaliter  verum  est,  quod  de  quovis  casu    speciali  valet. 

Ex.  gr.  si  in  plano  P  sit  x  (variabilis  absoluta)  linea  recta,  in  qua 
abscissas  e  certo  puncto  p  in  una  plaga  positive  in  altera  negative  acci- 
piantur,  et  rectse  in  P  ad  x  perpendicnlares  ab  extremitatibus  abscissa- 
rum  dicantur  ordinatae  y,  prouti  in  unam  alteramve  abcisste  plagam  ca- 
dunt,  positive  aut  negative  acceptEe ;  item  perpendiculares  ab  extremita- 
tibus  ipsarum  y  ad  planum  P  erecta;  dicantur  secundae  ordinatae  z, 
prouti  in  plani  unam  alteramve  plagam  cadunt,  positive  aut  negative 
acceptas  :  patet  ipsi  y  ab  x,  necnon  ipsi  z  ab  y  variam  dependentiam 
tribui  posse,  in  quovis  tamen  casu  tam  z  quam  y  in  dependentia  simul- 
tanea  a  quovis  mx  esse  fquicunque  numerus  ab  i  usque  ad  n  substi- 
tuatur  ipsi  m),  atque  hoc  pacto,  quodvis  spatii  punctum  determinari  posse. 

Ita  in  Mechanica,  si  vis  continuo  agens  sit  w,  spatiura  sub  tempore 
t  percursum  sit  s,  et   velocitas    finalis    ad   finem    temporis    /  sit    v :    ipsi 
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iv,  sive  a  tempore  sive  a  velocitate,  qua  tum  gaudet  mobile,  sive  a  spa- 
tio  eousque  percurso  dependentia  certa  tribui  potest. 

Quascunque  sint  variabiles  y,z,...  ab  absoluta  x  utcunque  (etsi  tan- 
tum  suppositive)  dependentes  :  denotetur  illud  y,  quod  cum  mx  simul 
ponitur,  per  y(mx),  et  illud  z,  quod  item  tum  ponitur,  per  z(mx). 

Unde  seriei  ex  A(x,y,...)  functione  absoluta  derivatte  terminus  gene- 
ralis  (differentiale  verum  ut  supra)  est 

A  (mx,y  (mx) ,...)  — A  ((m  —  l)x,y  ((m  — i)  x), . . .), 

Denotetur  autem 

y(mx)—y((m—i)x)    per    y, 
ita 

z(mx) — z((m—i)x)     per     z, 


mx  —  (m  — i)  x  —  x, 


observando  punctum  nonnisi  literae  variabilem  absolutam  denotanti  im- 
positum  significare  iliam  per  n  divisam  (nisi  aliunde  constet)  atque 
x,y,z,...  semper  pro  quovis  supra  dicto  et  eodem  valore  ipsius  m 
intelligi. 

Si  iam  seriei  ex  A  (x,y, . . .)  —  quotvis  insint  variabiles  —  derivata; 
terminus  generalis  eequipollet  tali  expressioni,  in  qua,  si  pro  mx  ubique 
x  scribatur,  necnon,  si  adsit  y  (mx),  pro  eo  y  scribatur,  et  ita  si  plures 
adsint ,  nulla  litera  puncto  insignita  ut  factor  ad  prima  altiorem  po- 
tentiam  elevata  occurrat :  tum  talis  expressio  (substituto  x  ipsi  mx, 
et  si  adsit,  y  ipsi  y(mx),  &)  dicitur  differentiale  strictius  ipsius 
A(x,y,...).  Summa  vero  coefficientis  omnis,  per  quem  litera  puncto 
insignita  multiplicata  est,  voeatur  coefficiens  vel  quotiens  differentialis 
sive  brevius  derivata  ipsius  A  (x,y,  . . .), 

Dum  pro  mx  x  id  est  nx  scribitur,  patet  n  termini  ultimi  nume- 
rum  esse,  uti  seriei  arithmeticEe  terminus  generalis  per  ultiinum  nempe 
a-\-(n—i)d  exprimitur.  Nihiloininus  tamen,  ut  Tyrones  minus  confun- 
dantur  priecisiusque  rem    intelligent,    ubi    necesse  est  pro  dicto  n$  scri- 
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betur  mx,  —  atque    etiara  ubi    dicetur    ex.    gr.    a(x)    esse    dA  (x),  intelli- 
gatur  a(mx),  sensu  pag.  210. 

13.  Si  una  tantum  sit  litera  puncto  tnsignita  in  duobus  differentialibus 
functionis  eiusdem,  sed  non  eadem,  ex.  gr.  6  U=  ux  —  vz,  U,  u,  v  cer- 
tas  functiones  denotantibus :  tum  vz  dicitur  differentiale  quoad  z  et  ux 
quoad  x  acceptum,  atque  v  dicitur  derivata  ipsius  U  quoad  z  et  u 
derivata  quoad  x  accepta ;  denoteturque  differentiale  strictius  per  t), 
derivata  vero  per  eJ,  annotando  quoad  x  vel  z   £jf. 

Est  quoque  manifesto 

z~  iz~z°z  —  dz  quoad  z, 

uti  x  est  dx  quoad  x ;    atque  utrumque  tam  verum  quam  strictum  diffe- 
rentiale  est ;  nempe 

z  =  z(mx)  —  z((m  — i)x). 

Ita  quura  constans  a  cura  quovis  mx  ponatur,  differentiale  con- 
stantis  est  o :  nempe 

a  (mx)  —  a  ({m  —  l)x)  —  a  —  a  =  o; 

unde  et   To  a?quale  est  quantitati  cuilibet. 

14.  Si  v  nullam  aliam  variabilem  nisi  z  coinplectatur,  vz  differen- 
tiale  purum  audit ;  ita  ux,  si  u  nullam  aliam  nisi  x  complectatur.  Atque 
ita  v  et  u  derivatae purae  sunt.  Patetque  integrale  ipsius  vz  esse  functionem 
illam  (ab  111-  Lagrange primitivam  dictam),  cuius  derivata  est  v  quoad  z. 
Ubi  itaque  nulla  litera  puncto  insignita  est  in  expressione  aliqua  ex.  gr. 
a(z),  una  tantum  variabili  ex.  gr.  «gaudente:  sieisignum  |  pra;ponatur,  intel- 
ligatur  per  \a(z)  functio  Illa  primitiva,  cuius  derivata  quoad  z  est  a(z) ;  id 
est  plane  id  quod  \za(z)  denotat,  constantem  in  utroque  casu  semper 
addendo ;  nempe  derivata  ipsius   \za(z)  est  a(z),  quoad  z  accepta. 

Si  vero  p,  u  item  nulla  litera  puncto  insignita  affectae  sint,  per  \u 
(quoad  z)  intelligatur  \uz,  atque  ut  u  derivata  pura  fiat,  u  per  z  exprimen- 
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dum  est.  Siquidem  z=pi>  adeoque  uz^upv,  erit  up  derivata  quoad  v  ipsius 
I  uz,  atque   hasc   functio  primitiva  quoad    v  ipsius  up,  nempe  J  up  —  J  u. 

(qnoad  d)        (quoad  i) 

1 5.  Si  plures  insint  functioni  variabiles,  et  accipiatur  differentiale 
derivataque  eius  quoad  aliquam  variabilium  reliquis  constantibus  suppo- 
sitis :  dicuntur  differentiale  partiale,  et  derivata  partialis  quoad  illam 
variabilem.  Patebit  mox  summam  differentialium  partialium  quoad  sin- 
gulas  variabiles  acceptorum  esse  differentiale  ipsum  functionis,  et  idem 
quoad  derivatam  probabitur. 

16.  Derivata  dicitur  prima,  quod  tamen,  ubi  necesse  non  est,  omit- 
titur  ;  et  ,w-t£e  derivata;  prima  derivata  dicitur  derivata  (,u-(-i)-ta  fun- 
ctionis  primitivae,  functio  (,u+i)-ta  iuxta  Lagrange. 

Differentiale  quoque  dici  solet  primum,  et  differentiale  primum  ,u-ti 
differentialis  ita  acceptum,  ut  Iiterse  puncto  insignitas  constantes  sup- 
ponantur,  differentiale  (,u-M)-tum  functionis  primitivae  dici  solet.  Sed 
derivatis  prima,  secunda,  . . .  y  omnia  iuxta  ill.  Lagrange  perfici  pos- 
sunt;  adsummum  derivatse  alicuius  ,u-tae  differentiale  claritatis  gratia 
adferri  potest. 

17.  Qusecunque  variabiles  u,  v,  z, . . .  fuerint,  a  certa  variabili  absoluta 
(ex.  gr.  x)  sive  necessario  sive  per  certam  in  quovis  casu  conditionem 
prsecepta  positione  simultanea  dependentes:  u  dicatur  B(x),  ac  v  dicattir 

C(x),  et  z  dicatur  Dix);  differentiale  verum  ipsius  u(x)  vero,  id  est 
u(mx) —  u((m — i)x)  dicatur  b(x),  ita  ipsius  C(x)  sit  c  (x),  et  ipsius  D(x) 
sit  d(x) ;  atque  sint  b(x)  et  b,(x)  asquipollentia,  ita  c(x)  et  c,(x),  atque  d(x) 
et  ds(x),  nempe 

bfx)  cx(x)  d_M 


b  (x)         '  c  (x)         '  d  (x) 


■"— ii- 


pro    x   ubique  mx  ponendo  et   omnia    sensu  superiore    (pag.  210)    intel- 
ligendo. 

Quoad  quasvis  variabilium  u,  v,  z, . . .  essent  differentialia  bt(x),  c,(x),... 
accepta,  imo  etsi  non  gaudeant  forma  differentialis  stricti ;  b,(x)  ut  termi- 
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nus  generalis  seriei  suminam  eandem  dat  quam  b(x);  superius  (pag.  211 
et  sequ.)  dicta  enim  applicari  possunt. 

Idem  patet  si  tam  b,(x)  quam  b  (x)  per  asqualia  multiplicentur,  imo 
etsi  per  aaquipollentia  multiplicentur,  nempe  (pag.  94)  etiam 

b,(x)c,(x)  ^ 
b  (x)  c  (x)        ' 

et  eadem  applicari  posse  manifestum  est,  pro  x  ponendo  mx  et  substi- 
tuendo  ipsi  x  ut  supra,  ut  prodeant  termini  simultanei  b,(mx)  cjmx) 
et  b(mx)  c(mx)  pro  serie  utraque.  Ad  quotvis  factores  asquipollentes, 
semper  uno  altius  ascendendo,  idem  extendi  patet, 

Ita  (pag.  93}  si  asquipollentibus  serierum  terminis  generalibus  Eequi- 
pollentia  addantnr,  prodibunt  termini  generales  summis  serierum  incre- 
mentorum  aequalibus  gaudentes  ;  nempe 

bJx)  +  ct(x)_ 
b(x)-i-c(x)      l- 

Unde  etiam  differentiale  seriei  convergentis 

B(x)-i-C(x)  +  ... 

est  summa   ilijfcrc.iitali.uin  functionum   singularitm. 

Si  nempe  0B(x)  sit  b,(x)  etdC(x)  sit  c,(x)  &,  atque  summae  serierum 
functionum  B  (x),  C(x), .. .  sint  B,  C, . . .,  et  quas  bjx),  c,(x),.. .  dant,  sint 
B„   C,,. . .,  atque 

B  4-C+...— ,S, 
et 

B,-hC,-h...  =  S„ 

ac  summa  totidem  terminorum  seriei  B-\-C-\-...  sit 

^S—ct; 

pro  quovis  dato  A^datur  tale  n,  idem  pro  quotvis  functionibus  certo  nu- 
mero  acceptis  semper,  ut  sit 
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-S~hco<,^ 


N 


unde  qunm  a-^—o,  etiam  5,  —  S^~.o. 

Est  quoque  manifesto  derivata  summae  functionum  quoad  eandem 
variabilem  (ex.  gr.  x)  accepta  summa  derivatarum  singularum  quoad  ean- 
dem  variabilem  acceptarum.  Nempe  si 

6  (B  (x)  ■+■  C  (x)  -+- . . .)  =  px  -+-  qx  -4- . . . , 

<&X(B  {*)  +  C  (x)  -+- . . .)  =/  -+-  q  -+-  . . . 

Sed  e  prius  dictis  id  quoque  sequitur,  quod  in  quovis  termino  seriei 
incrementorum  generali  cuivis  quantitati  ei  aequipollens  (eatenus  quod 
summa  per  id  non  mutetur)  substitui  possit.  Itaque  si  terminus  aliquis 
generalis  integrandus  sit,  poterit  in  eo,  differentiaii  cuivis  quodvis  aliud, 
quoad  quamvis  variabilem  acceptum  fuerit,  dummodo  omnia  eidem  va- 
riabili  absolutee  ut  basi  respondeant,  substitui ;  imo  si  toti  termino  alius 
Eequipollens  substituatur,  unam  tantum  variabilem  jex.  gr.  z)  continens, 
differentiale  purum  erit ;  termini  aequipoilentes  vero  integralia  asqualia 
dabunt  (pag.  215)  praater  constantem.  Imo  etiam  si  tantum  derivata  ac- 
cipiatur,  functio  primitiva  quoad  z  eadem  prodibit. 

18.  Ut  Tyrones  primis  elementis  aliquantum  imbuti  ad  sublimiora 
progredi  animos  capiant,  exemplis  quibusdam  facilioribus  (tam  e  Geo- 
metria  quam  e  Mechanica)  applicationem  theoriaa  dictas  illustrare  libet ; 
prius  certarum  functionum  absolutarum  valoris  noti  differentialia  deri- 
vatasque  referendo  ;  tum  certarum  functionum  absolutarum,  quarum  valor 
qUEerendus  est,  differentialia  et  derivatas  exponendo ;  atque  priora  cum 
posterioribus  (iuxta  pag.  208)  comparando ;  ut  si  aaquipolleant,  valores 
quaesiti  innotescant. 

Supponantur  (paulo  inferius  demonstranda)  sequentia,  x,  u,  v,  z,p, .. . 
ut  sub  (17.)  intelligendo : 
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I.  Est 

6auk  =  akuk~l  u  —  akuk~ '  vx , 

si  vx  =  u  (pag.  221).  Ex.  gr.  si  w  =  6x  et  £  =  3,  erit 

d««^  =  ^ab2  x2bx, 
nam  tum 

m  =  bmx^—  b{m  —  1)  x  =  A#. 

II.  Per  prEecedentia 

d  (»  -+-  z> -+-  z  ■+■ . . .)  =  d«  -+-  d»  ■+■  dz  -+- . . . 

III.  Est 

d  («»)  =  «z>  -+-  p«, 

imo  differentiale  facti  quotvis    functionnm  asquipollet  siimmas  producto- 
rum  e  differentiali  cuiusvis  in  faetum  reliquarum. 

IV.  Ex  I  et  III  fit 

d  —  =  d«»— '  ==«( — Hi  +  r1»  = —  H —  = 

y  »  '  v1  V 

_g    z>« —  «y 

V.  Est 

dlog.  u  = —  = ,  fpro  vx  —  u\. 

°  u         u  '  lJ  J 

Per  log.  intelligitur  logarithmus    naturalis,    per    Log.  vero  artificiaHs. 

VI.  Hinc 

aj  Si  A  (x)  functio  absoluta  fuerit  et  sit 

B(x)  =  auk , 
et 

6A  (x)  =  akuk~-!  u  =  6B  (x), 

erit  (per  I.  et  pag.  215) 

A  (x)  =  auk  —  B  (o)  -+-A(p)\ 
nempe 

jaku^—1  u  —  auk-h  constans 
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prodibit,  si  resecto  u  exponenti  ipsius  u  addatur  i,  et  reliquum,  nempe 
derivata  ipsius  B(x)  quoad  u  per  summam  dictam  dividatnr;  excepto 
si  k  —  o  sit  [per  V.];  constans  vero  addenda  ei,  quod  hoc  pacto  prodit, 
postea  quseritur.  Ex.  gr.  si  pro  u  ponatur  x,  erit 

j  x2x  =  -o--H  constans, 
et  (per  V.) 

jx~Jx  =  log.  x  -+-  constans. 
bj  Ex  II.  est 

)  (w -4-  v  -h  . . .)  —  j  u  H-  j  v-h  ...-+-  constans. 

cj  Ex  III.  est 

\(uv-\-  vu)  =  uv  -\-  constans. 
et  ex  IV.  est 

Cvu  —  uv        u 

= h  constans. 

J       v2  v 

d)  Ex  V.  vero  est 

I —  —  log.  u  -+■  constans. 

ej  Si  vero  terminus  generalis  seriei  incrementorum,  ut  dictum  (pag.  210) 
est,  sit  b(mx),  et  alius  seriei  terminus  generalis  sit  a(mx),  atque 

a\mx) 
erit 

B=pA, 

summa  prioris  B  et  posterioris  A  dicta.  Hinc 

C    ,  ,        \b(x) 

\a[x)=  ^—3 i-  constans, 
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sficno  sixunoa. 


itaque 

1 2xx  —  x2     et     I  x 
Ita 

f__^_____b 


3« 
nam  si  (in  V.)  u  =  ax3  tum  est  (per  I.)  du  =  3ax2  x ;  itaque 

log.ax3, 

$ax2x 


foax2x  =  ] 


est  vero 


~-y.i. 


f)  Sed  ex 

sequitur  etiam 


o  log.  u  =  — 
«d  log.  u  =  u, 


per  quod    functio,    etsi    variabilis    in    exponente    sit,    differentiari    potest. 

Sit  ex.  gr. 

u  =  aax ; 
erit 

dn  =  «^^d  log.  «fl*  —  erfl*d  (flJC  log.  a) 

(pag.  no),  quod  est  =  xaaxa  log.  a. 
Hinc 

(«««^log.  a  =  aax-¥  const. 
atque  (per  praec.) 


j  apx  =  ■—, I  aa 

J  alos.aJ 


alog.a 

Ita  (per  V.) 

raaax\oe.a       , 
& —  =  log.  aax  ■+■  const. 

^■y  Si  terminorum  plurium  summa  ad  exponentem  positivum  in- 
tegrum  elevatorum  sit  derivata  e  talibus  terminis  constans,  qui  singuli 
im.ej.Tari  possunt :  tuin  summa  integralium  singulorum  terminorum  erit 
integrale  totius    (pag.  226) ;    id  est  summa  functionum  primitivarum    ter- 
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minoTum   singulorum    tanquam    derivatarum    erit   functio    primitiva    deri- 

vatas  datas.  Sit  nempe 

u  =px,  v  —  qx, . . . 
erit  (pag.  93) 

u  -+  v  ■+- . . .  =^px  -+  qx  -+ . . . 

atque  p+-q-\- ...  erit  derivata  quoad  x  ipsius  j(px,-+qx-+. . .);  (pag.  223). 
Si  autem  differentiale  sit  series  infinita  convergens   forma; 

(Ax<*  -+Bxh  ■+■ . . .)», 

exponente  ab  aliquo  incipiendo  unitatem  superante  et  crescente  in  infi- 
nitum,  uti  fit  per  formulam  binomii  quoque :  tum  terminis  pariter 
integratis  prodit 

quod  est 


Axa+' 
a-i-l 

b+l 

lAx" 

Bxh 

—  x  — 7 

+  b  +  i 

quse  item  series  convergens  est,  si  prior  talis  sit.  Nam  ab  aliquo  termino 
denominator  J>  1  iit,  abinde  semper  crescens  ;  sit  is  /?,  et  summa  seriei 
prioris  ab  illo  termino  sit  s,  erit  buius  seriei  summa  ab  eodem  termino 
<\--a-,  eousque  autem  termini  numero  certo  sunt,  neque  denominator 
o  est  (nempe  si  in  VI a)  k~o  sit,  patet). 

Pro  litera  puncto  insignita  vero  literam  nominis  eiusdem  signo  d  pras- 
posito  substitui  posse,  (quoad  asquipollentiam,  adeoque  summam  seriei 
incrementorum,  et  integrale)  evidens  est  (pag.  210  fef)  ;  uti  etiam  omnia 
dicta  valent  (ex.  pag.  223),  si  litera  puncto  insignita  ex.  gr.  z  ex  pz 
omissa,  coefficientis  differentialis/,  ut  derivatae  quoad  z,  functio  primi- 
tiva  quoad  z  quEeratur ;  imo  si 

z  =  vu  adeoque  pz==pvu, 

etp&cv  per  variabilem  u  exprimatur,  adeoque  pv  derivata  pura  quoad 
u  fiat ;  tunc  quoque  etsi  derivata  prior  quoad  z  pura  non  fuerit,  hoc 
pacto  quoad  u  pura  reddita  est,  et  erit 
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si  z=^vu  (pag.  221). 

VII.  Ita  deraonstrabitur  paulo  inferius  : 

d)  Si  A  (x)  aream  in  plano  denotet,  inter  y  et  x  coordinatas  per- 
pendiculares  et  lineam  per  complexmn  extremitatum  ordinatarura  factam 
comprehensam:  differentiale  eius  est  yx,  derivata  vero  y,  nempe  ordinata 
abscissEe  x  variabilis  absolutse. 

b)  Si  vero  A  (x)  lineam  dictam  denotet :  derivata  eius  quoad  x  est 
(1  -I-  (v)yY)~*    seu  (l-\-y'"fe,  si  jy'  derivatam  ipsius  y  significet. 

c)  Si  A  (x)  soliditatem  corporis  per  revolutionem  lineae  dictas  circa 
abscissarum  lineam  orti  denotet:  derivata  eius  quoad  x  est  ny1;  et  super- 
ficiei  corporis  huius  derivata  quoad  x  est 

2Tiy{i^-{^yY)^  seu  2Jiy(i-\~y'2)~~~- 

d)  Ita  paulo    inferius    (definiendo    prius    geometrice    centrum  gravi- 

tatis)    demonstrabitur,    derivatam    (quoad    abcissam    x)    distantias    centri 

(d  _4_  x)  v)M 
gravitatis  ipsius  M  a    certo    plano  P  extra    M  cadente,  esse        ■  ^ 

per  a  distantiam    a    P  talis    puncti   ipsius    M  intelligendo,    quo    nullum 

ipsi  P  propius  est,  per  x  vero  rectam  a  [onmino  ad  P  perpendicularem, 

ut    lineam    abcissarum ,    pro    M  quoad    illam    exprimendo)     continuatam 

intelligendo.    Unde  distantia  ipsa  centri  gravitatis  erit 

f  (a  +  x)  «iM 
J        M        ' 
quod  item 

=  -fo$t-  +  x)iM, 

quia  M  constans  pro  quovis  casu    manet   idem,  pro    quovis  mx  in  serie 
jncrementorum  ubique,  adeoque  et  sunima  tota  per  M  dividitur. 
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e)  Ita  si  in  motu  rectilineo,  ad  finem  spatii  5  tempore  t  percursi, 
velocitas  v  dicatur,  et  w  vis  continuo  agens,  sive  constans  sive  lege 
certa  variabilis  sit,  sive  ipsius  mobilis  directione  sive  ei  contraria  agat ; 
ponaturque  pro  mobili  M  punctum  vel  spheera  massae  1  ;  atque  /  sit 
variabilis  absoluta,  a  qua  reliquas  in  quovis  casu  in  dependentia  simul- 
tanea  sunt :  erunt 

s  (mi)  —  5  f(m  —  i)i)     et    v  (mi)  —  v  ({m  — i)t), 

nempe  s  et  v  differentialia  vera  ipsorum  s  et  v,  imo  stricta  quoque, 
prius  quoad  s,  posterius  quoad  v,  Velocitas  v  est  quantitas  respcctiv;i 
(pag.  47),  exprimiturque  numero  pedum,  qui  sub  tcmporis  unitate  (ex. 
gr.  sub  i")  motu  asquabili  percurrerentur ;  vis  w  vero  velocitate  finaii, 
quas  produceretur,  si  w  constanter  eadem  ageret  in  ipsum  M  sub  1". 
Paulo  inferius  demonstrabitur  quod  sit 


ct 


Unde 

%vt=  v     et     --—  =  r, 

atque 

vt—s     et     —  =  t, 
v 

w  autem  est  derivata  quoad    t  ipsius  v,  et  derivata    quoad    v   ipsius 

t,  ac  v  est  derivata  quoad  t  ipsius  s,  et  ~-    derivata    quoad    s    ipsius    t 
(pag.  221).  Itaque  integrale  w  quoad  /,  sive 

j  wi  =  jv  —v  ; 
et   I    '     quoad  v,  sive 

,/  W         J  ' 


wt 

w 

:  i 

'■^1. 

s 

vt 

= 

s 

V 

i 

— -i. 
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etj#  quoad  t,  sive 


\vt=\s  =  s  ; 

et  1-^—  quoad  s,  sive 

/4=/'='- 

Imo  quum 

s~ 

-vi    et     /'=■' 

adeoque  (pag.  94) 

.   vti 

-,    et     —  —  s, 

et  hinc  etiam 

-=£■ 

ac  (VI) 

(quoad  V) 

V1         c     ■ 

=     WS, 

2           J        ' 

et 

v—y  2  \w$. 

s,    vv  =  WS, 


Ubilibet  vero  pro  re  nata  applicatur  (pag.  221). 
Item  ex  eo,  quod 

V  =  »'.S(quo!Ui  () , 

seqiiilur,  quoad  eandem  variabilem  /  accipiendo  differentialia  et  derivatas, 

6v  =  dvis     atque     <tlv  =  tl*s  ; 

idest  differentiale  ipsius  v  quoad  /  est  differentiale  quoad  t  derivatee 
quoad  l  ipsius  s;  derivata  vero  quoad  t  ipsius  v  est  derivata  quoad  t 
derivata;  quoad  t  ipsius  s,  idest  derivata  ipsius  ^  quoad  t  secunda, 
quod    per    <d~s    denotari   potest ;    atque    I  tWs  sive 

|«l*j  =  v     et    I  \tiv  —  s. 

(quoad  I)  (quoad  t) 

Solet  hoc,  quod  <dv  sit  =v)nls  sive  al*j  exprimi  modo  sequenti : 
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»(#  —  ds,     et     f  =  — F,- ,     et  inde     (/&  —  d  -^rr  , 
dt  '  dt  ' 


ita  tamen,  ut  dt  pro  constante  reputetur.  Exemplo  sit 
s  =  -^—. 

2     . 

ut  m  motu  unifonniter  accelerato ;  est 

^s—gt,  quia  ds—gtt, 
et 

dds  =  d  (gt)  =  gi,  ac    ^s—g; 
itaque 

dz>  =  ^/     et     Wz1  =  g, 

atque   I  £"  quoad  i  sive 

j>*  =  ** 

Est  etiam  pro  dt  constante 

*£='4j£='4?-='-**=m 


<#  2<#  «^ 


jdtffdt; 


:£*-=. 


VIII.  a^  Quod  Jt)    sive  j  i   (quoad  w)  seu  J  d#  asquale  est  v,  patet : 
quum  sit  (pag.  220) 

v  =  v(mi)  —  v((m  —i)i), 

ubi  si  ipsi  m  omnes  numeri  ab  1  usque  ad  n  (inclusive)  substituantur, 
terminis  (ut  pag.  209)  intermediis  seriei  se  mutuo  destruentibus,  manet 
v[nt)  —  v(ot),  idest  v  ipsum,  quod  ad  finem  ipsius  t  est,  subtracto  illo 
v,  quod  in  initio  est  ;  nempe  constans  semper  in  integralibus  et  functio- 
nibus  primitivis  subintelligenda  est,  etsi  alicubi  omissa  fuerit. 

b)  Notandum  adhuc  est :  quod  si  functio  absoluta  A  (x),  cuius  valor 
quasritur,  talis  sit,  ut  crescente  x  valor  eius  decrescat,  ita  ut  minus  posi- 
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tivum  fiat,  adeoque  A(mx) —  A((m — l)x)  negativum  sit,  atque  B(x)  sit 
functio  summatrix,  adeoque  (pag.  215) 

A(mx)  —  A{(m  — i)x)  =  B(mx)  —  B{(_m  — l)x)  =  u(mx) : 

erit  quodvis  horum  differentialium  negativum   sequipollens  ipsi 

—  (A((m~i)x)  —  A(mx))=—(B((m—i)x)  —  B(mx))\ 

eritque 

A  (x)  —  A  (o)  =B(x)—B  (o) 

utrumque  negativum  ;  A{6)  —  A(x)  vero  positivum  atque 

A  (6)  =  B  (o)  -  B  (x)  +  A(x); 

et  quum  ssepe  valor  ipsius  Aix)  plane  pro  x  =  o  quasratur,  valor  quse- 
situs  hoc  modo  exhibetur ;  idem  patet,  si  valor  ipsius  A  (x)  pro  alio 
valore  ipsius  x  quEeratur. 

Ex.  gr.  sit  trianguli  abscissa  (Fig.  21) 

a  —  (b-hx)=y, 

denotetqne  A(x)  arcam  inter  abscissam  et  ordinatam  atque  rectam:  erit 

(a  —  (b-\-mx)Y        (a~(b-\-(m  —i)x))2 
2  2 

adeoque 

A(mx)<A((m—i)x); 
est  vero 

A((m  — i)x) —  A(mx)  =  (a  —  (b-hmxj)x  ; 
itaque 

A  (mx)  —  A  ({m  —  1 )  x)  =  —  (a  —  (b  -+-  mx)) x, 
seu 

«lA  (x)  =  —y. 
Unde  |(  —  y)  seu  hic 

j  (b  -i-  x  —  a)=  jb  -hjx  —  \a  —  bx-h^. ax-h  const. ; 

(quoad  1) 

et  hoc  est,  constante  posito  o,  B(x),  cui  addi  debet  A  (o) —  B(o),  ut  A(x) 
prodeat ;    interim   heic  A(x)  =  o   pro    x=^a  —  b  et  B(o)  =  o.  At  si  area 
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pro  x  =  o  quasratur,  erit 

A(o)  =  B  (o)  —  B  (x)  -+-  A  (x)  =  A  (x)  —  [bx  4™  —  ax\ 
quod  pro  x  —  a —  b  est 

=  a{a  —  b)  —  b(a  —  b)~  (g~&)'  , 

et  hoc  reducendo : 

_  (a-bf 

2 

Si  (Fig.  22)  A(x)  aream  inter  abscissam  1 — (b-hx)  et  ordinatam 
ipsius  atque  arcum  circuli  pro  radio  1,  a  fine  radii  usque  ad  ordinatam 
e  fine  ipsius  b-\-x  seu  ipsius  1 — (b-i-x)  erectam  denotet:  et  hic  est 
dA  (x)  manifeste  non  +yx  sed  1 — \yx,  adeoque  derivata  quoque  nega- 
tiva  ;  itaque  I  (1 — \y)  quasrendum  est  pro  valore  A  (x)  —  A  (o) ;  atque 
sequatione  e  centro 

y  =  (i-{b-hx)*f 

et 

^(i  -  (b  +  *)■)*!= J(i  -  (b  +  x)f; 

nam  ut  (pag.  194)  dictum  est,  in  evolutione  binomiali  (hic  integranda), 
quum  radicis  quadratas  valor  etiam  negativus  detur,  valor  uterque  exhi- 
betur,  adeoque  et  positivus  pro  A(o)  —  A(x). 

c)  Est  etiam  aliquando  functionis  valor  00  pro  x  =  o;  de  quo  casu 
aliqnid  adiiciendum  est  ad  dilucidationem  paginae  (214)  et  sequentium.  In 
hoc  casu  si  A(o)  =  ±<x>,  non  fit 

A(zx)  —  A(o)*-—o; 

et  serierum  ex  A  (x)  et  B(x)  derivatarnm  termini  non  debent  usque  ad 
o  extendi,  sed  tantum  usque  ad  certum  zx=p  ;  fietque 

A(x)  =  £(X)-B(p)  +  A(p); 
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adeoqne  constans  tum  A  (p)  —  B  (p)  sumitur,  haud  imraiscendo  infinitum 
per  A(d) —  B(o).  In  prascedentibus  est  zx  ad  finem  ipsius  x  ;  omnia  tamen 
rite  applicantur. 

d)  Pagina  (215)  differentiale  terminum  generalem  u(mx),  non  va- 
lorem  specialem  denotare  dictum  est ;  at  quasri  potest  terminus  seriei 
^/-tus  pro  x  —  a\  de  punctis  discretis,  ubi  «-tus  fit  —  o  vel  =  co, 
inferius. 

IX.  a)  Hinc  (ex  I  et  VII)  lineas,  cuius  ordinata  y  ad  abscissam 
x  perpendicularis  est  =ax^,  area  inter  coordinatas  x,y  atque  lineam 
ipsam  comprehensa  est  —  I  y,  quoad  x,  (uti  hic,  donec  aliud  monitum 
fuerit,  seraper  inteltigendum  est),  et  hoc 


-  a**+'  +l.  ,„   ,.,„, 

/4-1 

ubi  constans 

—  0,  quura 

A{d)  —  B{o)  =  o, 

nara  tam  area,  quam  B(x)  est  o  pro  x  —  o.  Est  vero  hoc  de  quovis 
valore  sive  fracto  sive  negativo  ipsius  p  verum,  excepto  si  p  — — 1, 
tunc  enim  (VI,  d) 

J>=/-f-  =  alog.* 

et  tura  hasc  erit  areas  expressio,  ut  statim  hyperbolae  exemplum  ostendet, 

Ita  area  parabolas,  cuius  y  —  «x2(pro  a  asquali  radici  quadratEe  para- 

metri),  est 

-i-     3  2        l  2 

■=ax*  :  -— -  —  ~-ax!x  —  -h-xy. 
2  3  3     J 

h)  Si  y—  — ^—  sit,  uti  (Fig.  23)  ad  hyperbola^  sequilaterae  asym- 
ptotam  ordinata  perpendicularis,  area  (VII,  a)  est  j  T  ;  et  soliditas  per 
revolutionem  orta  est     — ;  est  vero  (V.] 
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T+~  -  =  «,log.{i-t-*), 
itaque 

log.{i-H  *)="(*) 
functio  sumraatrix  erit  et 

/t^=1°«'(i+*>; 

crescente  itaque  x  ad  dextram  positive,  crescet  area  in  infinitum ;  de 
casu  pro  abscissa  negativa  statim  dicetur,  Soliditas  vero  erit  finita  sem- 
per ;  imo  si  #-^-,00,  soliditas  hyperbolas  circa  asymptotam  revolutae 
tendit  ad  ti ;  nempe 

/71  ("I  -IX  —71 

.■■-.    -i2  =  n   .     ,      71-  =  -    ,        -l-constans  =  -  ■    -      +  constans  ; 

nempe  heic  tam  -      x,  quam  -     functio  summatrix  esse    potest,  dis- 

crimenque  tantum  in  constante  est  (pag.  218),  niinirum  differentiale  deri- 
vataque  tam  ipsius  -— ^_x  ,  quam  ipsius  "^v  eadem  sunt,  nempe  deri- 
vata  utriusque    est    (IV.)     ,  Jsvy  !  nimirum 

■      x       _  (i-+-x)dx  —  x9)(i-hx)  _    (l-hx),  I—X.l ____ 

1-hX   ~  (i  +  x)"  (i-hx)2  ~~~  (l-+-x)2' 

ita 

■      —I      _   (l-\~x)v)(—  i)  —  (—  l)v)(l-+-x)  _     O  -_-__ 
i-i-x  (l-t-»}1  ~~  (1  +  *)3  ' 

Sed  prouti  ~~~  ■  -  vel      ~J       pro    functione    summatrice    accipiatur, 
constans  alia  erit  ;  nam  in  casu  primo 


in  altero  vero 

*e»=TTo-=-'i 

adeoqne  quum  heic  A  (o)  —  o,  erit  constans  prior 
A(o)  —  B{o)  =  o, 
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posterior  vero  erit 

A{o)  —  B{o)=i; 

itaque  integrale  nempe 

f       I —  — * ho 

J  (I-V-JC)2  i-\-x  ' 

et  simul 

=  7+^  +  I=  i-hx  ' 
idem  in  utroque  casu.  Consequenter  : 


rcf-1 

V  (n- 


x)* 


quod  '—-tt,  si  x  --—  oo,    quia  tum    j,x  ■"—  i- 

Est  autem  ji  area  circuli,  cuius  radius  i  est ;  nam  diameter  est  tum 
—  2,  peripheria— 2/r,  et  2n.-~-  =  n;  est  igitur  soliditas  heec  sequalis 
basi,  nempe  areas  circuli  ipso  af  =  i  tanquam  radio  in  revolutione  dicta 
descripti ;  omnibus  quoad  unitates  suas  expressis  fpag.  36}. 

c)  Aliquid  de  area  inter  asymptotam  et  hyperbolam  quoad  loga- 
rithmos  negativorum  annotare  liceat.  Sit  C  centrum  hyperbolte  asquila- 
terse,  ubi  angulus  asymptotarum  rectus  est;  sitque  (XC  =  CQ  =  1 ;  sintque 
f,  f  vertices  hyperbolae  ;  af,  bf  [potentiae  hyperbolae  dictas)  manifesto 
snnt  unitati  asquales.  Dicantur  abscissse  ex  c  ad  asymptotam  sumtae 
(ad  dextram  positivte,  ad  leevam  negativae)  nomine  generali  z ;  et  sit 
z  variabilis  absoluta,  adeoque  z—--.  Accipiantur  prasterea  arese  ab 
utraque  potentia  hyperbolee  versus  asymptotam  alteram  introrsum  negative, 
positive  extrorsum  ;  et  erit  area  inter  ordinatam,  abscissam  z,  hyperbolam, 
et  potentiam  hyperbolas  ordinatas  proximam  comprehensa,  logarithmus 
naturalis  ipsius  z,  sensu  elementari. 

Quodsi  ordinatas  inferius  negative  accipiantur,  facile  patet,  perjy  =  ™ 
totam  hyperbolam  exhiberi,  Nam  si  e  quocunque  hyperbola?  puncto  <J, 
sint  perpendiculares  gp,  gb,  pro  abscissa  cp  esset  ordinata  <JP  —  ~^u. 
quia  glj  — cp;  consequenter  <}r}  =  — —  =  — r-;  adeoque    punctum    g    per 
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ordinatam  abscissse  clf  determinatur.  Idem  de  plaga  inferiore  patet ;  uti 
etiam  abscissam  quamvis,  utvis  parvam  etiam,  per  ordinatam  suam  mnl- 
tiplicatam  esse  —  i. 

d)  Derivetur  series  incrementorum  ex  \og.z\  erit  terminus  generalis 

log.  (mz)  —  iog.  {(m  —  i)z)  —  log.  ^  J^  ^  , 
quod  item 


quod  quum  n  ita  augere  liceat,  ut fractio    vera    sit,    est   (pag.   188) 

= -  (-  -i  _  -L  (-U '_  _-  (  \)3- . . ) 

\      mz        2  \  mz  I        3  \mz  I  j 

substituendo  —  ipsi  u,  quum  utrumque  positivum  sit,  propter  z  et 
mz  utrumque  simul  negativum  aut  simul  positivum.  Erit  autem  termi- 
nus  seriei  primus  .  ,  et  si  summa  seriei s  dicatur,  atque  fpag.  214)  mz 
utvis  parvum  sed  determinatum  q  sit,  poterit  n  ita  augeri  pro  dato 
quovis  N  idem  pro  terminis  omnibus  quos  q  haud  excedit,  ut 


sit  <i  -^rr  1  seu  breviter  — :  s^~-i. 
^  JS/  q 

Nam  seriei  summa  tota  esset  (per  pag.   187) 


<»  +  -=-  :(!-«')  = 


quod  -~— 1,  dum  «--«o. 
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Consequenter  — — — ,  idest  modo  consueto  exprimendo  —  differen- 
tiale,  vero  derivata  quoad  z  logarithmi  naturalis  ipsius  z  est. 

Denotet  iam  superius  A  (z)  aream  antea  dictam,  dicaturque  differen- 
tiale  verum  eius  a(z),  et  log.  z  dicatur  B(z),  atque  differentiale  verum 
eius  sit  b(z);  erit  B(z)  functio  summatrix  pro  A(z).  Nam 

a  (mz)  —  zy  —  —  ; 

namque  differentiale  verum  ipsius  A  (z)  est 

A(mz)-A((m-i)z), 

quod  (Fig.  23)  est  <|-r 


quod  ^i,  quum  pro  quovis  q  liceat  n  ita    augere,  ut  dictum  est ;  con- 
sequenter  si  —  —  zy,  sitque  hoc  superius  u(z)  (pag.  214),  erit 

a  (mz)  —  u  (tnz)  =  b  (mz); 

itaque  esset  per  (pag.  225)  A(z)—ju(z)  id  est  j-y,  sive J—  quoad  z,  (si 
tantum  derivataponatur);  nempe  A  (z)— log.js-f-const,  quia  demonstratum 

est,  differentiale  logarithmi  naturalis  ipsius-sesse  —    et    derivatam  quoad  z 

1 

esse 

z 
Constans  heic  et  in  casu  simili  prodit  sic.  Est  omnino 

A(z)-A(p)  =  B(z)-B(p), 

pro  p  utvis  parvo  (pag.  214)  et  quovis  z,  adeoque  etiam  pro  z—i  ;  itaque 

A(i)-A(p)  =  B(i)-B(p); 
sed 

A(i)  =  o=B(i), 
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acleoque 

A(p)  =  B(p)  et  A{p)~B(p)  =  o; 
consequenter 

A(z)  =  B(z)  +  A(p)-B(p)  =  B(z). 

Patet  autem  inter  potentias  hyperbolae  crescente  z  decrescere  tam 
logarithmum  quam  aream,  quum  z  ibi  unitate  minus  sit ;  et  logarith- 
mum  areamque  negativa  esse ,  adeoque  tam  B(mz)  —  B{(m  —  i)z) 
quam  A(mz) —  A{(m — i)z)  positiva,  e  minore  negativo  maius  negati- 
vum  subtrahendo.  Ultra  potentias  extrorsuin  utrinque  crescente  z,  area 
logarithmusque  positive  crescit  et  incrementum  positivum  fit,  e  maiore 
positivo  minus  subtrahendo.  Ita  — ,  nempe  differentiale,  semper  positi- 
vum  erat. 

Quod  vero  logarithmos  abscissarum  negativarum  attinet :  etiamsi 

B  (z)  =  log.  z 

sensu  (pag.  193)  sit,  poterunt  in  terrainis  seriei  incrementorum,  cuius  ter- 
minus  generalis  est  B(mz) —  B{(m — i)z),  logarithmi  tales  valores  ac- 
cipi,  ut 

A  (mz)  —  A((m—i)z)  =  B (mz)  —  B((m—l) z), 

ut  antea  incrementa  ab  A[p)  et  B{p)  incipiendo.  Nempe  (pag.  200) 

log.  (mz)— llog.  e\em.(mz)-+-nY —  1, 

et  si  pro  quovis  m  idem  n)f — 1  ponatur,  fiet 

B(mz)-B{(m-i)z) 

=  3og.  elem.  (mz)  -hnY  —  I  — (log.  elem.  ((m  — i)z)-±-icY — l) 

—  log.  elem.  (mz)  —  log.  elem.  {(m  —  i)z). 

Itaque  hoc  pacto  fiet 

A  (z)-A(p)  =  B{z)  -  B(p) ; 
sed  pro  z  =  —  1  fiet 

A{—  i)  =  o,B(—  i)=)7il^i, 
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idest  unus  valor  ipsius  log.  (—1)  est  11Y — T  I  eonsequenter 

-7,\r=l=A[p)-mp), 

atque 
A  (z)  =  B{z)  —  nY — 1  =  log.  elem.s  -+■  ny — 1  — n  \ — 1  =  log.  elem.2. 

Non  igitur  arete  inferiores  logarithmos  sensu  (pag.  193)  nempe  quan- 
titates  imaginarias  exhibent,  sed  elementares  tantum  ;  atque  si  in  ter- 
minis  seriei  diversa  imaginaria  adnexa  sint,  se  invicem  haud  elident 
imngiimria,  ut  cum  terminis  seriei  arese  simultaneis  aequipolleant. 

Notandum  vero  est,  differentiale  logarithmi  naturalis  ipsius  z  tunc 
quoque  -  esse,  si  z  non  ipsa  variabilis  absoluta,  sed  qualisvis  eius 
functio  fuerit. 

Sit  nempe  z  —  C(x),  erit 

z  =  C(mx)  —  C((m  — i)x). 
Sed 

C((ni~i)x)  =  C(mx)  —  (C(mx)  —  C({m—i)x)) 

—  C(mx)  — z—  q  —  z, 

si    C  (mx)    generaliter     q     dicatur.    Itaque    terminus   generalis    seriei    ex 
log.  z  =  log.  C  (x)  derivatae  est 

log.  C(mx)—\og.  C((m— i)*)=log.  9—  log.  (q—z)=log.  — ^  =  log.  (i:2^) 


ubi  pariter  ut  antea  n  ita  accipi  posse  facile  patet,  ut        <|  1  sit,  atque 

seriei  ex  (pag.  186)  evolutas  terminus  primus  —  summae  seriei  totius  asqui- 

polleat.     Est   igitur    -p=n — rr-,  sive  x  pro  mx  ponendo  fpag.  220)  ri  ■,.  id 

y  t-  \mx)  L-[X) 

est  — -    differentiale    quoad    z   logarithmi    naturalis    ipsius    z  =  C(x)   et 
j     z 
- derivata  quoad  z.  Fotest  vero  (pag.  224)  ipsi  z  6C{x)  substitui ;  estque 
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j—piY  —  log.  C(x)  -+■  constans. 
e)   Soliditas  paraholoidis   est  ipag.   229) 

pro  parametro  p ;    constans  est  o,  quia  pro    x  —  O    est   tam    area    quam 
—£■ — ,  nempe  functio  summatrix  —  o.  Ita    soliditas  projy  —  axF  est 


na2  x*P= t 

J  2/4-1 


Ellipsoidis  soliditas  pariter,  per 

pro  <7  axem  maiorem  denotante,  est  Eequalis 

f     ,       f    /  *  A*3  \      I"  *         Cnpx*        npx2        npx3  ,( x2        x3\ 

Eadem  expressio  hyperboloidis  est,  signo  —  in  -t-  mutato,  quum  pro  para- 

metro  p  et  axe  maiore  a  sit  in  ellipsi   y*=px —  — — ,  et    in    hyperbola 
px2 

y2=px  +  £ 

J       r  a 

f)  Notandum  vero  est  ex  fpag.  210)  sequi,  quod  si  duarum  functio- 
num  A(x)  et  Bix)  derivatae  u  et  v  quoad  eandem  variabilem  acceptse 
tales  fuerint,  ut  —  =  k,  quosvis  terminos  simultaneos  ita  ut  superius 
inteliigendo,  etiam  A(x)  —  A{o),  nempe  summa  seriei  ex  A(x)  derivatae 
sit  =  k(B(x)  —  B(dj).  Si  aimirum  termini  generales  sint  a(mx),  b(mx)  et 

a(x)  —  ux,  atque  b(x)  =  vx,  atque  — -  =  k 

adeoque 

ux  =  kvx ; 

per  consequentiam  a(x)  =  kb(x)  esse  e  superioribus  evidens  est. 
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Applicando  hoc  ad  aream  soliditamque  ellipseos  ad  aream  soliditatem- 
qne  circuli  relatam,  erit  ordinatis  (pro  eodem  x)  y',y  dictis,  et  diametro 
circuli  —  a 

y        v  a    '  /        w     a[ax  —  x2)        *     a        '     az         a  ' 

si  nimimm    b   dicatur    axis    minor    (pag.   116),   pro  y'—  —  et  X  —  —  erit 

b2  ___  pa        pa2 ap 

4  2  4«  4   ' 

unde  bz  =  ap  et  /  =  -—  ;  quum    ergo  sit  *—■  =  —  ,  est  area  circuli   C  et 

...  _    ,.  E        b         .77      ^C       £«3^r        &wi 

area    eliipseos  £  dicta,    -/-,-  =  —,    et     /1  =  —  = — — - — ,    quum 

^  '      C         a  a  4<z  4     '    ~ 

area  circuli  sit  —  pro  diametro  a. 

4 
Ita  soliditatum  E  et    C"  dictarum,  derivatis    V  et    F  dictis  ;  est 

Y'  /'  pxz\        ,  , ,  ,,        ,       piax  —  x2)        p         b2 

Itaque 

^ii    et  g^  C"» 

C"         .<z3   '  «2     ' 

quod,  quum  soliditas  spbaeras  sit  —  7 ■■■— ,  est  = —, — ;  quae  nempe  so- 
liditas  ellipsoidis,  cuius  axis  minor  b  est,  circa  axein  maiorem  a  revo- 
lutae  est. 

g)  Si  arcus  circuli  x  sit  variabilis  absoluta,  demonstrabitur  paulo 
inferius  derivatam  ipsius  x  quoad  tangentem  eius  acceptam  esse  {l-hz2)~\ 
si  z  dicatur  tang.  x ;  unde 


=j(l  +  z* )"  —  f  (1  —  z*  -H  5:4  —  #6  4-  . . .), 


2r3  25 


,GoosIe 


244  CONSPECTUK    AR  ITHMETICAE    GENERALIS. 

et  hoc,  si  x  aequale  est  dimidio  quadranti,  adeoque  z  eequale  radio  =  i,  est 


quae  series  Leibnitziana  est,  totaque  peripheria  octuplura  eius  est ; 
atque  et  hic  si  ex.  gr.  apud  4-  subsistatur,  defectus,  nempe  quod adbuc 
addendum  esset,  est  <i\\  et  si  illum  terminum  negativum,  in  quo  sub- 
sistere    libet,    excipiens    denominator  ft   sit,    erit  defectus    <     ]r_   -■— o, 

h)  Sit  exemplum  etiam  ad  lorigitudinem  arcus  per  formu.am  supe- 
rius  allatam,  determinandani  ipag.  229).  Sit  u  arcus  circuli,  pro  abscissa  x 
e  centro,  atque    pro    x  =  sin.a,    est  y  —  [i  —  x2)T  pro  radio  1 ;  erat  vero 


estque 

«Jw  = 

(l+ (*>)>)■ 

' 

«Jy 

=-i< 

!_*»)' 

2J.  =  - 

-*(_-_")" 

et 

(«M2 

1 

atque 

4-  {siyY  — 

_Ca+I 
I  — 

—  tf3 

(!-«•)"", 

et 

•. 

_=(i 

— X2 

atque 

«=/(: 

-_»)-' 

=!(,-. 

I-  n__L__ 
_    *    ^   2.4 

x< +J 

•3-5  , 
.4-6  * 

6+. 

=*+i 

■_---_ 

■3   *5         1 

■  3-5 

*7 
7 

-  +  ... 

.4"  5         - 

•4-6 

quod  pro  u  =  300,  adeoque  a:  =  sin.  30°  =  -^-  fit 

—  i-  _i_  .!,      1. ._  _i_   i_3       i_._    .    .._3_i> _ ■_ 

2^2    3.23  ^  2-4    5-25  ^  2.4.6    7-27  ^--- 

atque  tt,  id  est  dimidium  peripherise  pro  radio  1,  seu  per  quod  diameter 
quilibet  multiplicatus  dat  peripheriara,  seu  area  circuli  radii  1,  nempe 
2ti  — r  =  7r,  est  series  haec  per  6  multiplicata ;  atque  si  ad  »-tum  termi- 
num  subsistatur,  denominator  est 

2  .4...  (2«  —  2).  (2«  — 1)2^—1, 
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et  terminum  sequentem  producit 

\2n  —  1).  [in  —  i)2zn  —  1  __   1    \2n~i).<27i — 1'; 
2n.(2n-hi)22ft+l  4      2».(a»-+-fJ      ' 

et  quum    exponens  iste  <\  sit ,  error  summa    (per  pag.   151)    calculata 
minor  est. 

i)  Si  sequatio  lineEe  u  sit 

_y  =  log.(a  ■+-(#*  —  1)*) 
erit  (per  rfy  pag.  238). 

rfy  =  (l+x(*»— l)~*):(a-H(*«— 1)*)  =  f*1—1)'^*   ;(<+(<'— 1)*)= 


(«ty)a  =  (#2  —  1)  x, 
et 

I+(,[y)J=— _L—  +  I=X*(X2—1)", 

et 

elw  =(l4-(Wjv)z)J  —  »(*z  — iT"T} 

cuius  integraie  est    (x2 — i)T;  huius  enim  derivata  quoad  x  est 

i.2x(#2  —  i)~. 

Consequenter  arcus  est  ~}fx% — 1  exacte ;  quia  pro  x~i  est  arcus 
=  0  et  yx2  —  1  quoque  =  yi  — 1  =  0;  itaque  constans  =  o,  quum  supe- 
rius  A  (o)  —  B  (o)  —  o  sit,  jpag.  215).  Unitas  per  (pag.   111)  mutatur. 

Est  vero  linea  hasc,  quas  catenaria  vocatur,  (atque  etiam  quadrabilis 
est),  insignibus  alioquin  etiam  proprietatibus  gaudens.  Est  linea  trans- 
scendens,  quum  aequatio  eius  logarithmum  involvat ;  estque  linea  illa, 
(Fig.  24)  in  qua  filum  perfecte  flexibile  (quasi  lineam  ubique  asque  gra- 
vem),  extremitatibus  non  in  eadem  verticali  fixis,  distantia  earum  longius, 
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intensibile,  conquiescerct ;  quam  idcirco  magnus  Galil.-eus  parabolam 
esse  arbitrabatur,  et  nonnisi  progressu  Matheseos  ulteriori  tandem  Leib- 
nitz,  Jacobus  ac  Johannes  Bernoullii  determiiiarnnt. 

Demonstratur  nempe  in  Mechanica,  quod  si  vires  quorumvis  arcuum 
ab  imo  puncto  incipientimn  pondera  directionibus  tangentium  ad  fines 
eorum  ductarum  tenentes,  ita  decomponantur,  ut  pars  horizontalis  uhique 
sit  aequalis,  et  altera  sit  verticalis,  sint  vires  verticaliter  tenentes,  uti 
arcuum  dictorum  pondera,  adeoque  uti  arcus.  Si  iam  curva  ista  in  eodem 
plano  verticali  invertatur,  linea;  quas  antea  quasi  sursum  trahendo  tene- 
bant,  nunc  pondera  arcuum  superiorum  sustinebunt.  Hinc  catenaria  in 
hoc  situ  limes  est  formas  e  quam  plurimis  (nempe  tenuissimis)  prismati- 
bus  gequalibus  structi  fornicis  sine  ullo  casmento  proprio  pondere  stantis. 

Inservit  eadem  deorsum  versa  etiam  pontibus  exstruendis ;  duabus 
catenis  sat  firmis  nempe  extremitatibus  ad  litora  fixis  sustinetur  pons 
ipse  horizontalis. 

k)  Superficiei  per  revolutionem  lineee  circa  abscissam  x  ortae  de- 
rivata  quoad  x  erat  (pag.  229)  2/ry(n-(«[y)2)x;  atque  si  linea  circulus  sit, 
erat  (p.  244)  (iH-(«lj/)*)'T  —  (1 — #?)~%  ethoc  per  2/ry  (id  est  per  2/r(i —  x2)2) 
multiplicatum,  est  =  2/r.  Consequenter  j  2ji.~2hx~  zonas  superficiei 
sphaericEe  pro  abscissis  ordinatisque  e  centro  incipientibus ;  atque  si  x=i 
fiat,  prodit  2jt,  nempe  diinidia  superficies  spha;rica  pro  radio  1. 

X.  Exemplis  his  facilioribus  e  Geometria  in  gratiam  Tyronum  allatis, 
sit  fas  e  Mechanica  quoque  faciliora  quasdam  addere ;  applicando  ea, 
quse  de  motu  rectilineo  (pag.  230)  dicta  sunt,  observandoque  : 

a)  quod  quantitates  rtspectivae  plane  diversas  quoque  eadem  quan- 
titate  (ex.  gr.  recta)  sed  diversis  determinationibus  expressae,  etsi 
quoad  eas  quantitates,  quibus  exprimuntur,  asquales  sint,  nisi  expresse 
aliud  moneatur,  tunc  tantum  dicuntur  Eequales ,  si  cum  determinatio- 
nibus  suis  connexas  *equales  sint ;  atque  ut  determinationes  opposito- 
rum  et  imaginariorum,    nec    alia;    deterininationes    cum    quibus    expresse 
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ponuntur  quantitates,  sunt  ab  iisdem  avellenda? ;  ex.  gr.  dici  quidem 
potest  4-1  et  —  1  esse  eequales  abstrahendo  a  determinatione,  sed  non 
potest  4-1= — 1   dici. 

Ita  tam  vis,  quse  momentanea  dicitur,  quam  vis  constanter  agens 
recta  exhiberi  certis  determinationibus  possunt :  nempe  sit  p  punctum 
temporis  expers,  et  dkatur  primum  1"  in  p  incipiens  primum  1",  et 
sequens  1"  dicatur  secundum  1";  si  iam  in  p  talis  vis  adsit,  qute  massam 
M=\  sub  primo  1"  ad  k  peduni  distantiam  ferret,  absque  eo,  ut  inter 
initium  finemque  primi  1"  ulla  vis  egisset,  vis  dicitur  momentanea  in 
p,  —  si  neque  in  censum  veniat  virium  numerus,  qualitas,  tempusque  actio- 
nis,  dummodo  resultatum  in  p ;  vis  constanter  agens  vero  exprimitur 
numero  pednm,  quos  M  describeret  sub  secundo  1",  si  vis  qua?  in  p 
est  sub  primo  1"  continuo  ageret  in  M,  adeoque  hic  vis  dictae  tempus 
aciiunis  figitur. 

In  puncto  temporis  experte  p  vim  motum  producere  concipi  nequit : 
agere  incipit,  et  in  aliquo  temporis  puncto  desinit.  Potest  quidem  pro 
data  quavis  velocitate  vis  tanta  agere,  ut  dato  quovis  tempore  minus 
requiratur  ad  eam  producendam ;  sed  si  hoc  pacto  tempus  actionis 
tendat  ad  o,  velocitas  finalis,  quam  eadem  vis  sub  1"  continuo  agendo 
produceret,  tendit  ad  00. 

b)  Interim  quidcunque  sit  vis,  nonnisi  in  effectu  nota,  potest 
etiam  non  ut  respectiva,  sed  ut  absoluta  quantitas  considerari,  et  inde 
velocitas  educi ;  posito  vim  eandem  ^u-tuplo  tempore  continuo  agentem 
(«-tup]um  effectum  prtestare,  atque  plurium  viriuni  quotvis  directione 
eadem  in  idem  agentium  effectum  esse  summam  effectuum  singularum ; 
nempe  vim  illain,  qua  massa  M  prope  terram  deorsum  urgetur,  pondus 
M  massae  M  ad  terram  dictam,  sub  1"  in  ipsam  M  consranter  agen- 
tem,  illi  velocitatem  finalem  ^-^prope  31'  procurare  constat ;  si  itaque 
eandem  massain  premat  pondus  P  seu  vis  —  f^M',  vis  ista  constanter  sub 
1"  agendo,  velocitatem  finalem  tug  =  -Arjfr   ipsi  M  conciliabit. 
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c)  Denotetur  (pag.  219)  pro  variabili  absoluta  t  spatium  usque  ad 
finem  m-\S.  t  percursum  per  simi),  velocitas,  quae  ad  finem  m-ti  i  est, 
sit  v(mt),  vis  autem  velocitate  finali  (sensu  pag.  230)  expressa,  qua_  ad 
finem  m-ii  t  adest,  continuo  agens  denotetur  pariter  per  w{mi),  atque 
sit  w  prius  constans,  ex.  gr.  —  g. 

Erit  in  hoc  casu  _  id  est 

s  [mi)  —  _•  ((m  — 1)  /)  >  iv  {(m—i)  i), 

quia  spatium  hoc  sub  i  motu  sequabili  nonnisi  velocitate  v((m—i)i) 
percursum  est,  pr_eterea  vero  sub  m-to  i  agente  vi  constante,  sub 
quavis  parte  continua  ipsius  t  crevit  velocitas  :  at  idem  5  est  <\i.v(mt), 
quia  velocitas  sub  m-to  t  semper  minor  fuit  antea  quam  ad  finem. 
Est    autem    in    hoc    casu    v(mt)  —  gmt,    quia    vis     eadem    quo    longius 

constanter    agit,    eo    maiorem    velocitatem    producit,    atque     -^X J— 

m—i  tgmt 

est  — :  hoc  vero  tendit  ad  1,  duin  n--~.oo. 

m      '. 

Itaque  ■  -*—  1,  (pag.  218);    et  gt  ponendo    pro  gmt  atque  v  pro 

gi,  est  vi  differentiale  ipsius  s.  Differentiale  ipsius  v  autem  est  wi,  in 
hoc  casu  gi\  nam  v  (mi)  est  =  gmi;  quia  si  ad  finem  unius  1"  producat  vis 
constans  velocitatem  g,  ad  finem  temporis  mi  dabit  mgi;  itaque 

v(mi)  —  v((m—i)i)=gmi — g(m  — i)i—gi. 
Ex 

s'~vt  =  gtt 
est  (pag.  225) 

(q_o_d  *] 

Si  vero  w  non  sit  constans,  aut  crescet  aliquamdiu  aut  decrescet ; 
ponatur  crescere,  quum  eadem  mutatis  mutandis  facile  applicentur.  Erit 
s(mt)  —  s((m — i)i,  ut  antea,  s  dicto, 

»((«_I),'1»+?ltMi,<;i<;,((B_,1;)/+lM/,. 
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nempe  $  est  spathim  sub  m-to  t  percursum  partim  velocitate  finali 
illa,  quae  ad  finem  [m — -i)-tJ  i  est,  quas  sola  motu  asquabili  produceret 
spatium  iv((m—i)i\  partim  vi  w,  quas  ad  finem  (m — l)-ti  i  est, 
abinde  crescens ;  itaque  incrementum  istud  spatii  verum  erit  maius, 
quam  si  vis  quee  in  initio  m-xi  t  fuit,  eadem  usque  ad  finem  m-tv  t 
mansisset ;  esset  vero,  hoc  posito,  incrementum  hoc  fper  preecedentia) 
w({m  —  i)i)  ■ 
2 

Est  etiam  idem  incrementum  vermn  minus  quain  si  sub  m-to  t  vis, 
quae  ad  finem  m-tj  t  est,  quavis  antea  agente  maior  egisset ;  ita  vero 
item    per   prtecedentia    esset   incrementum  — — '—&  . 

Sed 

nam  dividendo  per  /,  terminus  secundus  tam  numeratoris  quam  denomi- 
natoris    per    primum    divisus    omni    dabili    minorem  quotuin  dare  potest 

(pag-  93).  atque  ,    , 

v{(m  —  i)t)t  _■ 
v{{m-i)t)t  ~  ■ 

Consequenter  etiam  (pag.  2181. 


f/  \  J\  i      w{mi\  ,- 

v{(m—i)t)t+     V     '  P 


v((m—i)t)t         ' 

imo  quum  v((m  —  i)t) :  v(mt)-^~ - 1,  quod  patet  si  velocitates  istse  ut  ordi- 
natae  proximse  ad  abscissam  tempus  reprassentantem  concipiantur,  erit 
etiam 

s 

v  \mt)t         ' 
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atque    hinc    iuxta    superiora    et   vt   differentiale    ipsins    s    et    v    derivata 
quoad  /    est  ;    nempe    more    solito    n    ponendo  pro  m,  fiet  v  (nt).t  —  vt, 
quia  v  (ni)  significat  illam  velocitatem,  quas  ad  finem  ipsius  t  est. 
Pari  modo  prodit 

v_ 

w  (mt) .  t        ' 

Nam  per  v  intelligendo  v(mi) —  v((m — -i)i)  est 

w((m  — 1)  i).  i <Jp  <^w  (mi) .  i '; 

namque  velocitas,  quas  sub  m-to  t  accedit,  producitur  per  vim,  quae  ab 
initio  m-ti  i  crescens  constanter  agit ,  si  non  cresceret ,  produceret 
velocitatem  w((m—i)i).t,  quia  sub  1"  producit  w((m —  i)t),  (et  1"=  1 
ponitur) ;  si  vis  w{mt)  ageret  sub  /,  produceret  w(mt).t;  at  vis  ante 
finem  m-ti  i  agens  est  semper  <^w(mi). 
Est  autem 

w((m  — i)i).i 
w(m.t).  t 

quod  patet  ut  antea.  Consequenter  (pag.  218)  etiam  — ; — , ~^~ .  i;    at- 

que  ut  antea    wt   est    differentiale  ipsius  v,    et    w    est    derivata  quoad  /. 

Functio  differentianda  hic  non  in  concreto  (ut  ex.  gr.  area  parabolee) 
exhibetur,  sed  per  limitem  concipitur  (pag.  217);  quem  dari  patet,  quum 
crescente  n  sine  fine,  crescat  5  sine  fine,  nunquam  tamen  fiat  tantum, 
quam  si  per  totum  tempus  velocitas  ultima  fuisset.  Vide  uberius  in 
exemplo  centri  gravitatis  paulo  inferius  methodum,  functionem  nonnisi 
per  limitem  datam  differentiandi. 

Reliqua  (pag.  230 — 31}  dicta  fluunt. 

d)  Sit  prius  exclusa  medii  resistentia ;  sitque  w  prius  ab.i'  tum  a  t 
dependens. 

(Fig.  25).  Sit  c  centrum  terraa,  initium  ipsius  x  distantiam  positivam 
a  centro  denotantis  (sive  ante  sive  post    centrum    sit) ;    sitque    ar<a,  de 
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cuius  fine  massa  M  libere,  seposita  omni  resistentia,  sola  vi  gravitatis 
cadat ;  (supponendo,  quasi  nonnisi  c  et  nota  vis  in  eo  esset,  plane  usque 
ad  centrum  valere  legem  rationis  inversa;  dupHcatae  distantiarum,  quam- 
vis  pro  globo  uniformiter  denso  sint  vires  attractiva;  intra  superficiem, 
ut  distantise  a  centro)  ;  quasritur  velocitas  v  directione  priina  ad  finem 
ipsius  x  fsive  ante  sive  post  centrum)  corporis  per  a  —  x  aut  a-hx 
dclapsi  quanta  sit? 

Spatium  5  ante  centrum  est  =  a  —  x,  si  post  centrum  terminetur  est 
a-\-x;  vis  w  sub  conditione  dicta  est  —  ■■— ?-,  pro  radio  terras  =  f  et 
vi  gravitatis  ad  superficiem  —  g.  Erat  autem  (pag.  231) 


v  =  y  2  \w<$$  —  r  y  2g  j  ^  ■  «I  (a  —  x) , 


'Vv&: 


<$(a —  x)  = —  I.  Est  vero 


J      X2  X 


-  const.,  nam  9!  —  = 


c*'i- 


Itaque 


v'1  —  r%  -&-  -h  constans. 
Reperitur  autem  constans,  si  v1  dicatur  A  (x)  et  functio  summatrix  sit 

nempe  A  («),  uti  velocitas  pro  x  =  a,  est  —  o;  atque 
B(a)  =  f-%-; 

A(a)—~B  (a)  -f-  constans, 


consequenter 
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sive 

o  —  rz—£-  -+-  constans, 

atque  hinc 

constans  — —  r2—  *    ; 
a    ' 

et  est  pro  velocitate  quassita 

„,_-,    gg         ,,3    _L_-,3g£g_*3 

x  a        '         ax        ' 

id  est 

v  =  r  i/~y(g-«) 

Manifesto  sub  conditione  dicta,  si  x-— .0,  fit  p-^—00;  at  nonnisi 
in  centro  in  puncto  temporis  experte  esset  velocitas  00,  sine  ullo  tem- 
pore  tamen ,  quo  effectum  aliquem  producere  queat ;  post  centrum 
enim  extemplo  ad  quasvis  distantias  asquales  incrementa,  quas  ante 
centrum  positiva  erant ,  negativa  fiunt ,  et  eaedem  velocitates  finitaf 
erunt  ad  distantias  a  centro  easdem  x,  tam  ante  quam  p  >st  centrum; 
eritque  post  centrum  ad  distantiam  x  —  a  velocitas  o  uti  ante  centrum, 
ut  formula  exhibet.  Inde  vero  iterum  redeundo,  patet  oscillationem  per- 
petuam  fieri :"  atque  reditu  quovis  directionem  velocitatis  mutari  ;  et 
innumerabilibus,  spatiis  quoad  summam  pedum  percursorum  acceptis, 
temporibusque  competere  velocitatem  eandem  :  quaeri  tamen  minimum 
tempus  spatiumque  pro  data  velocitate  directione  una  vel  altera  potest ; 
loca  autem  duo  tantum  pro  velocitate  quavis  dantur,  ad  distantias  a 
centro  asquales,  et  ad  distantiam  ipso  a  maiorem  formula  qnoque  ima- 
ginarium  dat. 

Spatium  5  e  valore  ipsius  v  prodit ;  quum  x  inde  repertum  aut  ex 
a  substrahi,  aut  ipsi  a  addi  debeat ;  prior  est  valor  minimus,  reliqua 
patent ;  temporis  autem  valor  formularum  heic  nondum  traditarum  plu- 
rium  alicuius  integrationem  requirit. 

Quod  vero  formula  superior  velocitatem  etiam  ultra  centmm  exhi- 
beat,  quamvis  ibi  vis  alia,  nempe  negative  agens    sit,    inde    patet  :    quod 
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si  x  etiam  ultra  centrum  positive  accipiatur,  tantum  ut  distantia  a  centro, 
et  sit  ex.  gr.  «  =  3,  atque  ad  finem  ipsius  x  sit  v  =  ft  ante  centrum ; 
erit  series  ex  A[x)  derivata  (pag.  209),  si  post  A(ix) —  A(ox),  quum  pro 
x  ultra  centrum  incrementa  ad  distantias  aequales  opposita  priorum  sint, 
quasi  retrorsum  continuetur,  sequens: 

A  ($x)  —  A  (2x)  -+•  A  (2x)  —  A  (ix)  +  A  (ix)  —  A  (ox)-hA(ox)  — 
—  A  (ix)  -+-  A  (ix)  —  A  (2x)  -+-  A  (2x)  —  A  (3»), 

nempe  incrementum  supra  (i  erit  o ;  id  est,  erit  et  hic  velocitas  eadem, 
nempe  /3. 

Erat  autem  conditio  tantum  supposita,  quasi  punctum  in  spatio  vi 
attractiva  telluris  tota  polleret.  Si  vero  globus  radii  r  uniformiter  den- 
sus  esset,  tum  vires  attractivas  essent  ut  distantias  z  a  centro.  Unde  quum 
vis   sit  — _?- ,  erit 


=  /___^  +  con_  =  /___ 


{qnoad  .) 


■  consl. 


Est  autem  constans  =  gr;  nam  pro  z  —  r  sit  v  =  o;  erit 
__,(?■)  =  0,  et  BT(r)=  —  £ —  —  —gr 
adeoque  constans  =gr.  Consequenter 


unde  pro  2  —  o  fit  v=ygr;  etsi  hocgr  addaturquadrato  velocitatis,  quam 
formuia  superior  ad  superficiein  terrae  dat,  prodit  quadratum  velocitatis 
finitEe  ad  centrum. 

Si  nempe    _    usque    ad    superficiem    terras    protendatur,    erit    x  =  r ; 
adeoque 
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,  =  rV' 


et  si  altitudo  celeritati  hinc  competens  a  dicatur,  est 

__  y^__    2r2jr{a  —  r)   r{a  —  r) 

"~  2g  ~  igar  ~  "      a 

Hoc  tendit  ad  r,  si  a~-~ -oo;  id  est  altitudo  celeritati  minimae  com- 
petens,  qua  globus  de  superficie  terrse  verticaliter  explodendus  esset 
(seposita  resistentia),  ut  ntmquam  redeat,  sive  velocitati,  qua  ad  terram 
sola  telluris  attractione  ex  seternitate,  —  in  certo  tamen  tempore,  — 
perveniret,  radio  terree  a?qUatur.  Ita  pro  quovis  corpore  ccelesti,  radius 
corporis  illius  prodit, 

Sit  iam  w  functio  temporis,  deinde  velocitatis.  Sit  ■w—gtli;  erit 


"=J'»=J>- 


u-\-i 


quod,  si  ju  =  o,  fit  —  gt,  uti  est  in  motu  uniformiter  accelerato,  ubi  in 
quovis  tempore  vis  eadem  gt°  egit ;  est  enira  constans  —  o,  si  pro  t  =  o 
velocitas  o  sit ;  si  vero  velocitas  c  sit  (positiva  vel  negativa),  erit 

c  =  &i?-  -f-  constans, 

adeoque  constans  =  c.  Est  porro 

r      r£-t'l+'1  frf^2 

S—\y~\  -^ =  -, —  ■  ^-n r-hconsl;ms, 

J         J   ft-hl         (,a  +  l)  (,«-+- 2) 

quod  pro    /u  —  O,  ut   in    inotu    uniformiter  accelerato,    fit  -&— -. 
Sed  erat  etiam  (pag.  230}. 

t=[ +-=(—— 

J    v       J     p-/<"+1   ' 

(qucads)         (quoads)    6( 
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potest  autem  /per  s  exprimi,  ut  substituendo  derivata  pura  reddatur ;  nam 

t^~~~)~~~~\ 

V  g 

adeoque 

si  coefficiens  ipsius  .s    ad     Yr.-~7>    elevati  /?  dicatur.  Erit  igitur 

jLL-J-I     /U-\-l       —f~- 

gtP+I'~     gP 

t,    -        c  •„■*•  *  '  „„,\      (/U~\-l)(tt^-2)sf+-1  , 

atque  nuius  tunctio  pnmitiva  esT  per  ipag.  225)    -~-  —    —3 —    ~ — >  qnod 


pro  casu,  ubi  /u  —  Q,   fit  ]/  — 


^ 


fl=yi-,-V  ^—,«+2  =  2  = /2/2. 

£"  \"+2  2    ,A  ' 

e  quo  per   \2    in  valore  ipsius /?  deletur  unus  factor,  uti  ex  g  —  \fg,  Y~ 
unus  per  \~   ex  j3  deletur. 

ej  Sit  iam  vis  w  functio  velocitatis  v ;  uti  in  medio  resistenti 
ponitur,  resistentiam  in  ratione  quadrata  velocitatum  esse,  pTO  eadem 
densitate,  tenacitate,  et  eiusdem  corporis  superficie  eadem  obversa 
(quamvis  cxpcrimentis  a  clarissimo  Benzenberg  institutis  nonnisi  intra 
certos  limites  comprobetur). 

Si  celeritas  initialis  C  sit,  adeoque  pro  ^=0  sit  v  —  C,  et  motus  in 
medio  uniformiter  denso  fiat,  nec  ulla  alia  vis  agat  preeter  medii  resi- 
stentiam  ;  erit  w  negativum  atque  per  —  av2  exprimi  poterit,  per  a  posi- 
tivum  coefficientem  ipsius  vz  illnm  constantem  intelligendo,  quem  den- 
sitas  medii,  superficies  obversa  &  determinant. 

Exemplo  sit  spbasra,  cuius  diameter  sit  D,  massa  M,  densitas  iV-ies 
maior  quam  medii,  pondus  ad  terram  —  in  vacuo  —  sit  M'~^\  (eiusdem 
massae  ad  ^w-tuplam  a  centro  terras  distantiam  ;t(2-ies  minus,  ad  solem 
vero  ultra  20-ies  maius    esset). 
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Demonstratur  in  Physica :  1)  quod  sive  planum  in  fluidum,  sive 
fluidum  in  planum  impegerit  perpendiculariter,  celeritate  c,  quantitas 
vis  agentis  sit  (intra  iustos  limites  per  alias  caussas  physicas  exortos) 
asqualis  ponderi  prismatis  ex  illo  fluido  ad  bashn  dicto  plano  eequalem 
constructi,  ad  altitudinem  illam,  qua  corpus  prope  terram  libere  labendo 
ad  imum  velocitatem  finalem  c  acquireret.  2)  Demonstratur  etiam,  quod 
si  pro  plano  dicto  sphasra  diametri  D  sit,  basis  prismatis  dicti  (propter 
faciliorem  per  superficiem  sphaericam  defluxum)  dimidia  area  circuli 
maximi  ponenda  sit.  Dicatur  hoc  prisma  resistentiae. 

Erit  hoc  pacto  prismatis  resistcntia:  soiiditas  — =  ■-. — -  ,  pondus  vero 
?         v*  .    .  .  .        .         -    .         nD2%       ?£ 

— ktt ;  nam  dimidia  area  circuli  maximi  cst      ,,      .   altiuuio  velocitati  v 

4^^    *g  '  v2  8     ' 

competens  autem  est  —   (pro  g  vim  gravitatis  ad  terram  velocitate  finali 

expressam  denotante) ;   esset   porro   pondus    prismatis    huius,    si    materia 

eius  cum  spliEeree  materia  homogenea  esset,  -o     j-,  ,  nam  spbasree  solidkas 

est  — t — ,  pondus  autem  ponitur  1,  unde 

iiD$     jtD2    v2  _       yv2 
~ 6~~ :~~ 8~~  ~f~lt  8~~~~' 

et  si  medii  materia  N-ies  rarior  sit,  pondus  prismatis  est    q    .-.  t?  . 

Si  iam  altitudo  illa  A  quasratur,  (quse  exponens  resistentiae  dicitur), 
de  qua  libere  lapsum  corpus  ad  imnm  velocitatem  finalem  c  tantam 
acquireret,  ut  pondus  prismatis  resistentia?  (adeoque  resistentia)  ponderi 
spheera:  esset  sequalis :  erit  pondus  prismatis,  cuius  basis  — „ —  altitudo 
A,  (eodem  modo  ut  supra)  =  --4-,  « ;  quod  si  —  1   (ponderi  sphasrae)  sit, 

erit   A—~ ,    atque    velocitas   c    ipsi    A    competens    est    =  tfiAg. 

Unde  resistentia  pro  velocitate  v  asquatur — -■ — —— —  •  nam  hoc  est 

_        IDNg  _     3*     . 
-"  ■       3'     -  HDNg' 
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atque,  quum  vis  ponderis  1  in  sphteram  massse  M  agens  sub  1"  produ- 
cat  velocitatem  g,  vis  ponderis  — -  in  eandem  massam  agens  produceret 
velocitatem  — ~-  sub  1",  adeoque       -| —  sub  /",  Erat  vero  (pag.  249) 

v~wi     et      i= — , 

w 

adeoque 


c*  v*g  g  v 


v2gt 

Est  igitur  heic 

«=4, 

c2  ' 
quod  etiam 

_^ 3 

"  2„"~  ZDN  ■ 
Est  (pag.  230) 

t=  I — =  I    ■    — hconstans; 

J  w       J     av2         av  ' 

(quoado)  (quoadu) 

nam  (pag.  225) 

crz>2  «£> 

Constans    vero    prodit,    si  ponatur   ——=  B(t)  et  t  =  A(t);  erit 
_(o)^o,     et    _(o)  =  ^=. 
quia    pro  /  =  o   est  v  —  C,  adeoque  fit — ^;    itaque 


atque 


Unde    patet,    pro    t  utvis    magno    posse  z>  tam  parvum  accipi,    ttt   ei 
asquetur,  et  aeternitatem    requiri,  ut  motus  desmat,  quantumvis  fuerit  C. 
Hinc  prodit 

BdLYAi,  Tentamen,  I.  33 


,Google 
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3 
•"  82W  ent 

_      8  6ZW 
P_  3Ct-hSDN> 

quod    crescet,    sive    Z>   crescat   sive    N;   patet  enim  sive  D  sive  A7  per 
i>i    multiplicetur,   reducendo  ad  denominatorem  eundem  valorem  ma- 
iorem  iieri.  Quo  densior  itaque  massa,  maiorque  globi    diameter    eadem 
velocitate  c  explosi,  eo  maius  v. 
Est  quoque 

\v  =  s,    et    i= — , 


sive    ex  s'  =  vt  et  t  =  —~,  adeoque  s  = etiam    I—  —  s;  itaqueprohoc 

CaSU    (pag.    225)  (qmmdiij 


=/^=/^ 


g.  V  -+-  constans. 


Prodit  vero  constans  =  a~~'  log.  C;  quum  pro  s  =  O  sit  v  —  C,  adeoque 
si  s—A(s)  sit,  et  J3(s)  = —  «~r  fog.  v ,  erit  B(o)  = —  «-,log.C;  conse- 
quenter 

A{o)-B(o)  =  jrlog.C, 
atque 

5  =  1T  loS'  C~  l  lo§-  &  =  ~a~  ^°S-  C—  loS-  v)=7t   loS-  ~v   ' 

Itaque  spatium  omni  dabili  maius  lieri  potest. 

Si  vis  constans  g  continuo  agens  supponatur,  uti  ad  haud  ita  ma- 
gnam  a  terra  distantiam  cum  errore  exiguo  vis  gravitatis  est,  atque  sup- 
ponatur  item  medium  uniformiter  densum  :  erit  vis,  quae  in  corpus  vi 
g  deorsum  sollicitatum  agit,  w=g  —  avz. 

Eritque 
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/  —  Jw      Jg  —  av* 

(quoado) 

est    autem,   si  -^-  brevitatis  caussa  /?  dicatur, 


g  —  aV         2a\fft  \Y]j-hv      Yp—vl' 
ut  substituendo  patet ;  itaque 

esset  nerape      ^1 —  derivata  quoad  &  ipsius  log.  (f^jS — »);  itaque 

i        ,        *^4-&   , 

/  = T. —  loe.  -V-= 1-  constans, 

2aVfi  Yft—v 

et  constans  =  o,  si  pro  t  =  o  et  »  =  o.  adeoque  — % — —  I  et  log.i  —  o  sit. 

y/3—  p 


adeoque  (pag.   183  et  50) 


lorf  Vfi= 

log.^, 

e..,Yf. 

//S-n' 

que  dividendo  est 

e-,«Vf 

(//3+»' 

quod   itaque    tendit   ad  o,  si  /--—.00;    et  hinc    crescendo    quidem  semper 
v-~~.)fft='\/        1    hoc  nunquam  attingendo;   scilicet  tum  V~(3~vj-~-0. 

Patet  vero  v,  datis  a,  t,  g  ex  Eequatione  ista  prodire. 

Spatium  .s  autem  est 

J  w      J  g^av2 
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porro  per  (pag.  225} 

s= —  log.  (g —  c/.v2)  -+■  constans; 

nam  ~~2C(  -  derivata  qnoad  v  ipsius  log.  {g—av2)  est.  Constans  vero  est 
—  log.  g,  nam  a— o  pro  /  =  o,  et  tum  v  quoque  positum  est  =  o;  itaque 

o  —  —  ^—  log.  g  -t-  constans  ; 
itaque  constans  =  — —  log.  g,  atque 

s  =  -      (los.g  —  log. (g  —  av1))  =  -  -  log. — -. 

Notandum  vero  est,  quod  si  durante  motu  per  medium  massa  M 
gravitet,  e  pondere  eius  nempe  ex  M  subtrahi  debeat  pondus  medii 
cuius  locum  occupat,  quum  hoc  a  medio  ipso  teneatur;  itaque  si  globus 
N-ies  densior  sit  medio,  pro  pondere  sphasrae  in  hoc  casu  non  1,  sed 
I \T— — \t — )  adeoque  pro  g  in  g—av*,   ponendmn  ' „  '*    erit. 

Unde  lirnes  dictus  velocitatis  est 

.r-a      *  fW—i)       ',         ~a\      *  f  2AIN—1)  4  fN—l 

si  velocitas  altitudini  A  competens  c  dicatur;  nam  erat  az=~TA~>  et 
c'  =  2Ag,  adeoque  c=]f2Ag.  Et  quo  densior  globus  est,  id  est  quo 
maius  N,  ceieritas  eo  propius  ipsi  c  venit,  nunquam  tamen  eam  asse- 
quens,  de  quacunque  altitudine  per  medium  uniformiter  densum  cadat. 
Unde  cur  pluvias  per  aerem  cadentes  crania  haud  perforent,  intelligitur; 
densitas  quidem  aeris  sursum  decrescit,  quod  tamen  etiam  data  lege  in 
calculum  revocari  potest.  Patet  etiam  globum  verticaliter  deorsum  cele- 
ritate  dicta  explosum,  ut  resistentia  ponderi  eius  Eequetur,  in  medio  uni- 
fonniier  denso  uniformiter  cadere. 
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XI.  Si  C  continuum  aliquod  e  spatio  sit,  deturque  tale  punctum, 
per  quod  transeunte  plano  quovis  eiusmodi,  ut  una  portio  ipsius  C  in 
unam  illius  plagam,  altera  in  alteram  cadat,  ipsmn  C  bisecetur:  dicitur 
punctum  illud  centrum  magnituclinis  ipsius    C. 

Per  tria  plana  unum  punctum  A  commune  babentia,  et  ad  se  invi- 
cem  perpendicularia  quodvis  spatii  punctum,  data  eius  a  singulis  di- 
stantia,  manifesto  determinatur  pro  A  tanquam  capite  abscissarum;  po- 
testque  quodvis  finitum  M  ita  poni,  ut  totum  M  in  aliquem  8  angulorum, 
qui  per  eiusmodi  tria    plana    efformantur,    saltem  nulla  pars  extus  cadat. 

Si  M  ita  cadat,  ut  plane  dicebatur,  et  pro  quovis  P  dictorum  trium 
planorum,  ductis  ad  aliquod  eorundem  planis  ad  intervaiia  numero  n 
asqualia  paralellis,  a  puncto  proximo  ipsius  M  usque  ad  remotissimum 
jid  est  ab  illo,  quo  nullum  propius  est,  usque  ad  illud,  quo  nullum  remo- 
tius  est);  et  partibus  ipsius  M  inter  quaevis  proxima  plana  parallela  dicta 
contentis  nomine  generali  z  dictis,  respondeat  cuivis  z  inter  eadem 
plana  contentum  aliqnod  z",  aut  ipsum  gaudens  centro  magnitudinis,  aut 
constans  e  partibus  certis  centro  magnitudinis  gaudentibus;  deturque 
tale  punctum  p  ad  distantiam  D  a  P,  ut  si  quodvis  z",  ipsum,  si  centro 
magnitudinis  gaudeat,  si.  non,  tum  partes  dictse  centro  magnitudinis  gau- 
dentes  nomine  generali  z  dicantur,  et  S  dicatur  summa  omnium  pro- 
ductorum  e  quovis  z  in  distantiam  centri  magnitudinis  eius  a  P,  possit 
n  pro  quovis  dato  <y  ita  augeri,  et  ipsa  z  ea  lege  accipi,  ut  S—MD 
sit  <^a  aut  =o,  atque  |rr  sit  =  i  aut-^-l,  si  n-^-oo;  tum  p  dicitur 
caitrum  gravitatis  gcumetricum  ipsius  M. 

Demonstrari    potest    dari   pro    quovis    M  tale   p,    ut    S—MD,    sive 

S  S  S' 

S"—MD,  adeoque  jr^  —  D,  vel  --^--^— -Z),  atque  pro  S--— S  esse  -^-  =  Z*. 

Dari  igitur  talem  limitem  pro  tali  casu  demonstrandum    est,    et    quidem 

ita,  ut  (pro  quovis  z'  et  z"  simultaneis)  -p--'—-i;  atque  tum  methodus  ex- 

ponenda  est,  functionem  istam,  non  in  concreto,  sed  nonnisi  per  limitem 

datam  (pag.  217)  diiferentiandi. 

a)  Si  u  sine  fine  crescat  (Fig.  26)  ex  b  versus  c,  et  simul  uT  sine 
fine   decrescat  ex  &  versus  b,  atque    u   semper  <ac    sit:    tum    u    gaudet 
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limite    (per   pag.    55),    et    si   Hmes   iste  /?  dicatur,  ex  a  incipiendo   neque 
ultra  C,  nec  intra  nec  in  b  terminatur;  adeoque  est  <l(XC,  et  >ab. 

Nam  si  ultra  C  ex.  gr.  in  *  terroinaretur;  tum  cuiusvis  u  differentia 
a  /?  esset  ^>  C#,  quia  quodvis  u  ante  limitem  <jac  est.  Ita  si  ante  b  ter- 
minaretur  /9,  quantitate  q,  cuiusvis  u  (quum  inter  b  et  C  terminetur) 
differentia  a  /?  esset  £>£-.  Quum  igitur  in  neutro  casu  tendere  differentia 
ad  o  posset,  ft  limes  ipsius  u  non  esset.  Ita  nec  in  b  terminatur. 

b)  Atque  hinc,  si  /?  sit 

=F  (mx) —  F  ((m —  i)x)=/  (mx), 

^U^mx) —  U,((m  — i)x)  =  u,  (mx), 

—  U  (mx)  —  U  ((m  —  1)  x)  —  w  (mx); 

«  (mx)  ^.         u(mx)  ,     ■ 

ac  (pro  /2  =  00    — j — .    '—1,  tum  etiam  — =7 — rr— ' — >i:  et  si 

1  ,'.'  ■ -■'.'.'■.■■  f\mx)  ' 

)x)  =  b(mx) 


et  «1  sit 
atque  u  sit 


F(x)  —  F(o)  =  B(x)~-B(o)\ 
et  si  .#(#)  functio  summatrix  valoris  noti  sit,  fiet 
ju  (x)  =  F(x)  —  B(x)-i-  constans. 

Sit  ex.  gr.  (Fig.  27)  centri  gravitatis  arese  in  plano  inter  abscissam  x, 
et  ordinatam  y,  atque  lineam,  cuius  asquatio  sit  y=A(x),  comprehensas, 
distantia  prius  a  plano  P,  deinde  ab  alio  ex  x  ad  P  perpendiculari 
quaerenda. 

Consideretur  cuivis  x  appertinens  z  superius  inter  plana  ad  P  paral- 
lela  contentum,  sitque  2  rectangulum  2«;  erit  distantia  centri  magnitu- 
dinis  huius  a-hv-i-— ;  multiplicato  autem  n  per  2,  orientur  duo  rectan- 
gula,  «  et  a-\-G>,  atque  distantias  centrorum  magnitudinis  fretinendo  valorein 
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ipsius  x  priorem)  erunt  fl  +  p+4-  et  «  +  »  +  xi  et  Protmcta  ex  ipsis 
z  in  distantias  erunt  prius  2a\a -h  v -\- —  J,  postea  vero 

« (a  -h  v  -+-  -|-]4-(cH-w)  (a-l-t'+-  -2^-j  -2«|a  +  »+^j  +  w  ^a+v-H-^J  . 

Quod  si  continuetur  semper  porro  multiplicando  n  per  2,  manifesto 
crescet  productorum  istorum  summa,  tam  huic  quam  cuivis  x,  adeoque 
etiam  toti  x  appertinens:  mauebit  tamen  ipsi  x  appertinens  <\xy  (a-hx) 
et  pars  ipsi  x,  valorem  eius  priorem  intelligendo,  appertinens  manebit 
<\xy  (fl  +  x).  Gaudet  igitur  tam  pars  toti  x  quam  ipsi  x  appertinens 
limite  (pag.  55)  et  summa  limitum,  ad  quos  tendent  partes  omnibus  x  apper- 
tinentes,  est  limes  ipsi  x  appertinens,  qui  per  constantem  M  divisus,  dat 
(per  definitionem)  distantiam  D  a  P. 

Manifesto  vero,  si  limes  toti  x  appertinens  F(x)  dicatur,  erit  limes  m-to 
x  appertinens  F(mx) — F({m — l)x)  sive  brevius  fimx),  differentiale  ve- 
rum  ipsius  F{x). 

Sed  ex  a)  si  xy(a-\-x)  (omnia  ad  rectam  reducendo)  sit  id,  quod 
ibi  ab  erat,  et  (xy — k)  (a-\-x)  sit  id  quod  ibi  ac  erat,  et  u  sit  summa 
productorum  e  rectangulis  inscriptis  in  distantias  centrorum  magnitu- 
dinis,  nonnisi  ipsi  x  priori  appertinentibus,  semper  per  2  dividendo,  u, 
vero  sit  summa  rectangulorum  circumscriptorum  simultaneorum  per  di- 
stantias  centrorum  magnitudinis  multiplicatorum ;  manifesto  manebit  u 
semper  <J  (xy —  k)(a-\-x),  crescens  sine  fine  a  2aia-\-v-\-  —  J  inci- 
piendo;  limes  igitur  dictus  ipsi  x  appertinens  est  j>  jy,i  (a  -+-  x  —  x)  atque 
est  <\yx  (a-\-x).  (pag.  261) 

Valet  autem  hoc  de  quovis  x,  etsi  n  pro  ju  integro  utvis  magno  per 
2"  multiplicetur;  estque 

(a  -+-  x  —  x)y,x 
(a  ■+•  x)yx  ' 


nam  (pag.  93) 


consequenter  etiam 
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(a+x)yx  a    ^ 
f(mx)  ' 

estque  -* W        ditFerentiale  ipsius  — ^U-,  et  -* — -,  —    derivata  quoad  x 

est,  atque  jtf-  \(a-i-x)ifM  est  distantia  centri  gravitatis  a  /^  quum  _y— «JjT/ 
in  hoc  casu;  et  pariter  pro  aliis  casibus  idem  prodit. 

Si  vero  distantia  centri  gravitatis  ab  X  quseratur,  prius  z  erit  y,x, 
et  distantia  centri  magnitudinis  est  2~,  adeoque  factum  =  —  xy\;  si  vero 
bisecetur  x,  erit  summa  factorum  — —  ayr-H  — («-H w)  f^i-4-^J,  si  ordi- 
nata  intermedia  prascedentem  quantitate  k  superet.  Crevit  itaque,  cre- 
scetque  sine  fme  summa  productorum,  ut  antea,  manens  tamen  <$xy*,  qua- 
propter  hic  quoque  limitem  dari  constat.  Est  quoque  limes  hic  |>  -|-  y\x 
et  <J  -x~y2x  ac 

J^y^:^-y2x=y\:y% 

quod-^—i:  hinc  — -,,  y*x  differentiale  et  — «-»    derivata  ;quoad  x)  distan- 
.  2.M     .     .  2M  vvlM 

tia;  ab  axe  centri  gravitatis  areee  est;  pro  linea  ipsa   vero    prodire  •*-** 

(pro  M  lineam  denotante)  facile  patet. 

Si  X  figuram  in  duas  partes  geometrice  asquales  symmetrice  divi- 
dat;  atque  distantia  centri  gravitatis  a  H  ultra  figuram  ad  distantiam 
D  ipsi  X  parallelam  quaeratur ;  rectangulorum  priorum  inscriptorum 
(ita  et  circumscriptorum)  dupla  fient,  et  cuiusvis  eiusmodi  dupli  centrum 
magnitudinis  in  X  cadet ;  unde  manifesto  etiam  limes  summas  produ- 
ctorum  e  rectangulis  inscriptis  in  distantiam  a  H  constantem  D,  erit 
MD,  atque  distantia  centri  gravitatis  a  H  erit  — jr^-  —  D  per  defmi- 
tionem. 

Quoad  lineam  ipsam  autem  pro  hoc  casn  erit  z"  superius,  complexus 
chordarum  arcuum  inter  plana  ad  P  parallela  proxima;  quarum  nunc 
asqualium  qua^vis  (sensu  pag.  261)  2  dici  potest:  est  autem  unum  z  ipsi 
H  propius  altero  eidem  symmetrice  respondente,  atque  si  illius  z,  quod 
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ipsi  H  propius  est,  distantia  centri  magnitudinis  a  H  dicatur  b,  remo- 
tioris  vero  distantia  ab  X  dicatur  c;  erit  summa  productorum  ex  utroque 
z  in  centrorum  magnitudinis  eorum  distantias 

—  bz->r{b-\-  2c)  z  =  2Z  (b -h  c); 

est  autem  2(b-\-c)  constans,  utcunque  mutentur  b  et  c;  adeoque  et  hic 
limes  summas  productorum  omnium  z  in  suas  distantias,  erit  2M(b-+-c), 
(pro  M  lineam  dimidiam  denotante)  et  distantia  centri  gravitatis  a  H  erit 

2M(b  -+-  c)         , 

— ist—- =b+c' 

quse  distantia  ipsorum  H  et  X  est.  Consequenter  centrum  gravitatis 
in  X  cadit. 

Corporis  per  revolutionem  circa  axem  generati  quoque  centrum  gravi- 
tatis  in  axem  cadere  pariter  patet. 

Omnia  dicta  vero  ad  ordinatas  decrescentes  quoque  facile  applicantur. 

Pro  linea  curva,  etsi  non  in  planum  cadat,  chordas  arcuum  inter  plana 
dicta  parallela  contentorum,  sunt  ipsa  z"  centro  magnitudinis  gaudentia; 
pro  superficiebus  autem  talia  plana  z  ponuntur  centro  magnitudinis 
giiudcntia,  quornm  summa:  limes  sit  superficies  ipsa;  idem  quoad  solida 
patet. 

Est  autem  etiam,  dum  tantuin  longitudo  curvte,  aut  area  superficiei 
curvse  quteritur,  functio,  cuius  differentiale  quEeritur,  non  in  concreto 
fut  ex.  gr.  area  parabolse)  data;  sed  demonstrandum  est  limitem  dari, 
qui  functionem  absolutam  differentiandam  pra;beat.  Ita  (pag.  250}  spatium 
in  motu  difformi  est  functio  absoluta  per  limitem  tantum  data;  quem  dari 
ibi  quoque  patet. 

Demonstrari  potest,  pro  quavis  linea,  superficie,  et  corpore  quovis 
dari  centrum  gravitatis;  imo  si  planum  quodvis  Q  per  id  ducatur,  atque 
agantur  plana  ei  utrinque  ad  distantias  asquales  parallela,  et  respectiva 
z  inter  proxima  plana  parallela  contenta  per  distantias  centrorum  magni- 
tudinis  a  Q  multiplicata  momenta  vocentur,  ac  in  una  ipsius  Q  plaga 
accipiantur  positive,  in  altera  negative:  erit  limes  summae    omnium    mo- 
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mentorum  o.  Si  vero  in  p  e  fine  ipsius  D  ■ —  in  casu  superiore  —  ducatur 
perpendicularis  ad  D,  et  ad  hanc  perpendicularem  fiat  planuin  perpendi- 
culare  P'  ultra  M,  et  sectio  planorum  P  et  P'  fiat  axis  motus  plani  P; 
tum  in  vecte  homodromo  quies  erit.  Si  ex.  gr.  P  horizontaliter  conci- 
piatur,  et  singulae  partes  ipsius  M  in  distantiis  suis  deorsum  gravitent, 
atque  vis  tota  M  in  p  sursum  agat:  erit  nempe  summa  momentorum  o, 
quum  nulla  assignabili  sit  maius  vel  minus  unum  nempe  MD,  quam 
summa  reliquorura. 

Exempla. 

a)  Si  M  dimidium  segmentum  parabolae  sit;  et  quasratur  distantia 
centri  gravitatis  a  vertice;  erit  per  <$M—y 

et  hoc  est  (pag.  235) 

=vhix*=  mF'  =  \?ixi  '■  fPixi=  I  *■ 

Si  hoc  in  axe  sumatur,  erit  centrum  gravitatis  totius  segmenti ;  si  vero 
centrum  gravitatis  dimidii  segmenti  quseratur :  tum  etiam  distantia  eius 
ab  axe  =  ■    M  £y2   quasrenda  est  (pag.  264). 


b)  Si  M  paraboloidem  denotet,  est  (pag.  242) 
npx3 iipx 

:iM~^r 


f'xv}M Jlp    C  j  TlpX^  TlpX3      TlpX'i 

J~M~~JHJX  —'■-"■' 


per  M—  -?—-. 


c)  Si  M  segmentum  sphaerae  sit,  est 

J^fxdM-  -^ffxny'  =  -jfjx  [2X  -  *■), 
pro  abscissa  a  fine  diametri  et  radio   1,  et  hoc  est  (pag.  225) 
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Sed 

x*   c  ,    c  1       *    r       r  .  ^*3      3*1— *3 

,M  =  \7iy2—  \ji(2x  —  #a)  =  J27ix  —  l/i#J  —  tkc* =  7i^ — . 

Consequenter 

^r«iif=B^^:J13gt=*!==!""4a'i 

^V  34  3  3  —  ^ 

rf)  Si  M arcum  circulz  a  fine  diaraetri  incipientem  denotet  usque  ad 
ordinatara  abscissae  (z-hx  e  centro  acceptse,  erit  pro  distantia  centri 
gravitatis  a  centro  (pag.  229  et  234) 

-^j(a-hx)9}M=^^j(a-¥-x}(i+y'1)ir, 

quod  item,  quum  sit 

y  —  (1  —  («  +  xf)T,      y'—  —  (a-h  x)(i  —  («  +  »)')"% 
atque 

■  +/=  "^f^-g+^  =(.  ~  («  +  *)•)-, 

erit 

^■J(a-l-*)(i-(a-H*)")-|-=M-^-(i-(fl  +  *)-)t 

Unde  si  (ut  in  a)  et  ab  altera  parte  accipiatur  arcus  sequalis,  totius 
arcus  distantia  centri  gravitatis  a  centro  erit  quarta  proportionalis  ad 
totum  arcum,  chordara  et  radium,  heic  —  i. 

e)  Si  M  segmenti  circularis  dimidium  sit ;  et  distantia  centri  gravitatis 
a  centro  quEeratur  :  erit 

-j^j(a^x)niM=^-^-^a-hx)y=^-^-jj\a^x){\  —  (a-vxff 
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sequale  distantiae    centri  gravitatis    a    centro    pro  segmento  toto  quoque, 
ut  in  a). 

f)  Pro  sphaerae  superficie  est  (pro  abscissa  et  distantia  centri  gravita- 
tis  a  fine  diametri) 

-~=-jxi)M-=  -jfjzxx  {2x  —  x*Y  {2x  —  *»f  T ; 

nam  heic  (pag.  229) 

dM=  2ny  {i-hy'3Y, 
et 

y  =  {2X —  X*)2,        y'  =  {l  — x)(2X  —  X2}~  2 

atque 

1-1-/=  r+  <*-*>;  = 1 

•^  2#  — #2        2#  — #2> 

adeoque 

2;ry#(l+yy  —  2tt*-^~" -V  =  2/1»  ; 
(2#  — #2)2 
et  (per  pag.  229) 

l      C  ,     C         1  '*\£  ,     C  xx1  x 

yj2TO  =  «-  :J^y(l+y  )'  =m?..fr  =  —  =-. 

g)  Superficies  per  revolutionem  circa  axetn  generata  \211y  (n-ya)* 
est  aequalis  lineae,  cuius  revolutione  gcnerata  est,  pcr  distantiam  ab 
axe  centri  gravitudinis  lineac  multiplicatae. 

Narn  linea  est  —  f(n-jv'3)T,  distantia  centri  gravitatis  line;e  ab  axe  est 

^(l+ya)T:J(n-ya)T; 
nam  heic 

4M=  f(i-i-y'2)* 

et  distantia  ab  axe  centri  gravitatis  est  (pag.  263)  —  -jr=-  iyvlM. 
Est  autem  peripheria  (radii  distantise  centri  gravitatis  eequalis) 


-=2nj'y  (i+y!)2  :J(i-f-yV, 
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et  hoc  per  lineam  ipsam  —  f{i-+-yf*)~w  multiplicatum  est  =  \2jiy[i+y'  Y  , 
Eequale  superficiei. 

Soliditas  eadem  revolutione  generata  est  aequalis  areae  per  peri- 
pheriam  centro  gravitatis  areae  descriptam  muliiplicatae. 

Nam  soliditas  est  jjty2,  et  haec  est 

atque  centri  gravitatis  arese  distantia  ab  axe  erat 
M  Jy    ' 


et  peripheria  radii  huic  sequalis  est 

Sir 
h 

quod  per  aream  aequalem  jy  multiplicatum  est  —  jny*. 

XII.  Si  vero  M  in  plani  P  plagam  aliquam  cadens,  circa  rectam  in 
P  cadenteni  ut  motus  axem,  vi  gravitatis  descendat;  punctum  illud,  cuius 
distantia  q  ab  axe  asquatur  longitudiui  penduli  simplicis  cum  dicto  com- 
posito  isochroni,  centrum  oscillationis  audit.  Si  tantum  geometrice  pro 
ipso  M  ubique  Eeque  denso  et  teque  gravi  consideretur,  prodit  q,  si  quodvis 
z  {in  XI)  per  distantiae  (heic  ab  axe  motus)  non  primam,  ut  ibi,  sed 
secundam  potentiam  multiplicetur,  et  summse  productorum  eiusmodi 
limes  per  MD  dividatur,  D  distantiam  centri  gravitatis  ab  axe  deno- 
tante ;  nempe 

_  jx^M 
q~~MD  ' 

pro  eo,  quod  ibi  a  -+■  x  erat,  heic  distantia  ab  axe  x  dicta. 

Si  ex.  gr.  M  rectam  x  denotet,    extremitate  una  fixa  oscillantem,    erit 
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£>  =  —,  et  Mf=i,  atque  j*NMf— -y, 

adeoque 

_  jx^) M  _  X*      X_       __  2_ 

q~~  DM  ~  3   :  2    x~  3  *" 

et  pendulum  simplex  longitudinis  -^-  «  ipsi  »  circa  finem  oscillanti  iso- 
chronnm  est. 

(Fig.  28).  Si  nimirum  (iuxta  ingeniosum  Johannis  Bernoullii  con- 
ceptum)  rectas  rigidas  et  gravitatis  expertis,  extremitate  superiore  fixas, 
non  verticaliter  sitas  certis  punctis  affigi  certa  pondera  a,  #  .  .  (ut  res 
simplicior  sit,  instar  puncti  considerata)  concipiantur  :  descendent  massse 
hoc  pacto  connexas,  motu  quidem  accelerato,  nam  undevis  descenderent, 
donec  centrum  gravitatis  in  verticalem  pervenerit ;  at  minus  accelerato, 
quam  si  sola  massa  a  ad  distantiam  a  posita  esset,  et  magis  accelerato, 
quam  si  sola  massa  fJ  ad  distantiam  b  esset. 

Quasvis  massarum  «,/?,...  tamen  eadem  vis  gravitatis  sollicitat  ver- 
ticaliter  deorsum,  quod  Bernoullius  per  massas  gravitate  (hac  vel 
alia)  animari  exprimit :  at  cuivis  massarum  «,/?,...  certam  certa  gra- 
vitate  animatam  snbstituit,  et  omnibus  prioribus  annihilatis,  omnes  sub- 
stitutas  gravitatibus  propriis  animatas  eidem  puncto  *  affigendo,  novum 
pendulum  simplex  fictitium  construit,  cuiuscunque  longitudinis  datae  priori 
composito  isochronum ;  et  inter  omnia  talia  pendula  simplicia  priori 
isocbrona  illud  quaerit,  quod  plane  gravitate,  qute  ad  terram  est,  ani- 
matur. 

Ponatur  gravitas  ista,  qua?  ad  terram  est,  —  1,  ad  quam  reliquse 
gravitates  referantur,  Notum  est,  spatium,  quod  verticaliter  queevis  mas- 
sarum  «,/?,..,  sub  t  vi  gravitatis  describeret,  esse  idem ;  atque  decom- 
ponendo,  virium  una  a  puncto  suspensionis  elisa,  alteram  esse  vim  w, 
qua?  punctum  quodvis  in  arcn  percurrendo  urget ;  atque  hanc  esse  vi 
gravitatis  per  sinum  anguli  u  (pro  radio  1  acceptum)  multiplicatse  aequa- 
lem  (pro  quovis  angulo  u). 

Ita  etiam  notum  est,  pro  temporis  oscillatione  eodem  esse  longitu- 
dines  pendulorum  simplicium,  uti  gravitates.  Hinc  si  massa  ad  ^u-tuplam 
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distantiam  («-tupla  gravitate  animetur,  pendula  simplicia,  quantavis  fuerit 
massa  eadem  gravitate  animata,  isochrona  erunt. 

Si  iam  massam  a  tollere  libeat,  et  ad  distantiam  q  massa  — 5-  gravi- 
tate  3-  animata  ponatur ;  erit  vis  illa,  qua  gravitas  ■*-  massam  ^p-  urget, 
ad  vim  illam,  qua  gravitas  =  i  massarum  a,  (J,  .  .  .  quamlibet  urget,  uti 
-2-  ad  1,  id  est  uti  q  ad  a,  adeoque  uti  arcus  simul  per  fines  rectarum 
q  et  a  describendi ;  momentaque  nempe  producta  e  distantiis  a  puncto 
fixo  k  in  massas  per  ipsarum  vires  multiplicatas  erunt  aequalia ;  nempe 
si  vis,  qua  urgetur  a,  dicatur  w,  momentum  ipsius  a  erit  aaw,  momen- 
tum  massas  —*-  vero  erit 


T 


.  q  =  aaw. 


Sublato  itaque  a,  massa  —L-  gravitate  "-  animata  ad  distantiam  q  a 
puncto  suspensionis  posita  massarum  reliquarum  motum  non  magis  pro- 
movebit  aut  retardabit,  quam  «  ad  distantiam  a. 

Sublato  fi  etiam  massa  "-—  gravitate  -v  animata  ad  distantiam  q  posita, 
idem  in  motu  penduli,  quod  antea  ft,  prsestabit.  Eodem  modo  sublatis 
<*,/?,...  omnibus,  et  ad  distantiam  q  positis  massis  — — ,  ■-■-,...  gravi- 
tatibus  -*-,  %-,...  animatis,  orietur  novum  pendulum  simplex  longitudinis 
q,  massis  dictis,  gravitatibus  propriis  animatis  ad  imum  appensis,  priori 
composito  isochronum. 

Si  unitatis  massarum,  gravitate  ad  terram  =i  posita,  pondus  sit  P 
(ex.  gr.  unius  libras),  et  P~i  ponatur,  massEe  /u  gravitate  y  animatse 
pondus  erit  fxyP,  sive  fiy  (pro  P=  i  posito) ;  si  ex.  gr.  fi  quoad  uni- 
tatem  massarum  expressum  sit  ~,  et  y  quoad  gravitatum  unitatem  sit 
—  4,  erit  pondus  —^-,  id  est  ~-  librarum. 

Sint  massee  plures  fi,  ,«',  .  .  .  gravitatibus  y,  y,  ■  ■  ■  animatse  :  erit 
summa  ponderum  =  fiy -+- fiy ~h  .  .  .]  et  si  omnes  bee  massse  gravitate 
Q  animari  concipiantur,  pondus  summas  earum  erit  (/u  H-  ju!  ~k-  .  .  .)  Q; 
atque  pondus  hoc  priori  summas  ponderum  sequale  erit,  si 
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«  /U  -+-  fi'  •+-  .  .  .       ' 

nam  ex  hoc  sequitur 

Q(ju,-+-fi'-+-  .  .  .)  =  fiy  ■+■  ^«.'7  -+-  .  .  . 

In  hoc  casu  itaque  pondera  massarum  ad  idem  punctum  *  positarum 
gravitatibus  propriis  animatarum  erunt 

aa*     q        §&_    q 
q2     a        q2     b 

aa1    Sfr  ■    ,.,         q      q  .  .      - 

nempe  massae  — — ,  J-^-,  .  .  .  eraviuiubus    -  ,    -,..,,    ;nii:ii;in'air ;    unde  O 

prodibit  dividendo,  ut  prius,  summam  ponderum  per  summam  massarum  ; 

nempe 

n  —  5??_~  $>____  .  «<?  +  ffl*  -+-  ■  •  ■  _  q{ua-\-i%-+-  .  ■  ■) . 
y      ~        ~  q  '  q*  "    ~  aa2  -+-  ftfr  -+-  .  ,  .  ' 

atque  si  ex  omnibus  quibuslibet  valoribus  ipsius  q  is  quseratur,  pro  quo 
ht   Q==i,  nempe  gravitati  ad  terram  aequalis,  erit 


q  —  - 


_\-_  {_____  __  aa*-+  fib!~h 

aa-+-  $b  -+- ~"      "      MD 


si  ct-Hy3+  .  .  .    dicatur   M,    et  D   sit    distantia    centri  gravitatis    ab  axe 
motus,  nam  (XI.)  est 

aa  +  &+  .  .  .—MD. 

Erit  autem  etiam  pro  hoc  q  (quum  pro  quolibet  sit)  pendulum  priori 
composito  isochronum ;  atque  nunc  massa  penduli  simplicis  gravitate 
1  animatur,  nec  massa  innuit. 

Centrum  percussionis  ipsius  M,  quo  feriente  omnis  partis  huhis  cele- 
ritas  o  fieri  potest,  non  supponit  gravitatem ;  recta  cum  massis  a,  /?,  .  .  . 
mota  circa  k,  sit  ya  celeritas  fmalis  ipsius  «,  dum  istud  M  in  puncto  # 
aliquam  massam  ferit,  y  coefficientem  aliquem  denotante  ;  erit  celeritas 
tunc  yb  ipsius  j3,  ita  cuiusvis  reliquarum  celeritas  erit  y  per  distantiam 
a    k   multiplicata.    Quantitates    actionis    autem    erunt    aya.a,  flyb.b,  ,  .  ., 
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nempe  per  distantias  sunt  vires  multiplicandae.  Si  iam  vires  cequales 
ipsis  aya,  (3yb,  .  .  .  ad  distantiam  q  ponantur  directione  opposita,  et  q 
tale  sit,  ut 

(aya  -+-  ffyb  -4-  .  .  .)  q  =  aya1  ■+-  ffyfr  -+-...: 

tum  omnis  actio  elidetur :  erit  antem 


1-  aa+j3b-h  ... 

ubi  denominatori  pariter  substitui  potest  MD.  Itaque  formula  eadem 
prodit ;  at  centrum  percussionis  est  idem  in  vacuo,  aere,  aqua  &.  Cen- 
trum  oscillationis,  si  rectte  dictas  massje  densitatis  diversa;  affigantur, 
mutatur  in  diversa;  gravitatis  specificee  fiuidis ;  econtra  in  eodem  fluido 
centrum  percussionis  a  situ  percussi  dependet,  quum  pro  hoc  casu  cen- 
trum  oscillationis  maneat. 


V  37- 

Plura  adferre,  quum  nonmsi  primaria  fundamenta,  e  quibus  reliqua 
promanant,  exponere  propositum  sit,  supervacuum  est ;  attaraen  in  §.  36. 
supposita  demonstrare  superest ;  et  tum  paucis  adhuc,  intellectu  faciliori- 
bus,  campum  visionis  in  gratiam  Tyvonum  augere  licebit. 

I.  Sit  u  =  A(x),  atqae  A(mx) —  A((m — i)x)  dicatur,  ut  supra,  u;  erit 

it  =  A  (mx)  —  A  ((m — i)x)=  q  —  (q  —  u), 

si  A  (tnx)  generaliter  q  dicatur,  sensu  pag.  (213},  et  A((m  — i)x)=q  —  u; 
atque  si  quaeraiur  differeiitiaie   derivataque  functionis: 

u"  =  (A(x)Y, 

quod  dicatur  A, (x);  erit  terminus  generalis  seriei  ex  A,(x)  derivatae 

At  (mx)  -AT  ((m  -i)x)=qk-(q-  uf  = 

*      /  »       j.  k     ■       k(k  —  i)    ,  ,.,  . 

—  q"  —  [cf  —  kq*   Tu~\ L-~ — Lq"   Jw!—  .  .  .), 


,Google 


274  CONSPECTUS    ARITHMETICAE    GENERALIS. 

quod  item  est 

—  kqk~lu  ■+- s, 

si  summa  aut  limes  summge  terminorum  post  kqk~s  u  sequentium  5  dicatur. 
Sed 


si  7%-'—  oo  ;  nam  (pag.  163)  in  formula  binomiali  pro  exponente  k,  si  k\~>  1, 
demonstratum  (pag.  163)  est,  exponentem  coefficientis  nunquam  k  maiorem 
esse  ;  et  pro  k,  sive  positivo  sive  negativo,  unitate  minore  esse  quemvis 
exponentem  coefficientis  <J  1. 

Hinc  quum  duo  casus  sint ;  nempe  series  binomialis  aitt  terminata 
aut  infinita  est :  terminatur  pro  k  positivo  et  integro  ;  si  non  terminetur, 
tum  exponens  coefficientis  quivis  aut  <z\k  aut  <]  1   est. 

Consideretur  prius  ubi  series  infinita  est  et  exponentium  coefficientis 

maximus  k  est.  Exponens  seriei  a  kq''~'u  incipiendo  semper  fractio  vera 

pro    terminis   sequentibus    esse   poterit ;  nempe    n  ita    augeri    potest    pro 

dato  quovis  o>,  ut  K<J<a,    adeoque  «<!?-  et  <]  1     fiat ;     est     autem 

u  n  q 

quivis  seriei  exponens  —  per  exponentem  coefficientis  multiplicatus  adeo- 

,  ku  $ 

que  <; est. 

Erit  igitur,  si  kqk~'u  dicatur  K,  et  limes  summas  terminorum  post 
K  sequentium  (etsi  omnes  positivi  essent)  5  dicatur,  per  (pag.    151} 

(k-i)Ku.l       kus 

^         2q  \  q   I' 

T,                     ,.  (k — i)Ku     .. 
nempe  terminus  post   A    sequens    est l ;  ltaque 

,  [k  —  I )  Kii 
2  [q  —  ku)  ' 
et 

s      ,    (k-l)Ku 


•  2\q  —  ku)K< 
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(k—i)u 

'  *^  2g —  2ku 


quod  -^o,  si  u  quovis  dabili  minus  fieri  queat. 

Unde  per  (pag.  93)  j^Ts^1- 

Consequenter 

k  (A  {mx))k~1  u_ 

A,  (mx)  —  A:  (m—i)x)  ' 

idest  differentiale  verum,  sive terminus generalis  seriei  ex  A,(x)= (A  (x)f= «s 
derivatas,  Eequipollet  ipsi  k  (A  (mx))k~!;  estque  n  ponendo  more  consueto 
pro  m 

dA,(x)  =  k(A(x))"-*u, 

id  est  kuk~'u  est  differentiale  (sensu  stricto  pag.  217),  et  £«*"'  derivata 
tpsius  uh,  quoad  u. 

Idem  etiam  ad  integrum  positivum  kt>  1,  applicari  potest;  nempe  tum 

quoque    exponens    seriei  quilibet  <] <[  1  fieri  potest,  atque  ibi  s  ad- 

huc  minus    est,    quam  si    series   geometrica    exponentis   in    infinitum 

extendatur. 

Si  vero  k<^i,  sive  positivum  sive  negativum  sit,  exponens  coefficien- 

tis    ubique    unitate    minus    erit,  adeoque    exponens    seriei   quilibet    <J  - 

erit;  atque  tum  in 

s_       (k-i)u 
R   "^  2g  —  2ku 

erit,  si  k  positivum  sit,  k  —  I  <J  i,  si  vero  k  negativum  sit,  k  —  1  <J  2,  et 

,      (k  —  i)u 

pariter  m  utroque  casu  patet,   ut   prius,    quod   — W— -o. 

2g  — ■  itiu 

Unde  reliqua  fluunt;  nempe  per  (pag.  225;: 

1.  Si  u  =  a(x)x,  hoc  ipsi  u  substitui  potest,  ut  sit  kuk~'a(x)x  differen- 
tiale  et  kuk~J  a(x)  derivata  quoad  x  ipsius  «*.  Ex.  gr.  pro  u  =  a  —  ax 
atque  a  constante  posita 


,Google 


2f6  CONSPECTUS   ARITHMETICAE    GENERAI.IS. 

d  (a —  ax)k=  —  ak(a  —  ax)k~'x, 

et  derivata  quoad  x 

el(«  —  ax)1'  —  —  ak  («  —  axf~l. 

2.  Dari  autem  tale  «,  idem  pro  omnibus  q  pro  dato  quovis  N  et  z, 
ut  (pag.  214)  poscitur,  in  quovis  casu  patet,  si  demonstretur,  pro  quovis 
q  dari  tale  aliquod  «,  atque  id  pro  eodem  </  crescente  n  adhuc  fortius 
valere. 

Generaliter  si  superius 

A  (q)  —  A  (q  —  u)  —  a  (q)  u  ■+-  s 


id 

est  pro 

jV  utvis 

inngno, 

manente  y,  possit 

n  ita 

accipi, 

ut 

a-.q) . 

>i  —  {a(q)u-i-s)  jd             —  j 

a  (y) « -+- 5           '  "*  *""  a(q)  U-ArS 

< 

1 

sit: 

tum 

«(?)«+» >N> 

adeoque 

pro  casu,  si  a(y)«et  ^  utrumqne  positivum  aut  utrumque  negativum  est, 
si  vero  opposita  sint,  tum 


a  (q)  u 


>.AM-i. 


Si  iam  expressiones  pro  quovis  n  esedem  maneant,  sintque  in  quovis 
termino  ipsius  5  literye  puncto  insignitze  una  plures,  esedein  aut  diverste 
quoque,  inter  quas  tamen  ii  adsit;  atque  crescente  priore  n,  ex  u  fiat  — 
(pro  v>i),  et  per  hoc  qusevis  litera  puncto  insignita  dividatur  per 
quantitatem  unitate  maiorem;  quivis  terminus  ipsius  s  per  ipso  v  maius 
dividetur;  sit  t>~~>i  minimum  illorum,  (saltem  quo  nullum  est  rainus)  per 
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quae  terminus  aliquis    ipsius  s  dividitur;  manifesto,  si  ex  s   fieret 

-*- fieret         vi    ~>    quod    priore  valore  maius  est;  reipsa  autem  5 

per  ipso/>  maius  dividitur,  adeoque  valor  adhuc  maior  est.  Consequenter 
crescente  n,  tanto  fortius   est  novum  — ^ — ^>  N — 1,  siex.  gr.  tama(^)  u 

quam    5    positivum    sit;  et  si  opposita  sint,  tum  — ^ — £>iV-M;  adeoque 

.  «(ff)«-f-  5.      A7-      .   ,.  ^  j    1 

111   casu    ntrount-   csl     -    - ^>-A/;   ci   Jnnc  .         -<C  ,7   ,   sive 

1  5  ^        '  a(q)u-\-S  ^N    ' 

a{q)  u  —  a  (?)  w  —  ^     .    I 
"      « (?) » ■+■  J  ^V" ' 

Attamen  pro  casu  antea  relato  valorem  quoque  talis  n  ,  eiusdem 
(dato  #  et  N)  pro  omnibus  17,  exhibere  Tyronibus  supervacuum  non  erit. 
Consideretur  prius  casus  simplicior,  nempe  xk,  pro  u  =  x:  est  id,  quod 
antea  a[q)u  erat,  heic  ^i_r#,  dicaturque  hoc  K,  ut  supra.  Erit,  ut  ibi- 

j  Ak  —  l)Kx    .j     .    x  ,  .  ,K(k  —  l)x 

dem,  s<Z- '— ,— ,  ldest  —  ponendo  pro    x,  ent  s<Z — * J— ;  atque 

'      ^  2^ — 2&c   '  n    *  f  '  ^2qn  —  2kx'      ^ 

ipsi  «  substituatur  -" ^ ' ' —  ,    posito   (sed  statim   demon- 

strando)  dato  quolibet  maius   tafe  N  accipi   posse,    ut   hic   valor    integer 

positivus  sit,  per  quem  variabilis  absoluta  dividitur,    atque    sit  |> ,  ut 

exponens  seriei,  ut  supra,  <|  1  sit;  erit 


s<jK(k-l):    *lW±}m=})_ 

^       >  ;  2q 


-'lk\ 


s< 


K(k  —  i)    

(N+\){k  —  l)  +  2~k  —  2k  ' 
-J       K 


unde 


N+l   ' 

K\>{N+i)s, 

atque  etsi  K  et  s  opposita  sint,  s  ex  K  nonnisi  unum  5  delendo,  manet 

K+  sp-Ns, 
consequenter 
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_________? <-<  _____ 

K+s  ^  N  ' 

Quod  vero  ipsum  __V  quovis  dato  maius  ita  eligere  liceat,  ut    n   dato 
quovis  maius  positivum  sit,  patet  sic. 

Si  <__[>/?  sit,  est  pro  ,u  positivo  et  _>  1 

,ua  —  /?>  «  —  /9. 

Nam  or  et  //«  tunc  aut  utrumque  positivum  aut  utrumque  negativum 
est,  atque  erit,    pro  j3  et  <y  aut    utroque    positivo    aut   utroque    negativo: 

a  —  _3-\-  ro,  aut  cr  —  —  /9 — ■&. 
In  casu  primo  est 

fia  —  /3—  ftfi-1-fta  —  /?—  ft&  -+-  (,./  —  1)  /9 
et 

« —  f}=a, 

quod  est  <C\fta-t-{i{ji —  1) ;  nam  fi — 1  ita  /j.  est  positivum,  atque  a,  /9 
est  aut  utrumque  positivum  aut  utrumque  negativum.  In  altero  casu 
autem  est 

,ua —  /3=  —  fi(3 — fta  —  [3  —  —  fi&  —  fju  +i)/^j 
et 

a  —  /_?=  —  «  —  2/9, 

quod  item  est  <_]  —  fito —  (ju-hi)f3;  nam 

/.«>«,     et     ((</-M)/?>2/3 
quia  fi_>i. 

Multiplicetur  iam  «  per  /*:  erit 

K(k—\)x    .    Ji  ik  -_)  #_ 
2qn  —  2kx   ^  2qfin  —  2kx  ' 

si  2^«|>2^-v;  nam  denominator  prioris  est  minor  per  pr_ecedentia. 

<_>■  ■  ■  .-__     7  ■  ,.   K[k  —  i)x      _.  ,  .__    ,    K 

bi  lgitur  2(/;/  ;:>  :?/;.v.  ;u:  mi;kti.i.is  .v  ■  :'  ,       ct    Itoc  tr;l  <"'    ,  - 

h  '     ^         '  F  ^2,uqn  —  2kx  ^__V-1-I   ' 

et  quodvis  tale  $<t - i —  et  tanto  fortius-d-ry — -;   nam    denomi- 

4  ^   2qn  —  2kx  ^  jVh-i  ' 

nator,  ubi  ,«.  est,  maior  adeoque  quotus    minor    est.    Quasrendum    itaque 
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tantum  maximum  eorum  n  erit,  quas  pro  quopiam  q  requiruntur,  ut 
idem  omni  q  satisfaciat;  nempe  illi  q  quoque  inserviente  maiore  n,  quod 
minoris  n  indigeret. 

Ut  2qn  J>  2kx  sit,  sumatur  prius 

v  =  (k~  ^(iV-hl), 
unde 


atque    accipiatur   v  \>  $k   vel  v  —  $k;    substituendo    hunc    valorem    ipsius 
N  in  valore  superiore  ipsius  n,  erit 

(v  —  (k  —  i)-h(k  —  l))(k—i)x  ,  , 

2qn  —  J i ; ),  '     > — '-^ ; h  2kx  =  vx-\-  2kx, 

quod,  si  v  —  ±$k  aut  v^>±$k  sit,  est^>2£jc,  nempe 

±*>k-h2k\>2k, 

sive  opposita  sint  v  et  k  sive  non. 

Itaque  si  tale  2gn  =  (v  ■+•  ak)  x  sit  superius  a,  et  2kx  sit  /9,  de  rt  —  fi 

et  ,«a — /?  dicta  applicari  poterunt  et ~~j, —  decrescet,   crescente  n, 

Poterit    autem    n   utvis    magnum    accipi,    adeoque    etiam    tantum,    ut 

9 


i  seriei  -c^i  sit  (nempe  hic  fit<Cjl,  si  n  >■ ).  Nam  ex 

2qn~  (v-+-2k)x 


(v-i-2k)x 
n  =  A 1— , 

atque  pro  hoc  n  est 


sit  n    prius  ;z  pro  &  =  5^;  pro  novo  n—/.in'  erit 
2gun'—2kx 


nam  substituendo  in   ■       '—  erit 


-</ 
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(2quri —  2kx  -+■  2kx)  X  , 

2qx  r 

Crescit  vero  crescente  n  etiam 

pj v  _  2qf.in' —  2kx 

k — i  x(k  — i)  ' 

nam   hoc    est  |> — "   , , —  —  I,    qui  valor  prioris  N  est  pro  v  priore, 

imo  dato  quovis  maius  esse  potest ;  si  nempe  accipiatur 

N'x(k  ~\)  -\-  x  ik  —i)  -{-  2kx 

u  — ' '- h '- , 

r  2qn 

substituendo  patet  N  prodire.  Si  valor  ipsius  tu  negative  prodiret,  po- 
nendo  oppositum  eius  positivum  erit. 

Ut  vero    n    integer   prodeat,    (a,  ita    eligi   potest,    ut   ftri   integer  sit; 
atque  si  prius  v  tale  est,  ut 

jy_  "  —  (*  —  ') 
k  —  l 
daret 

n  —  J ' — 

2q 

negativum;  ent 

-N-V-tf-1), 
-[k-i? 

atque    in    valore    superiore    ipsius    n    ponendo    — (iV-f-i)    pro  N-\-i   erit 

(v-{k  —  l)-h(k  —  l))(k-l)x 

2qn  —  -v-  -——  ■■  - -'■  -j? r-1— —  -4-  2kx  — —  vx  +  2kx, 

erat  vero  v  negativum,  ut  v  -+-  2k  negativum  sit,  quia  v^>2k,  unde 
n  =  —  - —  -  -— - -  positivum  est.  Denique  valor  ipsius  n  pro  omni  q,  quod 
non  est<!,zx  (pag.  214),  idem  reperitur  sic.  Sit  zx  —  q,  quodvis  aliud  q 
est^>zx,  sit  pro  r\>\ 
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sitque    q    aliquod    quodvis  — — r;  est  r\>r\  sitque  r  =  r"r';  erit 

„,,       ,       2x  (N-\-i)(k  —  i)x-\-2kx         ,        K(k—i)x         K       ,  A 

K(k—i)x;  -  ,--1-- — >-± 1- zkx  —  — j—=-,-, <d-rf- ; 

"■         >       r  2x  2qn — 2kx       iv-f-i  ^N  ' 

r' 

si  vero  pro  /  ponatur  r"r  in  denorainatore  infimo  divisoris,  denominator 
ipsius  K(k — i)  manebit  2qr"n  —  2kx.  Consequenter  si  pro  n  ponatur 
valor 

((N-hl)(k  —  j)  X-i-  2kx):  ^r  =  ((N^-l)(k  -ifX.-hZkx);  2q' 

idem  et  cuivis  q  satisfaciat. 

Idem  ad  u  =  A  \x)  applicatur  modo  sequente.  Sit  pro  certo  q  (pag.  214 

A(q)-A(q-x)  =  u  =  -£r, 

id  est  pro  certo  n,  per  quem  variabilis  absoluta  x  dividitur,  cum  qua  u 
in  dependentia  simultanea  (pag.   193)  est,  fiat  pro  hoc  q 

u       .      .,.      ku 

u  —  — ,-   et  n  p> , 

n  9 

ut  exponens  seriei  <j  1  sit,    atque    etiam    2qn"^>2ku  in 


s< 


(k—i)Ku  . 

2^K  ' — 2^M   ' 


ut  dicta  applicentur.  Hoc  pacto  marafesto  tantum  n  erit  ita  augendum,  ut 

»"=  ant  S>    ({N+i)(k-i)+-2k)x 
H 

sit  pro  q'=zx,  et  hoc  «",  adeoque  illud  n,  per  quod  hoc  ponitur,  idem 
omnibus  satisfaciet. 

II.   Quod  6uv  =  ufiv  ■+■  vdu,  patet  sic.  Sit 

u  =  A(x),     v  =  B{x); 
erit  seriei  ex  uv  =  A(x)  B(x)  derivatae  terminus  generalis 
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A{mx)B(mx)-A((m-i)x)B((m-i)x)=A(q)B(q)—(A(q)-u)(B{q)-v); 

nam  pro  mx  ut  supra  q  poni  potest,  atque 

A((m—i)x)  =  A  (mx)  —  (A  (mx)  —  A{(m—i)x))  =  A  (q)  —  «, 
ita 

B((m—i)x)  =  B(q)-v. 

Consequenter  terminus  generalis  seu  differentiale  verum  est 

A(q)B(q)  —  A(q)B(q)^B(q)u-hA(q)v  —  uv  =  B[q)u-hA(q)v  —  uv. 

Sed 

B(q)u  +  A(q)v  ^  B(q)     {    A(q) 
UV  V  u 

quovis  dabili  maius  fieri  potest:  consequenter 

Bq\  u-j-A(q)i> ^ : 

B(q)u-+-A(q)v —  uv  ' 

atque  mx  pro  q  et  n  pro  m,  atque  u  pro  A(x)  et  v  pro  B(x)  ponendo,  est 

duv  ~vu  -huv ; 
et  si  ex.  gr. 

u  —pz  et  v  —  qz, 
est  quoad  z 

$(uv)=pv  ■+■  qu. 
Ex.  gr.  si  ___ 

u  =  ax,       v=(i — xz)a , 
est  ___  ____ 

<j{uv)  =  a(i —  x2Y  —  ax'(i —  xl)  '. 

Si  accedat  z  et  uv  dicatur  p:  erit 

aJ  (pz)  =pdz  -+■  zdp  —  uvdz  -+■  zuo)v  ■+-  zv4u  ; 

et  ita  semper  ad  uno  plura  eundo  patet  regula  (pag.  225). 

III.  Quum  de  logarithmi  differentiali  (pag.  238)  dictum  sit,  differen- 
tialia  functionum  trigonametricarum  quoquc  adnectere  liceat ;  quum  a 
primis  Trigonometrias  elementis  imbuto  facile  intelligi  possint.  Sit  varia- 
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bilis  absoluta,  arcus  x  per  n  divisus;  atque  tam  differentialia  quam  deri- 
vatse  et  integralia,  ubi  non  aliud  monitum  fuerit,  quoad  x  hic  arcum 
denotantem  intelligantur. 

1.  Si  dsin.x  gaaeratiir :  erit  item  mx  =  q,  ut  antea,  et  terminus  gene- 
ralis  seriei  ex  sin.  x  derivatas  est 

sin.  mx —  sin.  [m  — i)^~sin.  q  —  sin.  (q  —  x) 

=  sin.  q  —  sin.  q  cos.  *  -+-  cos.  q  sin.  x  : 
atque 


sin.  q  —  sm.  q  cos.  x  -+■  cos.  q  sm.  x 
Nam 

sin.^  —  sin.  ^cos.x  —  sin.  q[i —  cos.  #)  =  sin.  q{l  —  (i  —  sin'iJT) 


quum  cos.  x  =  j/"i — sin?x  omnia  pro  radio  1   intelligendo, 
Est  autem,  quum  sin.  x  <J  I   sit 

(i —  sin!*)^"=i —  sin?x  —  -^-  sin.  x\ —  -rr  sin?;r  —  .  .  . , 

atque  si  limes  summte  omnium  post ■  -    (sin.  x)  sequentium    5    dicatur, 

pro  dato  quovis  JVfieri ^- siv^. x^  Ns    potest ;     adeoque    (i  —  sin?»)11 

per  i — usitf.x  exprimi  potest,  ipso    u    quantitatem   aliquam  inter  o  et  i 
denotante;  eritque 

i — cos.  x  =  i — (i —  u  sin?  x)  —  u  sin?  x, 
atque 

sin.  q  —  sin.  q  cos.  x  =  u  sin.  q  sin?». 
Itaque 

x  cos.  q __  x  cos.  q 

sin.  q  —  sin.  q  cos.  x  -+■  cos.  q  sin.  x         u  sin.  q  sin?  x  -+■  cos.  q  sin.  x 

quod  tendit  ad  i  (pag.  93);  nam 

_  __  cos.  q   __ 

sin,  x        '       cos.  q         ' 
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atque  — -■ '-i- — -.■■  dato  quovis  maius  fieri  potest;  nam  sin.  x  quovis  dato 

^       usm.qsm.x  -  r         i  i 

minus  fieri  potest,  u  vero  est<U,  adeoque  wsin.  ^sin.^-^-O  manente  divi- 

dendo  cos.  q. 

Consequenter 

x  cos.  mx  ,      i 

sin.  mx  —  sin.  (m —  i)x  *^    N 

fieri  pro  dato  quovis  JSF  potest ;  adeoque  #cos.(m#)  termino  generali 
seriei  ex  sin.#  derivatas  asquipollet;  adeoque  iuxta  saspius  dicta  x  cos.  x 
est  differentiale  ipsius  sin.x,  et  quidem  sensu  stricto,  quum  forma  quoque 
requisita  gaudeat ;  et  cos.  x  derivata  quoad  x  ipsius  sin.  x  est. 

2.  Est 

dcos.x  =  —  isin.jc  et  «/cos.x^  —  sin.  x. 

Nam  terminus  generalis  seriei  e  cos.  x  derivatas  est 

cos.  q  —  cos.  (q  —  x)  —  cos.  q  —  cos.  q  cos.  x  —  sin.  q  sin.  x 

—  u  cos.  q  sin!  x  —  sin.  q  sin.  x, 

per  prsecedentia  usmlx  pro  1— cos.ji:  ponendo ;  atque 

—  x  .  sin.  q 
u  cos.  qsmlx  — ■  sin.  q  sm.x  ' 


atque  etiam 


sm.qsm.x    __        sm.q 
u  cos.  q  sin!  x      u  cos.  q  sin. ; 


dato  quovis  maius  fieri  potest ;  nam        -'"-    manet,  »<Ji,  atque  sin. x-^~o. 
3.  Est 


Nam  terminus  generalis  seriei  e  tang.  x  derivatae  est 
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/    __  •  \ sin.g  _    sin.  (q  —  x) 

°" '  °*  '  cos.  a        cos.  f(7  —  x) 


'  cos.  ^        cos.  (q  —  x) 


sin.  q 


cos.q        cos.  <fcos.  ar-Hsin.y  sm.  X 

sin.  q  cos.  q  cos.  x  -+■  sin!  ^  sin.  x  —  sin.  q  cos.  q  cos.  jc  -+-  cos!  q  sin.  jc 

cos!  ^  cos.  x  -+-  sin.  <y  cos.  q  sin.  # 

sin.  x  (sin?y  -j-  cos'  q)  sin.  x      

cos!  q  cos.  x  ■+-  sin.  y  cos.  q  sin.  #  cos!  q  cos.  i"  -l-  sin.  q  cos.  y  sin.  x    ' 

nam    sin!  q  -+■  cos!  q  =  1  ;    hoc    autem    per  ■*—    divisum  — .  i  :    fit    enim 

1  *  '  '  COS.iJ» 

quotus 

sin.  x  cos2.q 

x       cos!  q  cos.  x  -h  cos.  <7  sin.  </  sin. »  ' 

quod  limite   i   gaudet  (pag.  93  et  94) ;  nam 

sin.  x  cos?y 

x       ~  '      cos!ycos.^         ' 

et     --" '-. — .-  quovis  dato  maius  fieri  potcst ;  fiat  ex,  gr.  cos..vj>  — 

cos.  q  sm.  q  sm.  x  ^  r  '  4 

crescente  «  fit  cosinus  semper  maior  tendens  ad  limitem  i,  denominator 

autem  —  o. 

Consequenter 

(jtang..*  — i —  et  vitariQ.X  — 5 — . 

0  cos.  x  °  cos.  x 

4.  Est 


Nam  terminus  generalis  seriei  ex  cotg.  x  derivatas  est 

t  ,  .,       cos.  q       cos.  u  cos.  x  -t-  sin.  u  sin.  x 

COt.  (7  —  COt.  [O  X)  =  —- *-■ : -* . J i r 

7  w         '       sm.  </       sm.  q  cos.  ai  —  cos.  q  sin.  x 

_    cos.  q  sin.  </  cos.  #  —  cos!  q  sin.  i  —  cos.  q  sin.  ^-  cos.  x  —  sin!  <y  sin.  x_ 
sin!  y  cos.  x  —  sin.  q  cos.  q  sin.  x 

_  —  sin.# 

sin!  q  cos.  ^  —  sin.  q  cos.  <y  sin.  x  ' 
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cui    item    (ut    antea)    aequipollet    — v— j — ;    nam    prius    per    posterius    di- 

vicendo    quotus    ---— i.     Consequenter — , —  differentiale  et -^-^ — 

n  n  %n\.q  sm.q 

derivata  est. 

5.  Sed  differentiale  derivataque  aKcuius  functionis  trigonometrieae 
quoad  aliam  quoque  saepius  quasritur.  Denotentur  hic  brevitatis  caussa, 
sin.  x  per  s,  cos.  x  per  c,  tang.  x  per  /,  cot.  x  per  C,  atque  literas  eaadem 
puncto  insignatas  differentialia  denotent. 

Erit  quoad  C 

ds  =  —  cs3  C  et  $s  —  —  cs*. 


N; 

tm  (pag. 

283 

et 

285) 

s 

cx 

—-l> 

et 

C: 

—  X 

s3 

s 

-X 

atque 

hinc 

s 
cx 

s* 

•x 

_       s 

—  cs'- 

~c~ 

Consequenter  — cs2C=s  et  — cs"C  differentiale  sinus  quoad  C  atque 
— css  derivata  est. 

Ita  reliquarum  functionum  trigonometricarum  differentialia,  tam  quoad 
x,  quam  quoad  alias  earundem  reperiuntur. 

6.   At  ex  his  arcus  quoquc.  d.ifferaUiale  derivataque  quoad  functiones 
trigonometricas  eiusdem  prodeunt. 
Nempe  ex 

s 

—--'—.1 
cx 

sequitur 


consequenter  —  —  x,  et —  differentiale,  ac  —    derivata  quoad  ^ 
(nempe  arcus)  est ;  et  hinc 


adeoque  quum 
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c=(i-s-r,  i=(i-i'f--, 

est 

—  arcui ;  est  videlicet  differentiale  purum  (pag.  221),  et  per  theorema  bi- 
nomiale  evolvi  potest,  quum  s  ex.  gr.  —  sin.  30°=  —  accipere  liceat,  atque 
tum  (per  pag.  225)  integrari  potest. 

Simili  modo  est  d#(quoad  c)=  — -  et  derivata  — —  est.    Nam    erat 

— — 7-^~J.  adeoque  — . — -—i,  et  hinc  x  : — -^-si. 

—  sx        '  n  c  '  s 

Est  porro  dx  (quoad  /)  —Ct  et   derivata   quoad   t  est  c2.  Erat  enim 

,     x 

t:  — ^.1. 

c2 

et  hinc  — —  seu  — ;  limite  i  gaudet.  Consequenter  x-=i(?  et  czt  diffe- 
rentiale  arcus  x  atque  c2  derivata  quoad  t  est.  Est  autem 

[l+ef=l:l+^=l:-±^=l:±  =  f, 

(nempe  ci-\~s'!—  i). 
Hinc  jx  seu 

(quoadj)   (quoadt) 

quod  per  theorema  binomiale  nt  supra,  (pag.  243)  pTo  ^<i,  imo  etsi 
t*=i   sit),  evolvi  atque  integrari  potest. 

7.  Snigulosque  casus  considerando  patet,  tendentias  ad  limites  dictos 
pro  quovis  q,  quo    maius  n  accipitur,   et  hic  eo  fortius  valere,  ut  supra. 

IV.  Sed  iuxta  superius  (pag.  229)  promissa,  demonstrare  superest ; 
quod  si  arcus  ipsi  x  respondens  s,  et  chordaeius  c  dicatur,  —  -"— *,  si»^— .00; 
et    tum    differentialia    dicta   lineas,    superficiei    plante   a  linea  et   abscissa 
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ordinataque  clausas  nec  non  tam  superficiei  quam  soliditatis  per  lineam 
circa  axem  revolutam  orUe  stabilienda  sunt.  Ut  vero  hoc  fieri  possit, 
quasdam  de  lineis  et  partim  de  superficiebus  dicenda  sunt. 

I.  Dum  recta  cum  curva  comparatur,  per  longitudinem  curvas  intel- 
iigitur  limes,  ad  quem  summa  chordarum  (ab  una  extremitate  curvse  usque 
ad  alteram  ita  se  invicem  excipientium,  ut  cuiusvis  finis  praeter  ultimse 
finem  sit  novce  initium)  tendit,  si  chordarum  quasvis  tendit  ad  o.  Si  plures 
quoque  rami  sint,  per  cuiusvis  longitudinem  limes  talis  intelligitur,  et 
summa  limitum  erit  tota  curva  ad  rectam  reducta.  Demonstrandum  itaque 
est  dari  limitem  eiusmodi,  eumque  nonnisi  unicum  esse,  quibusvis  modis 
tendant  chordse  singulse  ad  limitem  o. 

Dum  superficies  curva  C  cum  plano  comparatur,  intelligitur  per  super- 
ficiem  curvam  lhnes  sequens.  Ponatur  triangulum  una  cum  area  intel- 
lectum  ita,  ut  apices  eius  in  C  cadant,  et  quodvis  latus  eius  sit  latus  novi 
trianguli  verticem  in  C  habentis,  atque  cuiusvis  trianguli  novi  hoc  pacto 
prodeuntis  lateri  novum  triangulum,  verticem  in  C  nec  ullam  portionem 
cum  ullo  prEecedentium  communera  habens,  imponatur,  et  cuiusvis  area 
tendat  ad  limitem  o.  Si  iam  detur  tale  rectangulum  «,  ut  nequeant  tri- 
angula  modo  dicto  ita  sumi,  ut  summae  eorum  lhnes  sit  |>a,  sed  possint 
ita  sumi  pro  dato  quovis  a,  ut  summa  eorum  ab  «  minus  ipso  &  differat; 
tum  per  aream  ipsius  C,  dum  cum  plano  comparatur,  ipsum  «  intelligitur ; 
nempe  limes  summae  triangulorum  dictorum,  quorum  nulla  bina  quid- 
quam  areas  commune  habent,  et  quodvis  tendit  ad  o. 

In  plano  autem  qualiscunque  figura  sit,  ad  rectangulura  eius  area 
reducitur,  cui  si  non  terminata,  saltem  interminata  sequalitate  sit  asqualis, 
(pag.  26)  et  quidem  ad  rectangula  altitudinis,  aut  baseos  eiusdem  (unitati 
rectarum  aaqualis)  reducuntur  omnia,  ut  arithmetice  clare  tractentur,  ita 
solida  cuiuscunque  superficiei  ad  parallelepipedum  reducuntur,  cuiusbasis, 
eadem  pro  omnibus,  quadrato  aequalis  est,  cuius  iatus  asquale  est  unitati 
rectarum  (pag.  27). 
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2.  Formae  curvae  definitio  paulo  inferius  dabitur ;  sed  concavitatis, 
convexitatis,  tangentis,  subtangentis,  normalis,  subnormalisque  con- 
ceptus  hic  explicandi  veniunt.  Sit  abscissa  x  variabilis  absoluta. 

Concava  dicitur  linea  versus  x,  si  arcus  quilibet  in  chordas  suje  plagam 
unam,  et  abscissa  arcui  respondens  in  plagam  chordaa  alteram  cadat ;  si 
vero  arcus  quilibet  cum  abscissa  ei  respondente  in  cordas  plagam  ean- 
dem  cadant,  convexa  audit.  Per  abscissam  arcui  respondentern  intelligitnr 
pars  ipsius  x,  inter  ordinatas  perpendiculares  ab  extremitatibus  arcus 
demissas  contenta. 

Hinc  si  concava  sit,  e  quovis  puncto  intermedio  arcus  ducantur  chordae 
ad  eius  extrema,  et  ex  his  demittantur  ordinatae  ad  x  perpendiculares, 
recta  fines  harum  coniungens  erit  cliorda  arcus  totius,  et  basis  trianguli, 
quod  cum  prioribus  duabus  chordis  efficit ;  caditque  hoc  triangulum  in 
plagam  baseos  superiorem,  si  pars  abscissse  arcui  respondens  inferius  sit ; 
atque  angulus  basi  oppositus  est  <]  2R  fper  R  rectum  intelligendo).  Est 
itaque  angulus,  quem  curvas  versus  abscissam  concavae  chorda;  e  finibus 
arcus  ad  punctum  intermedium  efficient,  <^2jR;  pariter  patet  angulum 
quemvis  eiusmodi  curvas  versus  abscissam  convexse,  esse  ^>2R  (omnino 
versus  abscissam  intelligendo).  Potest  vero  etiam  per  hoc  ipsum  definiri 
curva  concava  et  convexa,  quum  ex  hoc  sequatur  id,  quod  in  definitione 
dictum  est ;  possuntque  alia  criteria  quoque  dari. 

Si  linese  nulla  portio  recta  sit,  e  talibus  portionibus  constare  debet, 
quarum  cuiusvis  aut  crescunt  ordinatas  aut  decrescunt  (ad  dextram  intel- 
ligendo).  Nam  feratur  ordinata  y  ad  dextram  continuo  eundo  perpen- 
diculariter  ad  x,  atque  e  fme  primi  y  feratur  punctum  p  in  dicto  y,  ut 
sit  seinper  in  fine  ordinatse,  illi  abscisste  respondentis,  ad  cuius  finem 
tunc  dictum  y  pervenit ;  p  in  eodem  puncto  huius  y  manere  sub  nullo 
tempore  continuo  potest ;  nam  tunc  alicui  portioni  ipsius  x  recta  re- 
sponderet ;  itaque  p  aut  sursum  movetur  aliquamdiu,  aut  deorsum ;  in 
casu  priore  crescentibus,  in  posteriore  decrescentibus  ordinatis.  Si  vero 
prius  sursum  moveatur,  aut  usque  ad  fmein  sursum  movebitur,  aut  non ; 
si  non,  tum  datur  ultimum  temporis  punctum  P  (pag.  20),  ante  quod 
quodvis  punctum   temporis  tale  est,  ut  p  post  illud  in  y  sursum  motum 
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sit ;  itaque  P  tale  non  est,  quia  si  tale  esset,  punctum  p  ex  eo  loco,  in 
quo  sub  P  est,  adhuc  sursum  moveretur  :  adeoque  adhuc  ultra  P  debe- 
ret  punctum  temporis  ultimum  dictum  accipi.  Post  P  itaque  p  sursum 
non  movetur,  neque  in  loco  manet ;  adeoque  deorsum  movetur.  Quod 
porro  continuari  posse  patet 

Si  vero  ordinatas  crescant  ad  dextram  :  sive  concava  sive  convexa 
sit  curva,  angulus,  quem  y  cum  chorda  e  fine  eius  ad  dextram  ducta  facit, 
obtusus  est.  Nam  si  acutus  aut  rectus  esset,  ordinata  sequens  ad  dextrain 
ab  altera  extremitate  chordas  demissa  esset  priore  minor,  aut  ei  asqualis. 

3.  (Fig.  29).  Ad  scopum  prassentem  hic  sermo  de  recta  lineam  cur- 
vam  in  plano  sitam  tangenti  est,  definitione  generali  inferius  tradenda. 
Si  curvas  detur  talis  arcus  ap,  ut  inter  hunc  et  certam  rectam  a'p  in 
eodem  plano  sitam  ex  p  nulla  recta  duci  possit ;  arcum  hunc  dicitur 
a'p  tangere,  imo  et  totam  curvam,  si  aut  p  eius  extremum  sit,  aut  detur 
arcus  ap  talis  continuatio  pb,  ut  inter  hanc  et  continuationem  rectse  a'p 
nulla  recta  duci  possit.  Pars  abscissae  autem,  quas  ab  ordinata  ex  p  ad 
lineam  abscissarum  perpendiculari  usque  ad  sectionem  tangentis  et  rectas 
abscissarum  est,  dicitur  subtarigens  in  casu  sectionis ;  si  vero  sectio  non 
sit,  subtangens  infinita  dicitur.  Normalis  autem  dicitur  recta  ex  p  ad 
tangentem  perpendicularis,  et  pars  lineas  abscissarum  ab  ordinata  dicta 
ipsius  p  usque  ad  sectionem  normalis  et  lineas  abscissarum  dicitur  sub- 
normalis, 

Gaudet  vero  curva  in  quovis  puncto,  recta  tangenti. 

Sit  enim  apb  talis  arcus,  ut  aut  totus  concavus  aut  totus  convexus, 
aut  ap  concavus  et  pb  convexus  sit.  Vertatur  in  casu  primo  chorda  ap 
circa  p  sursum  ;  cadent  scilicet  arcus  chordasque  ex  p  incipiendo  sequentes 
omnes  supra  prsecedentes,  lineaque  abscissarum  infra  chordam  primam  et 
omnes  cadet  (pag.  288).  Erit  vero  (pag.  20)  ultimum  aliquod  P  punctum 
temporis,  intra  quod  recta  mota  ap  semper  in  aliquam  chordam  cadit; 
tum  vero  in  nullam  chordam  cadere  poterit ;  quia  arcus  huius  chordas  sur- 
sum  caderet  (pag.  288),  adeoque  adhuc  darentur  chordse  superius,  et  P 
non  esset  ultimum  tale,  ut  dictuin    est.    Nulla   recta    autem   inter  a'p,  si 
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recta  mota  flp  tunc  in  a'p  sit,  atque  arcum  ap  duci  potest ;  nam  si  pos- 
set,  non  esset  a'p  ultiina,  intra  quam  mota  ap  in  aliquam  chordam  cadit, 
adeoque  ante  P  esset  ultimum  illud  temporis  punctum,  intra  quod  mota 
ap  circa  p  semper  in  chordam  cadit. 

Sed  continuatio  quoque  rectae  a'p  tangens  arcus  pb  est,  si  apb  pro- 
prie  sic  dicta  curva  sit.  Nam  si  tam  ap  quam  pb  concava,  aut  utraque 
convexa  sit,  et  pro  casu  primo  pc  secet,  tanquam  continuatio  rectEe  a'p, 
ipsam  pb  in  c ;  vertatur  pc  sursum  circa  p,  ut  tamen  chorda  maneat, 
perveniendo  in  pb  ;  vertatur  item  deorsum  a'p  circa  p,  sed  ad  angulum 
<Jcpo,  quantumvis  exiguum,  perveniatque  in  pe  ;  erit  angulus  epb  (supe- 
rius  intelligendo)  <J  2R  :  nam  prius  ex  2R  subtractus  est  angulus  cpb, 
et  postea  hoc  minus  additum  est.  Consequenter  initia  arcuum  ex  p  inter 
crura  anguli  duobus  rectis  minoris  cadunt ;  itaque  per  definitionem  formae 
curvas  iafra  tradendam,  curva  non  erit. 

Si  vero  (Fig.  30)  continuatio  ipsius  a'p  sit  pq,  et  possit  duci  recta  pr 
inter  pq  et  pb  ;  tum  pariter  angulus  a'pr  fdeorsum  intelligendo)  est  <J  2R, 
et  initia  arcuum  ex  p  inter  crura  erunt. 

Idem  patet  si  arcus  uterque  convexus  sit.  Si  vero  ap  concavus  et 
pb  convexus  sit,  (pro  fig.  31)  vertatur  pq  usque  in  pr,  et  a'p  vertatur 
minus  usque  in  pf ;  angulus  fpr  (superius  intelligendo)  <^2R   (ut    antea). 

Pro  (Fig.  32)  autem,  si  nempe  pc  chorda  sit  continuatio  rectas  a'p ; 
vertatur  pc  circa  p  usque  in  pb  ;  erit  angulus  a'po  (deorsum  intelligendo) 
<]  2R ;  atque  initia  arcuum  ex  p  item  inter  crura  continebuntur. 

4.  Crescentibus  ordinatis,  tangens  cum  ordinata  perpendiculari  nonnisi 
in  puncto  coincidere  potest ;  et  quidem  nonnisi  ad  punctum  priinum,  si 
concava  sit,  et  ad  ultimum,  si  convexa  sit. 

Nam  sit  prius  concava,  quaevis  ordinata  sit  post  primam ;  ab  ea 
retrorsum  decrescentibus  ordinatis,  pars  ordinatse  continuatas  supra  cur- 
vam  cadens,  etsi  per  quadrantis  intervailuin  circa  punctum,  quod  in  curva 
habet,  moveretur,  curvam  attingere  nequit. 

In  convexa  autem  nonnisi  ultima  ordinata  tangens  esse  potest.  Nam 
quaevis  alia  ordinata  sit,  ducatur  ad  eam  e  puncto  curvae  antrorsum  per- 
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pendicularis;  ordinata  ipsa  circa  punctum  curvas  usque  ad  hanc  perpen- 
dicularein  mota  adhuc  curvam  non  attinget, 

5.  Sed  neque  ad  ordinatam  potest  tangens  perpendicularis  esse  cre- 
scentibus  ordinatis  alibi,  nisi  in  concavae  puncto  ultimo  et  primo  convexje. 

Nam  si  in  concava  tangens  ad  aliam  ordinatam  perpendicularis  esset : 
ordinatas  sequentes  antrorsum  minores  essent ;  in  convexa  autem  retror- 
sum  maiores  essent. 

6.  Tangens  cum  ordinata  non  coincidens  secat  ordinatas  omnes.  Nam 
recta  rectam  secans,  secat  omnes  huic  paralellas,  omnia  iuxta  elementa 
Geometriae  communia  supponendo. 

Hinc  tangentes  eiusmodi  e  finibus  cuiusvis  arcus  secant  se  invicem, 
Nempe  crescentibus  ordinatis  tangens  ad  a  cadit  inter  recta;  ordinatse 
partem  superiorem  et  arcum  ap  in  concava,  in  convexa  autem  inter 
ordinatam  ipsam  et  arcum  ;  tangens  ad  b  autem  secat  rectam  ordinatam 
puncti  a  continuatam  ;  hoc  autem  fieri  nequit,  nisi  tangens  ad  a  inter 
rectam  dictam  et  arcum  cadens  secetur. 

Facit  autem  crescentibus  ordinatis  tangens  cum  ordinata  antrorsum 
angulum  obtusum,  retrorsum  acutum.  Nam  si  acutum  aut  rectum  faceret ; 
essent  sequentes  ordinatae  antrorsum  in  concava  minores,  et  retrorsum 
in  convexa  maiores. 

7.  Sit  tangens  t  et  chorda  c,  (Fig.  33)  intelligendo  per  1  heic  tangen 
tem  ex  initio  arcus  ordinatarum  crescentium,  usquequo  rectam,  in  quam 
ordinata  finis  arcus  cadit,   secat ;  erit    ■----— .1  si  w—co. 

Nam  in  triangulo,  cuius  latera  sunt  t,  c,  X  —  y,  est 

t\c  =  sin.  (2^?  —  a  —  {{3—  «)):  sin. «  ; 
id  est 

t  ^sin.(2/e  —  ft  —  fjg— «)) 
c  ~  sin.  a 

Hoc  autem  -^i  ;  nam  2R  —  a  et  a  sinu  eodem  gaudent,  a  vero  est 
constans,  manens  nempe  etsi  tangens    eadem    per    ordinatam  aliam  priori 


,GoosIe 


SECTTO    SECUNDA.  293 

(dato  quovis  propius)  parallelam  secetur  ;  fi — wvero-"—o;  nam  crescente 
n,  decrescit  x,  atque  chorda  tangenti  dato  quovis  angulo  propius  venit. 
Itaque 

2R  —  a  —  $—u)^.2R  —  a; 

si  vero  duo  anguli  sint  y  et  y±o),  et  w— -o,  erit 

sin.fy±fi)) 

sin.y  ' 

neinpe 

sin.i-  cos.  o)  -+■  cos.ysin.ty 

— -' ■= * =  cosw-hcoL. /sm.  M, 

sm.  y  —         ' 

quod  --^1,  nam  cos.w—  I,  sin. <-,}--— .0,  et  cot. y  est  quantitas  determinata, 
cuius  factor  sin.ca-'— .0,  dumo^O. 

Unde  quum  sit  c~(x*-h  y2)T,  si  demonstretur  differentiale  arcus  ve- 
rum  semper  inter  chordam  et  tangentem  cadere,  utpote  illa  maiorem 
hacque  minorem;  erit  arcu  5  et  dlfferentiali  vero  s  dicto,  etiam 

(»+>■)* . ., 

5 

At  demonstrandum  prius  est,  dari  limitem,  qui  per  longitudinem 
arcus  intelligitur,  eumque  inter  tangentem  chordamque  cadere.  (Fig.  34). 

Sint  a-i~fl,  b,  c~+-S,  d  tangentes  pro  ordinatis  crescentibus :  erit 
fl  +  /8+c  +  d>a  +  4-l-c  +  rf.  Nam  fi>b,  et  S>d;  quia  sit  (Fig.  35) 
ps  continuatio  chordte  ap  ;  tangentem  b  infra  ps  cadere  oportet,  ut  et 
ab  altera  parte  tangens  sit ;  est  autem  angulus  prq  acutus,  cui  perpen- 
dicularis  pf  obiecta  cadit ;  estque  angulus  prf  >  psf  >  v  ;  conse- 
quenter  angulus  yxt>v;  atque  hinc  si  triangulum  prf  feratur  sursum 
inter  easdera  ordinatas,  donec  p  in  b  cadat,  situ  ipsius  pE  priori  pa- 
rallelo,  et  pr  ac  bc  in  plagam  eius  eandem  superiorem  cadentibus  :  ma- 
nifesto  r  infra  c  cadet,    propter  angulum    ad  r  ipso  v   maiorem ;  eritque 

pr  <bc. 

Duplicato  n,  pariter  patet  novam  tangentium  summain  esse  minorem 
ipso  a  -+-  b  -+-  c  ■+-  d,  atque  idem  repetendo  semper  porro,  sumraam  tan- 
gentium  semper  decrescere  ;  summam  chordarum  autem  semper  crescere 
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propter  summam  duorum  trianguli  Iaterum  tertio  maiorein ;  esseque 
chordam  quamvis  tangente  respondente  minorem  propter  angulum  chordse 
acutum,  quem  cum  ordinata  sequente  facit,  maiorem  illo,  quem  tangens 
cum  eadem  ordinata  efficit. 

Hinc  sumraa  tangentium  S'  et  summa  chordarum  s'  dicta,  tam  S' 
sine  fine  decrescens,  quam  s'  sine  fine  crescens  limite  gaudet ;  quum 
illud  primo  5'  semper  maius,  et  s'  primo  S  semper  minus  maneat. 

Sit  S'~—.S  et  s'~^s:  erit  S=s.  Nam  sit  terminus  generalis  seriei 
ex  S1  derivatas  nj.mx)  et  ex  s   sit  u(mx)\  erit 

u,(ix)-+u1(2x)-+ .  ..-hu1(nx)--~.S 
u  (ix)-hu  (2x) +■ . . . -\- u  (nx)~-—s; 

,    uAmx)  T.  c 

sed    —4 — ,!-'si,  Itaque  o~s. 
u  (mx) 

Cadit  vero  differentiale  verum  ipsius  ^  inter  u,(mx)  et  u(mx),  nempe 
w,  (mx)  >  s  ~>  u  (mx) ; 

consequenter  et  '-■  —  ■*- ■  I,  idest  quum  u (mx)  chordam  denotet  et  hzec 
est  —  -\fx3-hy*,.  erit  Y x* +- x*  (dyf  =  x  ]/~  i-\-  (viy)1  differentiale,  ac  derivata 
arcus  quoad  abscissam  x  est  j/  H-  (dy)2;  nam  y—xdy-ho,  nerape  y  —  xdy 
dicatur  ra,  eritque 


Vx*-{-y*        ,     T 

j/  x1  +-  x!  (dyY 

x!-)-x>i*lvr! 

x1  +-  (xdy  ■+•  w)2 

— .— 1 — J- -— .  1    quia    — —  dato  quovis  maius  fier 

x<#y  +-  o>             ^            a                n 
er  (pag.  93  et  94) 

i  potest; 

(kbM*                  .            x*  4-  x2  (dy)2 
(xvy  +-  mf               n       tfJ  -+-  ^«y  +  «J 
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adeoque  etiam  radix  secundi  gradus  ---i;  et  hinc  «vi  +  joly)'  differen- 
tiale  sensu  stricto,    V  i-h(o)y)3  autem,  sive    (n-y*)"3    derivata  arcus  est. 

Quoad  convexam  idem  eodem  modo  prodit,  si  tangentes  ad  ductum 
ordinatarum  decrescentium  accipiantur, 

Potest  etiam  idem  per  summam  tangentium  se  mutuo  inter  ordinatas 
secantium  ostendi. 

8.  Sed  limes  iste  etiam  semper  idem  est ;  nempe  utcunque  accipian- 
tur  chordas  se  invicem  modo  superius  dicto  excipientes,  summas  earum 
limes  idem  ^  superius  erit.  Nam  sit  certo  modo  acceptis  in  curva  pun- 
ctis  iimes    chordarum  maior  aut  minor  quam  prior  limes  5  quantitate  a. 

Si  maior  fuerit,  tum  dari  oportet  chordas  tales  modo  certo  positas, 
ut  summEe  earum  differentia  a  limite  s-\-o>  sit-Oi,  nempe  summa  ipsa 
sit>^;  quod  vero  absurdum  est.  Nam  accipiatur  omnium  partium  ipsius 
x,  e  cuius  finibus  erectse  ordinatae  chordas  terminant,  illa,  qua  nulla  earum 
minor  est ;  item  accipiatur  n  modo  priore  tam  magnum,  ut  in  mini- 
mam  partem  dictam  ipsius  x  quoque  ipsa  x  ad  minimum  numero  /u 
cadant,  quem  utvis  augere  manifesto  licet.  Erigantur  ordinatas  e  finibus 
cuiusvis  x ;  terminabuntur  pro  quovis  arcuum  ordinatae  extimse  aut  in 
finibus  eorum,  aut  terminabitur  una  tantum  in  arcus  fine,  aut  neutra. 
Si  pro  omnibus  arcubus  ordinatae  extimse  in  eorum  finibus  terminentur; 
erit  ductis  novis  ad  minimum  tu  chordis  pro  quovis  arcu  earum  summa 
maior  eo,  quod  ipso  j  maius  erat;  adeoque  maior  limite  illo,  quo  semper 
minor  manet, 

Si  una  tantum  duarum  ordinatarum  extimarum  aut  neutra  termmetur 
ad  chordse  finem,  ducantur  ubique,  ubi  ita  est,  a  finibus  ordinatarum  exti- 
marum  chorda;  ad  proximos  arcuum  fines;  erit  tum  summa  cbordarum 
novarum  maior  summa  priorum;  nam  quasvis  harum  est  summa  novarum 
ei  respondentium  maior.  At  quum  chordaa  non  omnes  ita  ut  superius 
positas  sint,  sit  numerus  arcuum  priorum  v ;  in  totidem  locis  tantum 
fieri  potest,  ut  ordinatas  extimas  dictas  per  duplicationem  numeri  n  orta; 
cum  ordinatis  ad  fines  arcuum  non  coincidant ;  sit  chordarum,  quse  hoc 
pacto  ex  s'  (pag.  294)  desunt,  nec  plures  quam  numero  constante  v  esse 
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possunt,  sumnia  u,  et  earum  quee  accedunt,  nec  plures  quam  numero  2v 
esse  possunt,  summa  sit  u  ;  erit  u'^>u  (propter  duorum  latemm  trianguli 
summam  tertio  maiorem),  at  n,  adeoque  /u  ita  augeri  poterit,  ut  u'  —  u 
dato  quovis  k  minus  fieri  queat ;  si  ex.  gr.  arcus  ita  accipiantur,  ut  nul- 
lius  chorda  ulla  sit>^y^,    erit    u' <C  ,  et  quura  u'  —  u<_u'   sit,    est 

u  — u<k,  Est  autem  quodvis  s' -+- u' —  u > s  +- <o,  et  utrumque  positi- 
vum  est,  ita  et  s  atque  s'-+-u' —  u  —  a-  et  s -\- (■> —  5  positiva  sunt,  atque 
s'-\-u' — u  —  s  maius  positivum  est  quam  s  ■+-(<> —  s,  id  est  quam  o>;  sed 
s'  —  s-"~o,  ita  u — u--—  o;  itaque  s'-+-u'~-  u  —  s-— -o ;  adeoque  quantitas, 
quae  omni  dabili  minor  fieri  potest,  maneret  maius  positivum,  quam  deter- 
minatum  w. 

Sed  nec  minor  esse  limes  alio  modo  potest.  Sit  enim  limes  .?  —  w ; 
ponantur  chordae  prius  modo  priore,  ut  sit  /  >  s -— w,  nempe  s'  sit  (om- 
nino  positivum)  —5  —  oj-+-a,  quod  quum  s  limes  ipsius  s'  sit,  pro  certo 
«  positivo  et  ipso  s>  minore  fieri  potest ;  ponantur  tum  chordas  modo 
altero,  ita  ut  in  quemvis  areum  plures  cadant,  quum  illas  quoque  quam 
proxime  accipere  liceat ;  dicanturque  sensu  ut  antea  u  et  u,  eo  dis- 
crimine,  quod  pro  chordis  alio  modo  positis  intelligantur  ;  sitque  summa 
harum  ^  —  o>  —  z  pariter  positivum.  Erit  s  —  o>  —  z -+-  u  —  u  quoque  po- 
sitivum  et_>s —  (o-\-a;  atque  subtrahendo  posterius  positivum  e  maiore 
positivo,  manebit  positivum  ;  nempe  u  ■ —  u  —  z- —  a  semper  positivum 
esse  deberet,  quamvis  a  constans  positivum,  adeoque  —  a  constans  ne- 
gativum  sit,  u —  u  autem  —  o,  et  z  quoque-^-O,  quum  s  —  o  limes 
summae  chordarum  modo  alio  positarum  sit,  adeoque  u'—u  —  z~-—o,  et 
quantitatem  constantem  negativam  positivam  reddere  nequit. 

9.  Stt  area  a  linea,  cuius  ordinata  y  =  B{x),  atque  ordinatis  et  ab- 
scissa  x  comprehensa  =  A(x);  erit  functio  differentianda  non  ut  antea, 
sed  in  concreto  data;  estque  difFerentiale  verum,  nempe  terminus  gene- 
ralis  seriei  ex  A  (x)  derivatae,  A(mx) —  A((m- — i)x);  atque  manifesto  est 
pro  (Fig.  36) 

yx <\  A  (mx)  —  A  {(m  —  i)x)<^(y-+-y)x, 
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per  y  intelligendo    differentiain    ipsius  y  ab  ordinata    sequenti,  nempe  e 
fine  ipsius  x  erecta.  Sed 

conscquenter 

yx xB(mx)         

A(mx)—A((m—i)x)~~   A(mx)  —  A((m—i)~xY"~^1' 

Est  igitur  xB(x)  differentiale,  et  quidem  sensu  stricto,  ipsius  A(x); 
et  y  —  B(x)  derivata  eius  quoad  x  est. 

10.  Ita  si  A  (x)  soliditatem,  quae  per  revohtiianem  lineae  cirea  ab~ 
scissam  generatur,  denotet :  per  yx  et  (y-\-y)x  describentur  cylindri, 
quorum  soliditates  sunt  y*nx  et  (y  -\-y)zJix ;  est  autem  pro  {Fig.  36) 

yanx<^A(mx)  — A((m  —  i)x)<^(y-\-yYnx. 

Sed  — ?— ---*—,  1,  adeoque  -. XV- — -. — -. — ~—.\,  consequenter 

y  -hy  n       ( y-\-y)  \y-\-y)  nx  n 

y-nx 


A(mx) —  A((m  — i)x)  ' 

itaque  y^jix  termino  generali  seriei  ex  A  (x)  derivatse  aequipollet,  nempe 
si  y  =  B(x),  est 

{B(mx)Y .  nx 
A  (mx)  —  A(im  — i)x)  ' 

atque  x.n(B(x')\-  id  est  x.ny-  differentiale  sensu  stricto  ipsius  A(x)   et 
ny1  derivata  quoad  x  est. 

11.  Si  A(x)  superficiem  revolutione  iineae  circa  ahscissam  ortae  de- 
notet,  sit  prius  (Fig.  34)  linea  concava,  crescentibus  ad  dextram  ordinatis. 
Dicatur  t  tangens  a~hj3,  et  C  chorda  ei  respondens,  item  chorda  tangenti 
a  respondens  dicatur  c,  et  c"  sit  chorda  tangenti  h  respondens.  Descri- 
buntur  revolutione  schematis  coni  truncati,  qui  dicantur  coni  truncati 
ipsius  (a-\-/3),  id  est  ipsms  t,  ita  ipsorum  a,  h,  c,  c".  Est  autem  super- 
iicies  coni  truncati    facto  e  summa  radiorum  basium    parallelarum    et   n 
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atque    latere    coni  trnncati    asqualis.    Erit    itaque    conus    truncatus    ipsius 
—  n(a-\-@)(y  -\-y"  -+-  X), 

ita  coni  truncati  ipsorum  a,  b,  et  ipsius  C  ac  ipsorum  c,  c"  erunt 
/ia(y-\-y'  -\-X),  nb (y' 4- y" 4- l") ,  itC(y-hy"),  nc'(y-\-y'),  uc"(y'-hy"). 
Unde  conus  truncatus  ipsius  (a  ■+-/?)  maior  est  quam  coni  truncati  ipsorum 
a  et  b ;  quo  continuato  patet  summam  conorum  truncatorum  per  tangentes 
descriptorum  decrescere.  Est  etiam  manifesto  conus  truncatus  ehordae  C 
minor  summa  conorum  truncatorum  ipsarum  c  et  c" ;  itaque  si  duplicato 
n,  numerus  chordarum  semper  porro  duplicetur,  crescet  summa  conorum 
truncatorum  per  chordas  descriptorum,  manet  tamen  semper  minor  summa 
conorum  truncatorum  per  tangentes  simultaneas  descriptorum,  adeoque 
minor  cono  truncato  per  a-\-fi  descripto,  quum  summa  plane  dicta  sit 
hoc  minor.  Datur  itaque  limes  summse  conorum  truncatorum  per  chordas 
descriptorum,  atque 

Cn(y+y")<$A(mx)  —  A{(m  —  l)x)<^tn(y-hf-hX). 


Est  autem  (pag. 

292) 

C 

_z,  et  -i^-y" 

t 

y  -hy  -H  k 

jue 

Cn  (y  +y")     _ 
tn(y-hy"  -+-A) 

Consequenter 

Cn(y+y") 

A  (mx)  —  A((m  —  1)  x)  ' 

atque  quum  y  -\-y"  :  2y-^~-i  et  C—  (x^-hy3)1,  fit  2iiy  (x2 -\- y1)- ,  id  est 
2jiy(  i-\-  (vtyf)-  x  differentiale  limitis  conorum  per  chordas  lineas  se  invi- 
cem  ut  supra  (pag.  288:  excipienles  descriptorum  ;  2;iy  (i-h  [dyf)3  autem 
derivata  quoad  x  est. 

Quoad  convexam  quoque  idem  prodit.  Superficies  quEeritur  (Fig.  37), 
quas  erit  limes  vias  chordarum  se  invicem  excipientium.  Vertatur  in  bf 
tangens  bf,  et  si  duplicato  n  tangentes  bd,  bf"  oriantur,  vertatur  bf"  in 
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bf"  circa  perpendicularem  ex  b  ad  y,  ac  pro  duplicato  iterum  n,  or- 
tisque  tangentibus  bc,  cd",  be',  <tg,  vertatur  quasvis  circa  perpendicularem 
e  puncto  tactus  ad  y  missam  *  et  idem  continuetur  semper  duplicato  n 
et  tangentium  numero  duplicato.  Consideretur  iam  conus  truncatus  ipsius 
f'b,  tum  summa  conorum  truncatorum  ipsorum  bd',  &/"'",  tum  summa 
conorum  truncatorum  ipsorum  bc\  cd'",  be",  tg' ;  patet  conum  truncatum 
primum  esse  maiorem  summa  sequente  conorum  truncatorum,  et  hanc 
maiorem  summa  sequente,  atque  hoc  continuari  sine  fine  posse  ;  nempe 
manifesto  conus  truncatus  bf  constat  e  cono  truncato  bd'  et  cono 
truncato  d'f,  et  posterior  est  —  n  {d"$  -\-fd)  d'f  ;  summa  conorum  trun- 
catorum  bd'  et  bf"  asqualis  cono  truncato  bd~hn  lbb'-\-f"a')bf'" ;  atque 
bb'<d'b'  et  f"d  <if  d,  (quia  angulus  u~>v  est,  adeoque  h  supra  /  cadit) 
ac  (bf'"  =  bf")<.(df'  =  df)  per  (pag.  293);  ita  valores  reliqui,  e  quibus  coni 
truncati  exsurgunt,  crescunt  excepto  n  et  illis  quas  manent,  ex.  gr.  in 
prima  duplicatione  manent  bd'  et  basium  radii.  Ducatur  perpendicularis 
ex  a  ad  y ;  erit  quasvis  conorum  truncatorum  summa  semper  maior, 
quam  via  ipsius  ak.  Unde  limitem  decrescentis  summas  dictae  dari  constat; 
dicatur  is  A  (x). 

Dicaturque  terminus  generalis  seriei    conorum  truncatorum  dictoruin 
u  (mx) ;  erit 

u(ix)-\-u(2x)-\- ,..-\-  u(nx)-^A(x) ; 

denotetque  a(mx)  conum  truncatum  chordas;  facile  patet  quod 

u(mx)\  a(mx)"—-i; 
adeoque  per  superiora  etiam 

a(ix)-\-a(2x)  -\-  ...-\-a  (nx)^—A  (x) ; 

atque  hinc  est  et  hic  2/iy(i-\-(tfyf)~  x  differentiale  limitis  viae  chordarum, 

et  2jiy(i-\-(^yYY  est  derivata  quoad  x. 

Interim  tamen  proprie  de  trapeziis  tantum,  quas  Ipag.   288)    in    trian- 

gula    apices    in    superficie    habentia    dispesci    possunt,    sermo   est,    atque 

limite    summas    eorum;  at    omnia    dicta    valent,    si   pro    arcu  — ,    uM 

M 

integer  ,«  -■—•  00,  trapezia  siimtltanea  considerentur. 
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Imo  etiam  et  hic  Hmitem  eundem  esse  nt  supra  demonstrari  potest, 
utcunque  ponantur  triangula  sub  conditione  ibidem  dicta  ;  partes  nempe 
eorum  in  plana  ad  abscissam  e  finibus  ipsorum  x  contentas  considerari 
debent,  quod  tamen  brevitatis  studio  omittitur. 

12.  Si  e  lineae  S  puncto  quovis  demittatur  perpendicularis  z  ad  pla- 
num  P  idem  pro  omnibus  punctis  ipsius  S,  complexus  5  sectionum 
omnium  z  cum  P  vocatur  proiectio  ipsius  5  in  P,  Si  in  P  sita  recta 
acceptis  a  puncto  certo  incipiendo  abscissis  x  aequatio  ordinatae  y  pro 
5  data  sit,  atque  data  etiam  aequatio  sit,  per  quam  e  cuiusvis  y  fine 
erecta  perpendicularis  z,  nempe  distantia  puncti  ipsius  S  a  P,  deter- 
minatur,  manifesto  tota  5  in  spatio  determinata  erit.  Ordinatse  omnino 
accipiuntur  in  P  in  una  ipsius  x  plaga  positive,  et  negative  in  altera, 
ita  ipsa  z  accipiuntur  in  una  plaga  ipsius  P  positive  et  negative  in 
altera ;  ita  ab  initio  abscissarura  accipiuntur  abscissae  in  una  plaga  posi- 
tive  et  negative  in  altera. 

Si  s  =  a(x)  et  S—  A{x)  atque  aimx) —  a[(m — i)x)  denotetur  per  5 
et  A(mx)  —  A[(m—i)x)  per    S :  erit 

s=  \ffc-k-y1; 

atque  e  finibus  ipsius  s  erectie  ordinatse  (usque  ad  fines  ipsius  S  ipsi  i 
respondentis)  dicantur  z  et  zI}  et  chorda  ipsius  s  dicatur  c ;  erit  perpen- 
dicularis  ab  extremitate  ipsius  z  ad  5r,  missa  —c\  orieturque  triangulum 
rectangulum,  cuius  unus  cathetus  est  c,  alter  est  i  pro  zt  =  z-\-z,  hy- 
pothenusa  autem  est  chorda  ipsius  S,  quse  itaque  est  = -|/"<;2  +  i*.  Sed 
c2  =  x* -4-  y2.  Consequenter  pro  y^y'x  et  z^zx 

S^  \/ >  -1- y* h-  z*  =  x  l/  i-^y'" -h z'" ': 

Estque  hoc  differentiale  ipsius  S  nempc  iimitis  summac  chordarum, 
atque  derivata  quoad  x  est  Yl-V-y'2 -t-  z'*.  Nempe  et  hic  ut  supra  Hmi- 
tem  dari  demonstrari  potest,  si  pro  ordinatis  z  crescentibus  tangeutibus 
plana  ad  abscissam  perpendicularia  ordinatas  sequentes  complectentia, 
quas  secent,  obiiciantur ;  sed  brevitas  necessaria  uberius  exponere  vetat. 


,GoosIe 


SliCTIO    SECUNUA. 


30  J 


V.  Notandum  est  seepius  esse,  ut  expressio  differentialis  strictioris, 
adeoque  derivatas,  quum  x  semper  finitum  et  nunquam  o  sit,  sed  dabili 
quovis  minus  fieri  queat,  pro  certo  valore  ipsius  x  fiat  =  o  autoo,  vel 
0:0;  imo  si  derivata  prima,  secunda,  &  accipiantur,  saepius  quasvis  usque 
ad  aliquam  fiat  —  o,  pro  valore  certo  ipsius  x,  aut  derivata  prima,  se- 
cunda  finitae  vel  o  sint,  et  ab  aliqua  incipiendo  omnes  infinitae  fiant. 
Sunt  autem  valores  eiusmodi  ipsius  x  nonnisi  in  punctis  discretis,  (patet 
si  functio  linea  expressa  per  ordinatas  cogitetur) ;  atque  vocantur  hsec 
puncta  singularia,  quum  linea  ad  puncta  his  respondentia  qualitatibus 
talibus  gaudeat,  quibus  reliqua  inter  htec  non  gaudent ;  sunt  quoque 
ibi  differentialia  cum  veris  haud  asquipollentia,  at  derivata;  primas  ibi 
quoque  limites  sunt  quotorum  e  differentialibus  veris  per  x  divisis. 

Superius  (pag.  217)  dictum  est  differentiale  verum  esse  terminum 
generalem  seriei  e  functione  aliqua  derivata;  ;  itaque  si  n  sufficienter 
augeatur,  quum  x  e  talibus  portionibus  constet,  quarum  cuivis  respon- 
dentes  ordinatEe  aut  crescent  ab  initio  usque  ad  finem,  aut  decrescent, 
hoc  nunquam  ~o  esse  potest.  At  etiam  differentiale  strictius  dictum 
est  esse  terminum  seriei  totidem  terminorum  generalem,  differentiali  vero 
sub  certa  saltem  conditione  aequipollentem  (pag.  214);  conditio  quaa  ibi 
simplicitatis  et  claritatis  caussa  per  zx  expressa  est,  quamvis  omnia  per 
partes  eo  reduci  queant,  generalius  lta  exprimi  potest.  Si  —4 — J-  -^  1 
pro  quovis  mx  a  certo  valore  a  ipsius  mx  usque  ad  certum  valorem 
b  ipsius  mx,  ita  ut  quae  excipiuntur,  nonnisi  punctum  aut  puncta 
discreta  sint,  aut  simul  vel  sine  illis  pars  ipsius  x  talis  sit,  quae 
dato  quovis  minor  fieri  potest :  tum  u  ix)  dicitur  differentiale  generalius 
ipsius  A  (x)   a  vatore  a  ipsius  x  usque  ad  vaiorem  b.  Atque  manifesto 

A(b)  —  A(a)  =  B(b)  —  B(a) 
et 

A(b)  =  B{b)  —  B(a)-*-A{a)} 
si  tam 

u(mx) 


Aik 


-A  ((m—i)x) 
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u  (mx\ 
B(mx)  —  B((m — i)x)     ~~~ 

Imo  valor  ipsius  m  extendi  potest,  ut  etiam  o  et  integros  negativos 
denotare  queat,  ut  sit  pro  x  positivo  series  incrementorum 

.  ,  .  .  A\2x)  —  A((2—i)x\  A(ix)  —  A((i—i)x),  A(ox)  —  A((p  —  i)x), 
A((o—i)x)  —  A{(—i  —  i)x),  A(—2x)—A((—2—i)x) 

Si  ex.  gr.  A(x)=yx — i,  valores  omnes  iinaginarii  erunt  ab  x  —  o 
usque  ad  x=i;  at  etiam  differentiale  integraleque  imaginarium  accipi  a 
valore  o  ipsius  x  usque  ad  i  poterit,  aut  vero  abseissa  (post^  =  i)  a  o 
crescens  accipi  poterit,  aut  ut  dictum  est  ab  x  — i  usque  ad  certum  va- 
lorem  5>-i   accipietur. 

Erit  autem  aut  certus  seriei,  cuius  terminus  generalis  est  u{mx), 
terminus  /ra-tus  — o,  sed  ita,  ut  si  ipsi  m  substituatur  m — i,  sit 

»((»■-■)«)  .  , 


a((m —  i)x)  ' 

aut  sive  pro  x  —  o  fiet  expressio  difFerentialis  =  ox,  si  in  ea  o  substituatur 
ipsi  x,  sive  id  pro  alio  tali  mx  fiet  ita,  ut  u((m  —  \)):a((m — i)x)  non 
tendit  ad  i.  Ex.  gr. 

6  (b  —  x)2  =  —  2  (b  —  x)  x 

et  pro  x=bf\.\.(n — l)x  =  b— x,  ac  u((n — i)x)fit  — 2x",  a((n  — i)x)  autem  fit 

(b  —  (b  —  x)Y  —  (b  —  (b  —  2x)Y=  —  3X1, 

atque  2x% :  ^x%  non  tendit  ad  l,sedest  —  -.  Nempe  A(mx)—A((m—i)x) 
dicitur  a  (mx). 

Quoad  casum  primum,  pro  u(mx)  =  x  u,(mx)  est 

A\(m  —  i)x)~A(m  —  2)«) 
x .  u,((m  —  i)x) 
adeoque 

A((m  —  i)x)  —  A((m  —  2)x)  ,,  ,  .,  ,     .. 

■  -^ *    '   1    --" — !-'—.ul((m  —  i)xy-~.u,(mx)  =  o. 


,Google 


SECTIO   SECUNDA.  303 

Sed 

A  (mx)  —  A((m  —  i)x) 
A((m~i)X)-A((m~—2)x)^l> 

si  neutrum  o  aut  00  sit.  Nam  (Fig.  38) 

y-t-X  =  (h*  —  Xa)T 
et 

atque 

z'2  —  x2 

/r  —  x%        ' 

quia  -y--/— -I,  namque  et  -7'—- 1,  eodem  modo  patet,  uti  (pag.   292).  Itaque 

conscquenter 

y     -,    27     _  .2 
y-hX       y-\-l 
et 

__i T  _  i  — .( _*i_.^_i . 

y-i-X  ~~~X 

Si  vero  pro  x  —  k,  ubi  i  etiam  o  signiiicare  potest,  fiat  expressio 
derivata;  —  o,  atque  non  sit  casus  is,  ubi  si  tantum  uno  x  ultra  vel 
intra  k  accipiatnr  difFerentiale  verum,  quotus  ex  hoc  per  expressionem 
differentialis  strictioris  tendat  ad  1,  poterit  accipi  ©  utvis  parvum  posi- 
tive  aut  negative  prouti  casus  poscit  (ex.  gr.  pro  k  —  o,  sumatur  posi- 
tive),  ut  sit 

A(k-h6>-hx)  —  A{k-i-(o)  _      . 

X.U,(k-\-6)-t-x) 

nam  nulta    pars    continua  ex  k  incipiendo   est    per  hypothesim,    uhi  hoc 
non  valeat.  Inde  vero  est 


sed  uz(k-t-to-+-x) —  us(k)-*— -o  ;  itaque 
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A(k  +  a  +  i)-A(k  +  a)  = 

x  ■  ' 

Itaque    patet    ordinatarum    puncto,    ubi  k  terminatur,  quam  proxima- 
rum  incrementa  per  x  divisa  hoc  pacto  ad  limitein  o  —  u,(k)  tendere, 
Interim    si    A(k-\-a  —  x)  —  A  (k  -+-  a)    dicatur    y    et  A  (k  -+-  a)  —  A  (k) 

dicatur  z,  erit  ^-^-1. 

'  z 

Nam  y —  z<^~~r  ^er^  Pro  dato  quovis  N~  potest ;  nam  pro 

y~       N 
fit 

y-*-—- — z=^n' 

potest  autem  y  et  z  ita  sumi,  ut  y    superet   ipsum   z   quantitate    minore 
quam  -4-j.  Est  vero  tunc 

z  :  x         ' 
itaque  quum  y  :  x  dato  quovis  minus  fiat  dum  n^-~oo,  —  dato  maius  raa- 

nere  nequit ;  consequenter  quum  z  non  o  sit,  —  dato    quovis    minus    fit 

z  x 

idest     '  -^o.  Si  y  :  x  dato  quovis  maius  fiat,  2  :  x  dato  minus  non  manet, 

fitque  dato  quovis  maius. 

Pariter  patet,  si  u,(k)-=oo.  Sit  ex.  gr.  k  =  o;  tum  item  co  dato  quo- 
vis  minus  accipere  licet,  ut  sit 

A(t"-4-x)  —  A(&)  , 

X  .  U,  ((•)-+- X)  ' 

adeoque 

A  (a  -+■  x)  —  A  (a)  ,      ,    ., 

! i ±---<  — 11,(6) -l-X). 

Sed  si  w,  (o)—  co,  tum  w,  (a-hz)  dato  quovis    maius  fieri    debet,  dum 
a>  -+-x^~ ~o,  atqueetbicut  prius-^  — .1  applicatur. 
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Quod  differentize  ordinatarum  finitarum,  abscissarum  difFerentia  ad 
limitem  o  tendente,  tendunt  ad  o ;  atque  ut  ordinata  infinita  fiat,  antea 
omni  dabili  maior  fieri  debeat ;  partim  de  qualibet  functione  speciatim 
demonstrari  potest,  (uti  etiam  factum  iam  de  pluribus  est),  partim  inferius 
demonstrabitur ;  intuitui  vero  per  ordinatas  in  plauo,  in  quarum  qualibet 
uno  pnncto  terminante  valorem  functionis  complexus  eorum  interrumpi 
nequit,  exhibetur. 

VI.  Quum  tamen  h*ec  exemplis  geometricis,  singularitatem  eiusmodi 
punctorum  ostendentibus,  illustrare  supervacuum  non  sit ;  sit  (Fig.  39) 
chorda  ex  p  incipiens,  vertaturque  usquequo  tangens  fiat,  et  sit  subtan- 
gens  s,  ac 

y  -~A\inx)  ; 


erit 

adeoque 

y  :  x  —y  :  s, 

,          X 

s  =_  —  y  ; 

est  autem  ,s  — 

-.: 

=  _, 

qti( 

)d  ~ 

-0,  atque" 

itaque 

yx 

y 

y    _ 

y:x 

yx  :  x  __    y 

~~~7x~~J7. 

-s  —  o)  et  -J-. 
y.z 

Erat  vero 

1 

-^e 

!y>  e 

il  q  11  e 

hinc    iuxta    (p 

)  de  tali  y  loqiiendo, 
qilod  neque  00  neque  o  est  (nempe  si  quod  —  o  esset,  augeatur  quaevls 
ordinata  quantitate  b,  ut  in  Fig.  40),  erit 

___^J;     ets  =  J^ 
y  :  x        dy  ~y 

Eritque  $  —  o,  si  y:x  omni  dabili  maius  adeoque  dy  —  oo  fiat ;  item 
s  fiet  00,  si  y  :  x  omni  dabili  minus,  adeoque  ^y  —  o  fiat. 

Ostendit  Figura  (39*)  casum,  ubi  s-=s'  —  a>;  at  ibi  quoque  omnia 
applicari  patet. 
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Pro  casu,  ubi  y—0t  autem  res  iuxta  Fig.  (41),  quoque  cousiderari  potest, 
Sit  certa  abscissa  constans  a,  cui  respondeat  y ;  erit 

x:y  —  a :  S'   et    S'  —  —?-; 

atque  si  -4— -— .oo,  erit  S—aoo,  nempe  tangens  ipsi  y  parallela,  adeoque 
perpendicularis  ad  abscissain  ;   est  autem  hk 

A(x)  —  A  [ix)  —  A  (o.x)=y, 

i- 

Est  etiam  (Fig.  42) 

s  :y  —i  :  tang.  v 
item 

Unde 


item  per  ^  —  y  ;  eJy 

atque 


y  :s  =  i  :  tang.u. 
tang.  v  —  ^-  , 

t<iX\g.v=y:-^-  =  4y; 

tang.  u  —  -    —  1  ;  aljy. 


Quantitates    tangentis     7",    normalis    JV  et    subnormalis,    e    triangulis 
rectangulis  prodire  patet. 

Sed  si  consideretur,    qualisnam    curvze    ductus    ante  et  post  punctum 
tactus  sit,  erit  (Fig.  43) 

s  ;y  =  s  -hx  :y1~hai; 
et  hinc 

y  (s  -t-x)  ,    yx  ,     ,  . 

y, -+- o)  — :   ,v-» — -  —y  ■+■  -*V"  —  jy ~+~y  x- 

Sit  y  =  A(x);  erit  (per   Taylorianum  paulo  inferius) 


=y-i-x.y  -+-—y  - 
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et  summa  terminorum  duorum  priorum  =^  +  0;  itaque  si  terminus 
sequens  negativus  sit,  quod  fit  si  derivata  seeunda  negativa  sit,  curva 
ductum  infra  tangentem,  si  vero  derivata  secunda  positiva  sit,  supra  tan- 
gentem  e  puncto  tactus  incipit ;  quum  quemlibet  terminum,  nisi  o  sit, 
summa  omnium  sequentium  maiorem  fieri  posse  demonstretur.  Si  vero 
derivata  secunda  imo  et  postea  sequentes  o  fuerint,  prouti  prima  quae 
non  o  est,  positiva  vel  negativa  est,  curva  versus  abscissam  convexa  vel 
concava  erit.  Idem  et  ante  punctum  patet.  Erit  nempe  ibi 

s:y  =  s  —  x  :^,  +  ffl,', 

et  hinc 

y%  -4-  (y,  =y  — y'x, 

atque 

A(x  —  x)^y  —  xy'-h-X2-y"~^-y'"-h  .  .  . 

et  hinc  si  derivata  secunda  non  sit  o,  et  negativa  sit,  erit  et  ramus  ad 
laevam  concavus,  si  positiva,  convexus ;  si  vero  y"  —  o  et  y"  non  sit  o 
atque  sit  ex.  gr.  positivum,  erit  ad  dextram  incrementum-H  -  — y"\  ad 
laevam  autem  oppositum  eius,  atque  idem  eveniet,  si  derivatee  ipsi  o 
aequales  in  derivata  numeri  paris  desinant ;  erit  itaqne  post  punctum 
tactus  ramus  ad  dextram  convexus,  ad  laevam  concavus.  Vocatur  eius- 
modi  punctum  flexus. 

Patet  etiam,  quod  si  derivata  secunda  sit  functio  certi  valoris,  nec  o, 
nec  oo(  inflexionem  non  esse ;  quia  si  valor  is  positivus  sit,  linea  utrin- 
que  convexa,  si  negativus,  utrinque  concava  erit.  Si  derivata  secunda 
sit  o  aut  00,  vel  sub  formam  —  veniat  pro  valore  certo  a  ipsius  x ; 
accipiatur  tum  una  vice  x  —  a-\-o,  altera  vice  antem  x~  a  —  o>,  pro  a 
positivo  et  quantumvis  exiguo,  et  quasratur  pro  his  valoribus  ipsius  x, 
num  rami  e  fine  ipsius  x~  a,  utrinque  concavi  aut  utrinque  convexi 
sint,  vel  unus  concavus  et  alter  convexus  sit. 

Dantur  etiam  alia  puncta  singularia  :  nempe  si  duo  rami  ad  certum 
punctum  tangente  communi  gaudeant,  et  aut  utraque  aut  una  tantum 
convexam  faciem  alteri  obvertat,  dicitur  prior  cuspis  primi  generis,  pos- 
terior  secundi;    et    cuiusvis    duee    species    sunt,    prouti   versus    abscissam 
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convexi  fuerint  rami,  aut  concavi ;  pro  cuspide  prirai  generis  tangens 
inter  utrumque  cadit,  pro  altera  non.  (Fig.  45,  46,  47,  48.} 

Si  plures  raini  tangentibus  ad  idem  punctum  diversis  gaudeant,  vocatur 
punctum  multiplum  ;  quod  fieri  posse  manifestum  est,  si  functionis  plu- 
res  va.tores  [ex.  gi.  per  radicalia)  fuerint,  qui  pro  certo  valore  ipsius  x, 
disparentibus  ex.  gr.  certis  radicalibus,  ad  unicum  redigantur ;  uti  exempla 
ostendent.  Pertinent  vero  etiam  cuspides  ad  puncta  multipla  ;  at  cns- 
pidis  ramus  uterque  tangente  eadem  gaudet ;  et  dantur  eiusmodi  puncta 
multipla,  ut  rami  ex  eodem  puncto  prodeuntes  diversis  tangentibus  gau- 
deant ;  est  autem  omnibus  punctis  multiplis  commune,  quod  ordinata, 
quse  ad  tale  punctum  est,  derivata  quoad  omnes  ramos  inde  prodeuntes 
non  una  gaudeat,  uti  quasvis  alia  etiam  ordinatarum  plurium  eidem 
puncto  respondentium. 

Dantnr  etiam  puncta  isolata  dicta :  datur  nempe  functio  talis,  cuius 
ex.  gr.  a  valore  certo  ipsius  x  usque  ad  certum  faut  in  00),  nonnisi  pro 
certo  aut  certis  valoribus  detur  valor  realis ;  atque  si  talis  valor  o  sit, 
per  y  punctum  abscissse  ibidem  determinetur. 

Exempla. 

a)  Si  ordinata  y  sit  —b-hax1,  erit  pro  b  positivo  et  a  posi 
tivo  linea  versus  abscissam  convexa,  et  concava  si  a  negativum  sit, 
et  quidem  utrinque  ab  x  —  o  incipiendo,  tam  pro  x  positive  quam  pro 
x  negative  incipiente  ;  excurmntque  duo  rami  utrinque  eequaliter,  ordi- 
natis  crescentibus  in  00  ;  transibunt  autem  per  axem  ad  distantias  a  capite 
abscissarum  asquales,  si  a  negativum  fuerit,  ubi  ax1  =  —  b,  quum  ibi 
y  — o  sit ;  ac  tangens  erit  axi  parallela  pro  x  =  o.  Nam  derivata  prima 
(quffi  breviter  «J  atque  ita  secunda  dici  potest  rf3 )  est  2ax  —  o  pro  #  —  o; 
«I2  autem  =  2a,  quod  positivum  est  pro  a  positivo,  et  negativum  si  a 
negativum  fuerit,  adeoque  linea  in  casu  primo  ex  x=-o  incipiendo  ver- 
sus  abscissam  convexa,  in  altero  concava  erit. 

Patet  vero  tf  esse  pro  quovis  valore  ipsius  x  positivum  pro  a  posi- 
tivo  et  negativum  pro  a  negativo ;  interim  post  ax2  —  — b,  pro  a  nega- 
tivo,  transeuntibus  ramis    in    alteram    axeos    plagam,  erunt  hi  ad  partem 
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axeos  illis  respondentem  convexEe ;  at  ut  ita  loqui  fas  sit,  id  quod  faciei 
axeos  superiori  concavum,  inferiori  convexum  est ;  concipiatur  axis  deor- 
sum  sibi  parallele  ad  distantiam  d  moveri ;  quaevis  ordinata  incrementum 
d  capiet,  et  pro  b  fiet  b  -+-  d  manente  curva ;  atque  ela  pro  quavis  ab- 
scissa  infra  curvam,  etiam  pro  parte  antea  infra  axem  cadente,  negativum 
fiet,  et  curva  versus  superiorem  axeos  faciem  concava  erit. 

Est  autem  linea  ruec  plane  parabola  (Fig.  44),  si  axis  a  vertice  para- 
bolas  ad  distantiam  b  sumatur  ad  axem  X  perpendicularis ;  nempe  si 
Y*  =  — -  pro  parametro  =  — ,  et  Y=  x  atque  y  —  b  -+-  X,  est  y  =  b  -h  ax2. 

b)  Si  y  =  b~+-x3,  pro  x  =  o  inflexio  est.  Nam  «ty  =  3»1  et  tfy  =  2  .  3*, 
quod  pro  x  positivo  positivum,  pro  x  negativo  negativum  est,  adeoque 
pro  x  positivo  curva  ultra  x  =  o  forma  convexa,  et  concava  pro  x  nega- 
tivo  incipit.  Est  autem  tangens  axi  parallela  pro  x  =  o,  quia  ety=o;  est 
quidera  tunc  et  bTjv— o,  sed  si  x  crescat  positive  aut  negative,  fiatque  o> 
positive  aut  negative  quantovis  rainus,  prius  dicta  valent. 

c)  Si  y  —  b  -+-  x~-~,  aut  y  =  b  +-  x~~,  aut  y  =  b  —  xt,  orietur  pro  x  =  o 
cuspis  primi  generis ;  primum  dat  (Fig.  45),  sequens  dat  (Fig.  46),  tertium 
exhibet  (Fig.  47);  nempe  «I  prioris  est  -^-»T",  quod  pro  x  =  o  fit  o,  adeo- 

que  tangens  axi  parallela  est ;  ~l~y=  — '-~~  x~ ' ,  quod  pro  x  =  o  fit  00;  at 
si  pro  *  ponatur  4-*w,  quantovis  minus,  fiet — 4=-,  cuius  duo  valores  sunt, 
unus  positivus,  alter  negativus,  alioquin  sequales,  et  prior  denotat  convexita- 
temrami  superioris,  qui  e  valorepositivoipsius  yx~  ipsi  b  addito  generatus 
est,  posterior  concavitatein  rami  inferioris,  qui  e  •— <  \  x'  -+-  b  factus  est. 
Patet  quoque  pro  x  negativo  ordinatam  \/ x~  imaginariam,  atpro^  -+-  x3 
sive  positivura  sive  negativum  sit  x,  ordinatam  unicam  respondere 
abscissee  cuivis,  et  ab  x  =  o  utrinque  aaqualiter  excurrere  ramos ;  est 
vero  pro  hoc  casu 

j  —3l  ~j~  — _2_ _ 
y      3        ~3^' 
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quod  pro  x  =  o   fit    oo,  efficitque    tangentem    axi  perpendiculariter    insi- 

stentem  ;  estque  tum  tfy= —  x  3,  quod    quiclem    pro    x~ 0    fit    oo,    at 

substituendo  (ut  prius)  a,  fiet  pro  «  tam  positivo  quam  negativo  nega- 
tivum,  adeoque  curva  utrinque  concava.  Patet  vero,  quod  si  in  expres- 
sionibus  ipsius  y  ponatur  x  —  a  pro  x,  dicta  pro  x  =  a  fiant. 


d)  Si  vero  y  =  b  —  xs,  o)y  pariter  infinita  pro  x  —  o,  tangentem  item 
perpendicularem  dabit,  sed  «J2y  erit  — x  '  positivum  ab  x  —  o  incipiendo 
utrinque,  adeoque  curva  utrinque  versus  abscissam  convexa. 


e)   Si  y=x*  +  x*f  prodit  pro  x  =  o,    cuspis    secundi    generis,    et  tan- 
gens  axi  parallela,  (nempe  ad  distantiam  o).  Nam 

afy  —  2x -+- -**- x %  et  fry=  2-4-  — .—  #a, 

J  2  '  J  2       2' 

atque  prius  fit  o  pro  x  =  0,  posterhis  fit  =2,  ostenditque  ramum  utrum- 
que  versus  axem  ab  x-O  incipiendo  convexum  esse  ;  nempe  abinde  pro 
abscissa  positiva  quavis  ^x5  duos  valores  habet,  pro  negativa  autem 
imaginarum  fit.  At  ramus  superior  e  radice  positiva  ex  x*  exsurgens 
tantum  manet  semper  convexus  ad  axem,  alter  autem  tantum  eousque 
manet  talis,  donec  #—  ( j  fiet,  nempe  ubi  fit 

^=a--i^  =  2--5,  .-  =  o; 

ibique  inflexio  est,  nam  addito  ra  positivo  utvis  parvo,  et  altera  vice 
subtracto  a  e  valore  dicto  ipsius  x,  erit  pro  vice  prima  &y  negativum 
et  positivum  pro  altera ;  nempe 


negativum  et 


4      V     15" 
4   V     15' 
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positivum  est ;  tangens  autem  non  est  tum  axi  parallela,  nam 

non  =0.  Fk  praeterea  ordinata  adhuc  semel  o,  nempe  tunc  esse  debet 
x2i — 1  y  x5  =  o,  adeoque  x2—  Vxs,  atque  x4  =  x*r  quod  nonnisi  pro  x  =  o, 
et  x  —  1  fieri  potest. 

f)  Si  y  =  b  -+-  x"  -+■  tfx5  ponatur,  linea  eadem  prodibit,  cuspide  ad 
distantiam  b  ab  axe  exorta,  et  tangens  erit  ad  distantiam  b  parallela  axi; 
sed  ramus  inferior  non  pro  x=i  transibit  per  axem,  verum  pro  illo  x, 
pro  quo  fiet  b-+-x'  —  Yx5,  id  est 

53  -+-  2bx*  -+-  x*  =  x5. 

Ita  in  superioribus  potest  o  ipsi  b  substitui.  (Fig.  48). 

g)  Si  jv  —  V~»^-—  x* ;  oritur  pro  x  — o  punctum  multiplum  eiusmodi, 
ad  quod  non  ut  in  cuspidibus,  quse  ipsa  quoque  puncta  multipla  sunt, 
rami  tangente  communi  gaudent,  sed  tangentes  ramorum  ex  eodem  pun- 
cto,  ubi  x  =  o,  diversie  erunt.  Nempe  pro  x  —  o,  item  pro  x  =  i  et 
x——i,  esty  =  o,  et  pro  x  =  i>+-<(o,  sive  pro  x  =  — 1> — 10  (quantumvis 
exiguum  sit  o>)  valor  fit  imaginarius  ;  nam 

(±  1  ±t»r— (±i±«r(±i±6>r 

est  negativum  ;  crescente  autem  x  a  o  usque  ad  1  positive,  ubique  ordi- 
natas  duas  asquales  erunt,  una  positiva  supra,  altera  negativa  infra  axem  ; 
erit  autem  linea  versus  abscissam  concava ;  nam  est 

sjy  —  {x"  —  x4)~~(x  —  2X3), 

quod  fit  — -  pro  x  —  o,  disparente  factore  priore  radicali,  et  altero  factore 
quoque  simul  in  o  mutato ;  quomodo  valor  verus  sub  imagine  ista  gene- 
rali  quantitatem  quamvis  denotante  latens  reperiatur,  de  eo  statim  dicetur 
aliquid ;  at  hic,  modo  in  casibus  similibus  usitato,  factorem  signo  radicali 
subiectum  eximendo,  valor  iste  facile  reperitur  ;  nempe 
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V  X^  —  X*        V  I — X*  ' 

quod  pro  x  =  o  fit  —  i  —  tangenti  anguli  tangentis  (pag.  306),  qui  idcirco 
est  =  dimidio  recto,  quum  ibi  tangens  sequalis  sit  radio  ;  atque  si  pro 
x  ponatur  o  quantovis  minus,  et  tendens  ad  Hmitem  o,  ad  dextram  po- 
sitive  ad  laevam  negative,  manifesto  angulus  tangentis,  tam  pro  ramo  ad 
dextram  quam  ad  lsevam,  -"- .1,  itaque  duse  erunt  tangentes,  ad  idem 
punctum  ipsi  x  =  o  respondentes.  Erit  porro  «!((«  —  2x3}  {x1 —  *4}~T), 
id  est 


-x<r= 


-  6x2  {x  —  2X1)  {x  —  2X3) 

fx~~x^  y~~~~~~! 


\x  —  6x* 


(X  —  2X3f\ 


ubi  factor    posterior  reducendo  ad  denominatorem  eundem,  et  terminos 
numeratoris  denominatorisque  per  x*  dividendo,  fit 

1  —  x%  —  6xs  -+-  6xA  —  (1  —  $x%  -+-  4X4) 2x*  —  3X2 


quod,  quum  tantum  de  x<\i  qutestio  sit,  negativum  esse  facile  patet ; 
est  nempe  tum  x*<\x*,  adeoque  etiam  2x3l^>2x\  tanto  fortius  vero  supe- 
rat  —  $x*  ipsum  2x\  Est  igitur  linea  pro  ordmatis  positivis  supra  axem 
versus  ipsum  concava,  et  quidem  utrinque  ab  x  =  0,  quia  x*,  x*  eadem 
sunt  pro  x,  sive  positivum  sive  negativum  fuerit ;  pro  ordinatis  negativis 
autem  erit  alter  factor  (nempe  -^-  -^)  quoque  negativus,  itaque  d*y 
erit  positivum  et  Hnea  quoad  faciem  axeos  superiorem  convexa,  seu  con- 
cava  versus  inferiorem,  uti  (pag.  308)  dictum  est ;  nempe  tota  supra 
axem  concipi  potest,  axe  deorsum  ita  lato,  ut  punctum  aliquod  eius  ad 
axem  priorem  describat  perpendicularem  =~=;  nam  hanc  esse  ordina- 
tam  maximam  statim  patebit.  Referet  hinc  linese  istius  pars  quoad  -t-i 
realis  formam  signi  co  ;  pars  imaginaria  quoque  facile  patet,  (pag.  202); 
interest  quippe  saepius  reale  imaginariumque  ex  eadem  expressione  sibi 
invicem  respondentia  considerare. 
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Est  autem  linea  ab  1  =  0  utrinque  symmetrice  asqualis  ;  quum  x%  et 
x'  sint  eadem,  pro  eadem  quantitate  ipsius  x  sive  positiva  sive  negaliva  ; 
atque  pro  x=zh—/—-  utrinque  tangens  axi  parallela  est ;  nempe  pro  hoc 
valore  fit 

et   substituto  -=7=^  ±01  ipsi  x  in  y  —  yV  —  x\  ordinatam  quamvis   aliam 
minorem  esse,  quam    pro  ±  —^  patet,  nempe  tum  est 


-V^-^Vi 


Si  vero  pro  parte  ex.  gr.  positiva  ipsius  x  ad  dextram  considerentur  or- 
dinatse  intra  x  =  ^— ^,   erit 


,12' 


4g>         6<j>'        4<*>3 

2Y2  2  V2 


=-5--«'+*—. 


4  V2 


quod  minus  priore     .     est ;  nam  2/2.U3 — 2of —  «4  negativum    est,    pro 

valore   ipsius    a>   minore    quam    — --■=- ;  nam    etsi   o  =  —7=-    ponatur,    erit 

2  1^2  .  «3  =  2n>2,    et    si   valor    ipsius    «    adhuc    minor    fractio  vera  sit,  erit 

2ais;>2  "/2.&A  Ita  si  ultra  #  =  — ^=-  accipiatur   —=■-{-«  =  x,  erit 
V  2  r  K  2 


ubi  omnes  termini  praster  primum,  qui  valor  ipsius  X"  —  x4  pro  x  =  —=-■■ 
est,  negativi  sunt. 

h)  Ast  etiam  pro  eJ  — cofieri   maximum  vel  minimum  potest.    Exem- 
plum  superius,  y  =  b —  #T  dat  maxiinum,  et  y  =  b-hx3  dat  minimum  pro 
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%  — o;  nempe  y  pro  quantumvis  parvo  co  =  x  posito,  donec  a3=b  fiat, 
ordinatam  b —  o> 3   utrinque  minorem  dat,  quam  b  —  o3  =  b  ;  postea  vero 
fient    ordinata?    utrinque    negativas    crescentes    in  00  ;    ita  y  —  b-{-  (±o)3 
dat  pro  quantovis  <y  ordinatam  ipso  b  maiorem. 
De  quo  tamen  plura  inferius, 

i)  Punctum  isolatum  exhibet  y=\/  x3  —  x1,  pro  x  —  o;  nempe  tum 
y—o,  et  initium  abscissarum  solus  valor  realis  erit,  usquequoa:— 1  fiat, 
et  tum  item  y~  o  punctum  in  abscissa  dabit,  unde  linea  ordinatis  cre- 
scentibus  ramo  uno  superius  alteroque  asquali  inferius  incipiet ;  ab  x~o 
autem  sive  negative  in  infinitum,  sive  positive  usque  ad  1  crescat  x,  va- 
lores  omnes  imaginarii  sunt ;  nam  (1 — >xY  et  —  x2  utrumque  negativum 
est,  (i-I->:>c)3  autem  pro  x<\i  est  <]#*,  adeoque  radix  e  negativo  erit.  Est 
autem 

-\{^-2x) 

dy  =  —7— — -  ■ 

V  x3  —  x1 

quod  item  imaginarium  est  tam  pro  x  negativo  quani  pro  x<i;  nempe 
ante  et  post  punctum  isolatum  incrementa    imaginaria    sunt.    Est    autem 

fjy  =      bx—2 (3^  —  2xf_ 

2/x^  —  x2        lYfo—  x2)3  ' 

quod  pro  x>i  aliquamdiu  tantum  negativum  est ;  nam  multiplicando  per 
4^„3 —  x',  erit 

(■IX'*  —  2x)2  hx  —  2f 

1 2X — 4 —  '-J '-  =  1 2X  — 4 — — — 

^  X*  —  X2  T  X  —  I 

__  12X2  —  43;  —  I  2X  -+-  4  —  (9„*  —  I  2X  ■+■  4) 
X — I 

_.  3*'~  4* 


ubi  quum  „;>i  sit,  x  —  1  positivum  est,  adeoque  tantum  de  numeratore 
quasstio  est ;  et  facile  valor  reperitur,  usque  ad  quem  crescente  x  ultra 
1,     3*1  —  4X   semper    negativum,    postea    autem    semper    positivum    est ; 
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itaque  eousque  lineas  raraus  superior  concavus,  postea  semper  convexus 

erit.  Est  nempe  ?>x2  —  *\x  =  o  pro  x  = o  et  x  =  -%.  Dum  x  positivum  et 

4  /  \  **  4 

<C  -3-,  numerator  %(3x — 4)  semper  negativus,  pro  x>  ■!■■  autem   semper 

positivus.  Itaque  pro  x  =  -%  inflexio  est. 

k)  Sint  denique  adhuc  exempla  ad  subtangentem  finitam.  Parabola? 
pro  parametro  p  est 

y=^p~*x~*t  et  <Jy  =  —p~~ x~ ; 
adeoque  subtangens 

=p  ~~x~~ :  —p  *  x ~~~  —  2x, 

quod  ad  verticem  fit  o ;  et  derivata;  ibidem  valore  infinito  reddito,  an- 
gulus  tangentis,  tangenti  infinitae  respondens,  rectus  est. 

Si  y—ax  sit,  quod  lineatn  logarithmicam  exhibet,  in  qua  abscissa? 
logarithmi  ordinatarum  quoad  basim  a  sunt,  est  (pag.  227) 

«I  (ax)  =  ax  $  log.  (ax)  =  ax$(x  log.  a)  —  ax  log.  a, 

iog.a  quoad  e  intelligendo  (pag.   183),  unde 

a*  1 

ax\og.a       log.  a  ' 

et  subtangens  pro  quovis  *  est  constans,  sequalis  modulo  systematis, 
cuius  basis  a  est  (pag.  187).  Pro  « —  e  fit  log.  a=i,  et  s  =  i;  est  etiam 
tangens  anguli,  quem  tangens  cum  axe  facit  —  1  pro  x=o;  nam 
e°log.  e=i,  et  angulus  ipse  est  dimidius  rectus  ;  atque  dum  x  positive 
tendat  ad  00,  tang.  anguli  tangentis  crescit  in  infinitum,  adeoque  angu- 
lus  tendit  ad  rectum ;  si  vero  x  negative  --— .00,  tum  ex-—o,  adeoque 
tang.  anguli  tangentis  -^.o  et  angulus  -—  o,  fitque  axis  asy/itptota. 

Nempe  si  detur  talis  recta  21,  qua  pro  axe  sumta,  dum  abscissa  cre- 
scit  in  infinitum,  ordinata  tendit  ad  o,  adeoque  non  fit  0  (pag.  35  d  ci- 
tur  21  asymptota  linete  generata?.  Sermo  hic  tantura  de  asymptota  recta 
in  plano  est, 
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Posset  quoque  dici :  si  inter  rectam  infinitam  71  et  ramum  r  linese 
cuiuspiam  nulla  recta  cadat,  quse  sufficienter  producta  aut  cum  neutro 
quidquam  aut  nonnisi  punctum  unum  utrique  commune  habeat ;  tum  71 
dicitur  asymptota  ipsius  r,  si  nihil  cuin  r  commune  habeat ;  si  vero 
punctum  commune  habeat,  tangens  audit. 

E  definitione  priore  patet,  quod  si  linea  abscissarum  et  angulus 
ordinatarum  ita  accipi  queat,  ut  a  certo  valore  a  abscissas  usque  ad 
certum  vaiorem  /3  eundo,  ordinata  — .oo,  priusquam  abscissa  =/?  fieret, 
pro  abscissa  —  /3  vero  fiat  co,  ordinata  ista  asymptota  erit.  Nempe  et 
ordinata  huic  quain  proxima  secabit  curvam.  Ex.  gr.  si  y~~z;-,  eundo 
a  valore  certo  ex.  gr.  i  ipsius  x  usque  ad  x  =  o,  fit,  priusquam  x~  o 
fierit,  y  omni  dabili  maius,  et  pro  x  —  o  fit  oo  ;  et  quicunque  fuerit  an- 
gulus  ordinatarum,  recta  e  puncto,  ubi  x  —  o  est,  ordinatis  reliquis  paral- 
lela,  asymptota  lineas  per  asquationem  dictam  generatce  est. 

Sed  pro  valore  ipsius  x  crescente  in  infinitum,  recta  Q  infinita  ad  axem 
ex  initio  abscissarum  perpendicularis  explorandie  asymptotas  inservit : 
nimirum  qua?vis  recta  P  in  eodem  plano  est  aut  ipsi  Q  parallela  aut 
ad  certum  angulum  v  secat  eam  et  quidem  ad  certam  distantiam  Z  ab 
initio  abscissarum,  aut  supra  aut  infra  axem,  aut  in  axe  pro  Z—O.  Si  v 
rectus  sit,  ordinatse  ipsius  P  omnes  asquales  erunt.  Ordinatse  curvee  et 
rectae  P  dicantur  y  et  Y  pro  eodem  abscissas  fine.  Si  v  non  sit  rectus, 
P  secabit  axem  ad  certum  angulum  u,  qui  pro  angulo  ordinatarum 
recto  ipsum  v  ad  rectum  complebit,  per  v  duorum  angulorum  dein- 
ceps  positorum  minorem  intelligendo. 

Nisi  vero  asymptota  ad  axem  perpendicularis  sit,  quo  in  casu  necesse 
est,  a  valore  certo  ipsius  x  usque  ad  certum  ordinatam  curvaa  fieri  dato 
quovis  maiorem,  talia  Z  et  u  quasrenda  sunt,  ut  Y—y  a  certo  valore 
ipsius  x  incipiendo  in  infinitum  nunquam  fiat  =o,  sed  tendat  ad  o. 

In  (Fig.  49)  est  s  :  y  —  s  —  x  :  2,  et  hinc,  propter  s  —  -4-  ■ , 

z  —y  —  xdy  ; 

erat  vero  vfy  asquale  tangenti  illius  anguli,  ad  quem  tangens  axem  secat; 
et  hinc  si  x  ad  00  tendente  Z"—Z  ac  $y-"~  tang.  u,  erit 
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Z —  (y  —  x  tang.  «)-•— O. 

In  (Fig.  50)  item  est 

K:Z—K-\-x:Y   et    K:  Z=  i  :tang.  u  ; 
atque  hinc 

Z 

A'—  — et  y^-ZH-xtanc;.  «; 

tang. »  °     ' 

unde 

K — jy  —  Z-\-  jctang.  w  —  y  —  Z —  (y  —  #tang.  u), 

quod  ut  piane  dictum  est,    tendit  ad  o.    Consequenter  2i  asymptota    est. 
Exemplo  sit  hyperbola  asquilatera  pro  axe  —  i,  ubi 

y  =  (x1  -H  xj* 


/"«*  +  * 


"/■+-£- 


quod    — •  1,    dum    #■-— .  co ;    itaque    tangens   anguli    w    est    l.    adeoque    w 
eequale    est    dimidio  recto,    Z  autem    =  — ;  nain 


z  —  y  —  xnly  =  (x*  -+-  x)1' •7---—  =  -  -7= ~" 

V  **  +  *  2  j/  r+    _* 

quod^^— ,  dum  x-~ oo. 

Si  igitur  tam  z—  _y  —  arefjy,  quam  «ly  limite  non  infinito  gaudeant,  recta 
per  finem  ipsius  Z  ad  angulum,  qui  ipsum  u  ad  rectum  complet,  posita 
asymptota  erit.  Si  u  —  o  sit,  manifesto 

(y  —  »ely)  -— -y  —  ^ 
atque  tum  ex 

Z—  (y  —  x  tang.  «)-'— «o, 
fit 

Si  Z=o  esset,  poterit  ordinata  quasvis  constante  /j  augeri,  ut 
Z=b  fiat. 


/Goosle 


31 8  CONSPECTUS    ARITHMETICAE    GENERAIJS. 

Si  vero  21  asymptota  sit,  ramus  idem  nulla  alia  gaudet.  Nam  quas- 
cunque  alia  recta  sit,  sive  parallela  ipsi  21  sive  non,  si  ordinataa  huius 
cum  Y  et  y  iisdem  abscissse  punctis  respondentes  Y'  dicantur,  Y'—Y 
adeoque    Y'~y  non  tendit  ad  o, 

Imo  demonstrari  etiam  potest,  pro  x — co,  asymptotam  nonnisi  tunc 
esse,  si  nec  z,  nec  dy  tendat  ad  co  ;  uti  applicatio  ad  alios  casus,  ubi  curva 
versus  axem  convexa  atque  et  Z  infra  axem  cadit,  facile  ostenditur ;  sed 
ne  figurae  lnultiplicentnr,  rem  attigisse  sufficiat. 

Ex,  gr.  In  parabola  pro  parametro  — i,  est 

y  =  x*  et  Wy  =  —7= , 
quod  -^o ;  atque 

z  =y  - X4y  =  Yx—^=  =j-  Yx, 

quod  — -oo;  itaqne  tangens  ipsam  z  ad  distantiam  data  quavis  maiorem 
ad  angulum  recto  quam  proximum  secat,  tendens  eo  ut  axi  parallela  fiat, 
quod  tamen  ad  distantiam  omni  dabili  maiorem  id  est  in  nullo  loco 
determinato  fieri  potest,  ut  ibidem  asymptotam  prasbeat. 

Exhiberi  quidem  linea  pro  quovis  finito  Z  et  angulo  u  potest,  cuius 
ibidem  asymptota  sit ;  si  nempe  y  =  Z-\-  x  tang.  u  -+-  w  sit,  per  a  fun- 
ctionem    ipsius   x   talem    intelligendo,   quae  -— -o,  dum  x-— oo,  tunc  enim 

y  —  x  tang.  u  =  Z-\-  o  et  y  —  xtang.?i'—.Z, 
atque  tum 

Y—y  =  Z~\-x  tang.  u  —  y  =  Z—  iy  —  x  tang,  u)'~ -O. 

Et  facile  patet,  ordinatarum  simultanearum  lineae,  pro  qua  y  —  xdy-"~oo 
differentiam  non  tendere  ad  o,  ut  asymptota  eadem  gaudeant.  Ex.  gr. 
pro  casu  prsesente  parabolas  (pro  quovis  Z) 

Z~\-  x  tang.  u-\-o>~  x2~-~ .  —  co 

VII.  Sed  per  superms  fpag.  311)  promissum  aliquid  de  valore    quoti 

duarum    functionum  u  et  v,  dum,  pro  X  —  b,  utraque  o  fit,  adiiciendum. 

Si  pro  quovis  x  sit  vz  =  u,  atque    a    certo    valore    a    ipsius   x,    ante- 


,GoosIe 


SECTIO    SECUNDA.  319 

quam  x  =  b  fiat,  semper  sit  z  =  —,  pro  x  — 5vero  u  fiat  — o  et  v  —  o; 
valor  quoti  verus  sub  forma  —  quantitatem  quamvis  denotante  latens 
reperitur  sic. 

Ex  u  =  vz  sequitur  du  =  vdz-\-z<tiv,  quod  pro  x~b  fiet  —  zoiv,  quia 
tum  v  —  o;  atque  hinc  z  =  q)u  :v)v,  si  non  sit  iterum  du  =  o  =  $v  pro 
x  =  b.  Si  vero  utrumque  o  fiat,  operatio  dicta  iterum  atque  iterum  repeti 
potest. 

Ex.  gr.  Formula  summae  seriei  geometricEe  pro  exponente  x  et  nu- 
mero  terminorum  tu  atque  termino  primo  —  a,  est  (ax^ —  a) :  (x — i);  quod 
pro    x  —  1    fit  — ,  series  autem  est  a-Ha-f-a-H.. ;  atque   est   pro    x  —  i 

*l(«y —  a)       uax!'~* 

i       ■■   ■  ■.  '  —  ' =  ua  , 

«!(*— i)  1 

quse  plane  summa  vera  est. 

,         •  a3  —  x"      c,    ,  o 

ita  si  z  = ;  nt  noc  quoque  —  pro  x  —  a;  at 

jj_(«2  — -X~)    __j^2X  

al(et  —  x)    ~    — I 

pro  x  =  a,  qui  plane  valor  verus  est ;  nimirum  eousque  semper  a-+-X 
fuit  quotus,  nempe  (a-hx)(a — x)~  a~  —  x~;  et  dura  *■"—  a,  quotus-^2a; 
crescente  vero  postea  ipso  x,  item  semper  a-\-x  fit  quotus  in  oo,  uti 
etiam  pro  x  =  a  est  2a  =  a-\-x. 

Saepe    evenit,  ut  quotus  —  formam induat  pro  valore  certo  ipsius 

x ;  atque  huius  quoque  valor  reperiatur,  reducendo  ad  formam  — ;  nempe 


VIII.  Hactenus  ordinatae  omnes  parallelae  erant ;  mentio  etiam 
facienda  est  ordinatarum  e  puncto  exeuntium,  pro  abscissis  aut  in  recta 
ut  prius  acceptis,  aut  in  peripheria  radii  i  e  puncto  ordinatarum  com- 
muni  tanquam  centro  descripta,  ita  ut  via  puncti  a  certo  puncto  peri- 
pheriae  dictae  pro  principio  abscissarum    posito  semper  porro  moti,  sive 
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positive  sive  negative  incipiendo  continuandoque  raotum  ,  determinet 
abscissam. 

Exemplo  quoad  prius  sit  parabola  (Fig.  49),  ubiy  =  x*  pro  para- 
metro  — 1.  Est 

k  ■+-  x  :y  =1 :  tang.  q  ; 
et  hinc  , 

k tang.  q  +  x  tang.  q  =y  =  x~-~, 
atque 

x  =  k1  tang?  q  ■+-  x-  tang?  q  -+-  2kx  tang!  q  ; 

e  quo  exprimi  x  per  ^  et  ^,  atque  expressio  talis  ipsius  x  in  y  =  #3 
substitui  potest,  ut  y  per  k  et  q  expressum  prodeat ;  atque  hinc  etiam 
ordinata  quaevis  ab  pro  principio  abscissarum  a  et  angulo  q,  quum  sit 
=  )f[fc-\-x)--\-y-,  per  k  et  q  exprimi  potest,  ut  in  expressione  nonnisi  q 
sit  variabilis. 

Exemplo  quoad  posterius  sit  spiralis  archimedea,  et  spiralis  loga- 
rithmica.  In  priore  est  ordinata  y—au,  in  posteriore  autem  y  =  a"  ;  in 
utroque  certam  unitatem  ponendam  esse  e  superioribus  manifestum  est. 
Prior  asquatio  eadem,  quse  rect*e  pro  abscissis  in  recta  et  ordinatis  pa- 
rallelis  est ;  posterior  eadem  quae  lineas  logarithmicse. 

Fiet  vero  y  =  au  =  o  pro  u  —  o,  et  y  =  a  pro  u  =1,   et  _y  =  2«   pro 

«  =  2  y  .  .  . 

Ita  y-=a"  fiet  =1  pro  «  =  o,  et  jy  =  «  fiet  pro  «=i,  atque  y  =  o- 
pro  »  =  2  y  .  ,  ,  Pro  «  = —  I  autem  fiet  jy  =  a~',  et  pro  «  = —  2  fiet 
y  =  a~-.  Unde  si  positivum  a~~>\  sit,  y  --—■co  dum  positivum  w^--co,  at 
j>'-— 'O  dum  negativum  w-~co.  Atque  si  positivum  a  <i,  res  inverse  est ; 
nempej"^o,  dum  u  positivum  — .00,  et  y^-~<x>,  dum  u  negativum  -~-co. 
In  utroque  casu  autem  y,  dum  tendat  ad  o,  nunquam  =0  fiet,  adeoque  nec 
unquam  in  principium  ordinatarum,  centrumque  peripheriae  radii  1,  in  qua 
abscissae    u  accipiuntur,    perveniet,    in    quantumvis  excreverit  abscissa  u. 

Si  vero  a=i,  tum  in  perpetuum  in  peripheria  radii  1  terminabuntur 
ordinatse. 

Est  autem  manifesto  u  =  'og.y  (quoad  a),  si  y-=a". 

Hsec  est  illa  linea,  cuius  evolutam  ipsi  tequalem  esse  lac.  Bernoulli 
detegens  eam  cum  inscriptione  «Uaec  eadem   mutata  resurgit»  sepulcro 
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suo  incidi  postulabat,  ut  quum  seraper  renascatur,  resurrectionis  vitseque 
nunquam  interituras  spei  symbolum  esset. 

Quomodo  vero  subtangentes  pro  talibus  curvis  et  reliqua  determinen- 
tur,  instituti  ratio  silentio  prasterire  iubet. 

IX.  Superius  (pag.  208)  et  proxime  (pag.  306)  mentione  Theorematis 
Tayloriani  facta,  exponendum  venit. 

1.  Si  a  valore  certo  «  ipsius  x  usque  ad  valorem  certum    /9  sit   pro 
iisdem  finitis  A,  B,    C,  .  .  .  ,  a,  b,  c,  .  .  . 

F(x-h(.})  =  A-hB{x^oi)6-hC[x^-o)Y^-  .  .  .  , 

sive  w  =  o,  sive  tale  fuerit,  ut  evolutio  binomialis  (pag.  172)  in  omnibus 
terminis  locum  habeat,  quod  semper  est  pro  a<^x,  atque  haec  series 
aut  terminata  aut  convergens  sit :  erit 

Ftx  +  <b)  =  Fix)  +  (o  9}  F(x)  +  -  &  F[x)  -+-  -~  &  F(x)  +. . . 
2  2.3 

Nam  terminis  per  (pag.    172)  evolutis,  et  serie  e  quovis  termino  orta 
verticaliter  deorsum  scripta,  erit : 

F(x+-a)  =  A+Bxh-+-  Cxc+.  .  . 

-+•  (bBxA~l  •+-  cCxc~ '  + .  .  .)  w 

-h((b-i)bBx&-*  +  {c  —  i)cCx^-h  .  .  .)-^ 

+  ((6  —  2){b  —  i)bBxb-^-+-(c  —  2)(c— i)cCxc^-+-  .  .  .)-f- 


Est    autem    linea    superior  =  F[x),    secunda    vero    ~oj^F(x),    tertia 

~&F(x),   quarta  =  —  &F(x),  .  .  .  et,«ta  =  -       "-" ,'  _  .  &->  F(x). 

2  2.3  2.3...  \fi      i} 

Nempe  etiamsi 
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A-+-B(x-haf-i-C(x-+-a)c-i-  .  .  . 

series  infinita  sit,  accipiantur  termini  numero  certo  m,  et  quidem 
tali  pro  quovis  dato  Ar,  ut  summa  terminorum  illorum  S  dicta,  sit 
F(x -+•&)) —  S <^— ,  atque  etiam  summa  totidem  terminorum  seriei 

A  -+-  Bxb  -+-  Cxc  ■+- . .  . 

^  dicta,  sit  F{x)  —  j  <J  -=-=-.  Patet,  cuivis  termino  lineae  horizontalis  se- 
cundae  adjecto  factore  communi,  ita  porro  cuiusvis  lineaa  horizon- 
talis  termino  cuivis  adiecto  factore  communi  ad  finem  posito,  seriem  verti- 
calem,  cuius  primus  terminus  est  Bxb,  esse  seriem  convergentem  (per 
hypothesim),  cuius  snmma-^B  {x-i-a)  ,  ita  seriem  verticalem,  cuius  primus 
terminus  est  Cx1'  esse  seriem  convergentem,  cnius  suirima-*— .C(x-ha)c,  et 
ita  porro  ;    atque  seriei,    cuius  termini  sunt  lineae  horizontales,   summam 

-"-  A  -+  B  f x  ■+■  af  4-  C(x  4-  &f  -+...■+■  M(x  ■+-  a)'". 
Sed  est  etiam 

bBxh—1  =  dBxb  et  cCxc~ *  —  <)}Cxc, 
et  ita  porro  usque  ad  nltimum ;  atque  hinc  (pag.  225)  est 
&ffic*-I-f-eC5e*-I-H.  .  .  -t-mMxm-I  =  <i)(Bxb-+-Cxc-+- .  . .+-  Mx^  —  ^s. 

Ita  in  quavis  columna  quivis  terminus  deorsum  sequens,  derivata 
prxcedentis  est,  et  qusevis  ,«-ta  linea  horizontalis  (praeter  factorem  ulti- 
mum  communem)  est,  si  linea  prima  non  numeretur,  =  «Ps. 

Unde  manifesto 

5  -+-  oJs  ■+■  -*£  tfs  +-  —  &s  +-  . . .  —  ^. 

2  2.3 

Ast  etiam  ipsi  s  ubique  I7(x)  substituendo,  seriei  summa  ad  limitem 
eundem  tendit,  ad  quem  S,  nempe  •*-.  F(x-t-fo).  Nam  consideratis  ter- 
minis  seriei  utriusque  shnultaneis,  quilibet  prioris  per  ei  respondentem 
terminum  posterioris  divisus  tendit  ad  1;  nempe 


,Google 


SECTIO   SECUNDA.  323 

5  :  F(x)-^i,  «I5  :  dF(x)-^i,  .  .  . 

Nam    si   ds  —  dF(x)   pro    dato    quovis  N   nequeat   fieri    <^  <^F(x) :  N, 
sit  k  miniinum  tale  ut  sit 

<&F(x) 


ds  —  dF(x)>- 


j-,,  >.    Fix) 

s-F[x)>—y-, 

contra  hypothesim,  quum  s  —  F(x)-"—o.  Pariter  patet  quod  «IV  :  4*F(x)-^i, 
et  ita  porro.  Consequenter  quum  etiam  ■  ~,  — r-1""1»  sequitur  per 
(pag.   1 78)  etiam  : 

P(x)  +  GriF{x)-*r—  v}3F(x)-*-~-&F(x)-h  .  .  .~->F(x  +  a). 

Valet  autem  hoc  de  casu  quovis,  ubi  supposita  locum  habent ;  nempe 
de  quavis  functione,  quas  forma  dicta  exprimi  potest,  atque  de  talibus 
valoribus  ipsorum  x  et  o,  ut  dictum  est. 

2.  Interim  tamen  quiecunque  functio  k(x)  fuerit,  serie  analoga  evolvi 
poterit ;  et  quidem  iuxta  01.  Lagrange  ubicunque  subsistere  libuerit, 
valoribus  complementi  maximo  minimoque  quasi  finibus,  inter  quos 
continetur,  assignatis.  Unde  quando  complementum  tendit  ad  o,  dum 
numerus  terminorum  tendat  ad  infinitum,  series  converget,  ut  (pag.  150). 
Est  nimirum 

k  (x)  —  k  (o)  -t-  xdk  (u)  —  k(o)-\-xv)k{o)-\ -$2k(u)~.  .  . 

=  k(o)-h  xv)k  (o)  -4-  —  #k  (6)  ■+-  —  efa  k  fo)  -+- . . .  H #k  (u) : 

\  J  ,   1         2  \   .        2  ^  j  w  1.2. 3. ..7'  '    ;  ' 

per  k(o)  intelligendo  id  quod  fit,  si  in  k(x)  ipsi  x  ubique  o  substituatur, 
et  per  dk(o)  intelligendo  hic  non  derivatam  ipsius  k(o),  sed  id  quod  fit, 
si  in  dk(x)  ipsi  x  ubique  o  substituatur,  (quod  etiam  ad  ambiguitatem  tol- 
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lendam  stellula  praaposita  distingui  posset),  per  u  vero  intelligitur  quantitas 
quaepiam  a  o  usque  ad  x  inclusive, 
Nam  poni  potest 

k  (x)  —  k  [ix  —  xz)  -+-  xz\  =  k  (x  —  xz)  -+-  xP, 
ubi 

p_  k(x)  —  k(x  —  xz)  _ 

est  vero  manifesto  P=o  pro  z  =  o,  quia  tum  iit  k(x  —  xz)  =  k(x). 
Ita  poni  potest 

k  (x)  —  k  {(x  —  xz)  -+■  xz)  =  k(x  —  xz)  -h  xzvfk  (x  —  xz)  -+-x!Q; 

nam  dici  potest 

,, k(x)  —  k  (x  —  xz)  —  xzvlk  jx  —  xz) 

y—  x2  ' 

quod  continuari  posse  patet,  ut  prodeant  P,  S,  T,  .  .  .  cum  derivatis 
ipsius  k(x  —  xz)  ac  potentiis  ipsius  xz  altioribus.  Est  autem  etiam  Q  —  o 
pro  2  =  0,  nam  ut  prius  expressio  tunc  ad  k(x)  redigitur ;  idem  de  R, 
S,  .  .  .  patet. 

Hinc  si   k(x)    constans    ponatur,    et    derivatae    utrinque  quoad  z  acci- 
piantur,  erit 

0  =  —  xvSk  (x  —  xz)  -+-  x<$k  (x  —  xz)  —  x^ztfk  (x  —  xz)  -+-  x*t)  Q, 

idest 

o  —  —  xszv)2k  (x  —  xz)  -+-  x*d  Q, 
adeoque 

ni  Q  =  ztf  k  (x —  xz) 
et 

k(x)  =  k(x  —  xz)  -+-  xztik  (x  —  xz)  -+-  x*jzd*k  (x  —  xz). 

Ita  poni  potest 

Pklx  —  xx)  •+-  ^^W  k(x—xz)- 

■3---P         [ 
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nam  subtrahendo  terminos    ad    dextram  omnes  praeter  ultimum,  et  divi- 
dendo  per  a^+I,  quotus    T  dici    potest    ut    antea,    quod    item    manifesto 
—  o  pro  z  —  o  fieri  debet,  summa  ceterorum  terminorum  ad  k  (x)  reducta. 
Accipiendo  autem  derivatam  utrinque  quoad  2,  fiet 

o  =  —  xdk  (x  —  xz)  -+-  xdk  (x  —  xz)  —  x3Z9J2k  (x  —  xz)-\--  ■--  tfk  (x—xz)  —  ... 

p  p—i  .   p  p—i 

x_2  _jp&,  )+.£X_2_      tfklx  —  xz) 

2.3 . .  .p  —  i  '  ;        2.3.../  v  ; 

-;  tf+1k(x  —  xz)  +  x*+VT, 

2.3.  ..p 

ubi  quum    primum    par    terminorum,    ita    secundum    et    quotumvis  =o 
sit,  fiet 

$  T= — -  ^k  (x  —  xz\ 

2.3.../  l 

adeoque 

Czp$p+1k{x  —  xz)  . 


H- 


nempe  post  terminum  x^z^k(x —  xz):2,_\...  p  complementum  est : 

*   ""  -r    fx^fi+1k(x-XZ). 

Si  iam  valor  ipsius  z  accipiatur  nonnisi  a  o  usque  ad  i  inclnsive,  et 
dicatur  Mp+1  valor  ipsius  ^+Ik(x —  xz)  maximus  sensu  algebraico  (uti 
pag.  31,  ubi  o>*  —  1),  et  minimus  valor  eius  dicatur  iV^+i  :  tum  pro  nullo 
valorum  dictorum  ipsius  z  est 

fz*Np+I>  jzW+Ik(x  —  xz)>  jzpMp+1. 

Sed  Mp  +  S  et  Np  +  l  constantes  sunt,  adeoque 

J'^+.  =ffnM<" ■  et  jz"Nf"  =|+i  N>»- 

Consequenter     complementum     nempe    x?+1   T   pro    z  =  I    non     est 
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>xp+1  Mp+X:  1.2.3...  p(p-^\)  et  non  <  xp+INp+,  :  1 .  2  .  3  .  . .  p  (p  -4-1), 
nempe  tum  zp+I=i. 

At  si  u  quantitatem  quamlibet  denotet  a  o  usque  ad  x ;  qiuim 
x  —  xz  —  x  (1  —  z),  pro  valore  ipshis  z  a  o  usque  ad  1  accepto,  mani- 
festo  per  u  valor  quivis  ipsius  x  —  xz  denotari  potest ;  itaque  sub 
t}P+Ik(u)  continentur  omnes  valores  ipsius  ~JP+~  k(x —  xz),  adeoque  etiam 
Mp+l  et  Np+1. 

Poterit  igitur  complementum  per  xp+I  dp+' k(u)  exprimi,  ita  ut  si 
maximus  minimusque  valor  huius  quaaratur,  complementum  inter  hos 
contineri  pro  quovis  z,  adeoque  et  pro  z  —  i  constet.  Sed  pro  z=\ 
fit  x  —  xz  =  o  et  k(x — xz)  =  k(o)  atque  «Jk(x —  xz)  =  «)k(o). 

Consequenter 

k  (*)  =  k  (o)  +  M  (c)  +  x'  n  („)+ . . .  +  ^J=L+   *"*>"m 

■    '  '   '  y    '  2  '   '  2.3  .  .  .p  2.  3  .  .  .p(p-Vl) 

Ex.  gr.  Sit  k  (x)  =  (a  ■+-  xf  ;  erit 

1     ,     Vt        ,,  ,        «+1        «(« —  1)   ,<_,  .  x*i)"k(u) 

*  2  2.3...?'' 

nam 

«li  (x)  =  /_  (a  -\-xf~~~,  ~)~k  (x)  —  ,«  (,« — i)(<2  -+-;e}f'~J,  .  .  . 
adeoque 

x<$k(o)  =  xfia''~\  —  ■)~k(o)=-^-fi(lu—i)a'~~'~,  .  .  . 

Complcmentum  x'")"k(u)  :  2  .  3  . . ,  v  autem  est 

— ! — _ ! _ fl  +  81      , 

2 . 3  •  •  ■  * 

cuius  valores  oinnes  prodibunt,  si  ipsi  u  valores  a  o  usque  ad  x  substi- 
tuantur ;  eritque  manifesto  valor  verus  inter 


:  /u  \fi  — I) ...(,«  - 


_  ar      et  — L..:r.... — > ___ _____  [a  _j_  #)'    , 
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3.  Hinc  substituendo  e  superiore  F(x  -+-  a),  k  ipsi  F,  et  x  ipsi  o  atque 
a  ipsi  x :  prodibit  formula  eadem  pro  k  {&)  —  F(x  -+-  g>),  quse  prius ; 
nempe 

k  Ito)  —  F(x  +-cj)  =  k  (o)  -+-  0)9ik  (o)  -+-  — -  tfk  (O)  H-  ...-+-  -  ■■    -  tfkilt) 

v    ■  2  ■    '  2 . 3  ...  V         w 

=  F(x)  -+-  fi*J-F(a)  -+-  —  tfVf*)  -+- . .  -  H — al^f*  -+-  »), 

per  «  quantitatem  quampiam  a  o  usque  ad  <o  intelligendo,  ubi  terminus 
ultimus  complementum  est,  quod  si  --— .0,  series  convergens  est,  alioquin 
etiam  maximum  minimumque    valorem,    inter  quos  verus  continetur,  ex- 

hibcns. 

4.  Quod  complementum  dictum  in  exemplo  prius  allato  pro  x  <{« 
semper  tendit  ad  o,  excepto  si  /(  integer  sit,  quo  in  casu  fit  post  aliquem 
terminum  semper  ~o,  e  superiore  (pag.  172)  patet ;  attamen  quoad  alios 
casus  necesse  est  de  valore  facti  e  factoribus,  quorum  numerus  crescit 
ad   infinitum,    uti  hic  -^-  .  -^-  .  .  .  " — ,  aliquid  dicere. 

Sint  factores  A,  B,    C,  .  .  . ;  erit  (pag.  163) 

A  .  B  .  C  .  .  .  —  e!os-A4l0s-£*lo&c+  ■■■. 
Itaque  si 

log.  A  -+-  log.  B  -+-  log.  C-h  . .  .  --—a , 

tum  ABC . .  .--—e";  adeoque  si  a  =  o,  tum  ABC . .  .-"— 1;  si  a—*i->oo,  tum 
AB  C  ...--—  co  ;  si  «  —  1 — 1  00,  tum  AB  C  . . .  — .  o,  nam  1  divisum  per  e,  ele- 
vatum  ad  quantitatem  positivam  in  omni  dabili  maius  crescentem,  tendit  ado. 

Distinguantur  factores  hi,  qui  singuli  certo  finito  eodem  minores  sint, 
nec  ullus  ~o  sit,  et  omnes  positive  accipiantur,  in  duas  species :  primo 
in  tales,  quorum  quivis  <|  i,  secundo  in  tales  quorum  quivis|>i;  nempe 
factores  quotvis  unitati  aequales  non  mutant  factum. 

Lege  factorum  data,  poterunt  plures  in  unum  mutari,  et  si  praeter 
numerum  certum  factorum  reliquorum  factores,  quorum  numerus  dabili 
quovis  maior  est,  ad    primam    speciem  pertineant :  erit,  si  innumerabiles 
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eiusmodi  factores  inter  eos  dentur,  quorum  quivis  certa  eadem  fractione 
vera  niinor  est,  factum  ex  iis  ^— ^o,  adeoque  etiam  factum  ex  his  et  cete- 
ris,  qui  numero  finito  sunt,  -^o. 

Si  factores  ii,  quorum  numerus  dabili  quovis  maior  est,  ad  secundam 
speciem  pertineant :  tum  si  inter  eos  innumerabiles  dentur  tales,  quorum 
quivis  >H-/?,  per  /_f  quantitatem  positivam,  etsi  <^i  sit,  intelligendo  ean- 
dem  pro  omnibus,  erit  factum  -^oo. 

At  si  solummodo  tales  factores  primae  speciei  innumerabiles  sint,  quo- 
rum  quivis  est  >^r,  atque  ab  aliquo  a  eorundem  incipiendo  sequentes 
b,  c,  .  .  .  crescant  tendendo  ad  limitem  1,  erit  ipsorum  d,  b\  . . .  quilibet 
positivum  et  <  —,  si   1 — a  dicatur  d,   1 — b  dicatur  b'  £jf. 

Est  autem  (pag.    184} 

log.a  =  log.(i-(i-a))=log.(i-a')=-a'— ^— ^-..., 

ita 

23' 

atque  primus  terminus  cuiusvis  harum  serierum  est  maior  summa  sequen- 
tiura  ;  nam 

f£l_t_.____  +         <     ,a'* 
2         3        "  2(1—  a)' 


A. 
nempe  ubivis  exponens    <.d,    adeoque    summa    seriei  vera  minor,  quara 

si  exponens  ubique  d  esset.  Est  autem  dt>a'~'-2{\ —  d),  quum  d  posi- 

tivum    et    < 


—  sit ;  nam  dividendo  per  d,  est 


r    ->    __ 

et  substituendo     ~Tf'>  ipsi  d,   pro  <_■  positivo  et  <C  2  est 


.2  —  «.2  (3  —  2  H-  fl>  ^      2  - 

i> :  — x— '-;    nerape   I  >  -— ■ 
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Unde  quum  termini  omnes  negativi  sint,  nonnisi  de  a'-\-  b'-\r  c'-\-  .  .  . 
qusestio  fit,  atque  si  hoc  tendit  ad  infinitum,  tum  ABC . .  .abc  . .  .'~-e~* 
adeoque  -^o;  si  vero  d-\- b'-\-c'-\-  . .  .-^-a  finitum  quoddam,  abc  . .  .-"—e-", 
et  A  BC .  . .  abc  . .  .'~-  Pe' '"  finitum  qnoddam,  si  factum  e  reliquis  facto- 
ribus,  quorum  numerus  certus  est,  P  dicatur ;  signum  facti  autem  e 
signis  factorum  liquet. 

Si  vero  factores  innumerabiles  speciei  secundse  sint,  quorum  quilibet 
est  <;  14-  -»-,  atque  a  certo  a,  eorum  incipiendo  sequentes  b,c,...  decre- 
scendo  tendunt  ad  limitem  I,  et  a — 1  dicatur  a',  b — i  dicatur  b'  E£  : 
erit 

log.  a  —  log.  ( 1  -4-  (a  —  i))  —  log.  (n-  d) 


iog.*=«--4-+-|— ...; 

eritque  ut  prius  et  hic  cuiusvis  seriei  primus  maior  quam  summa  sequen- 
tium,  etsi  omnes  positivi  essent ;  est  autem  d-\-  b'-\-  . . .  positivum,  atque 
si  d-\-  b'-h. .  .  ■*—&,  tum  pro  a  finito,  abc  . .  .  tendit  ad  e  elevatum  ad  posi- 
tivum  aliquod  ;  nam  etsi  omnes  sequentes  termini  negativi  essent,  summa 
eorum  ab  d  -+-  b'  -+-  c'  -+-  . . .  superaretur.  Si  vero  d  -+-  b'  -\~  c'  -\-  .  .  .  -*~-  00, 
tum  abc  . . .  quoque  fit  omni  dabili  maius  ;  nam  terminus  secundus  seriei 
logarithmum  ipsius  a  exprimentis  est  maior  summa  sequentium  negati- 
vorum ;  et    idem    terminus    est    minor,    quam  tertia  pars  prioris. 

Nempe  a''  '■  4(1- 
tium.  Nam  per  a'"   dividendo  est 

I        (3  —  oT  .  /    _  (2  —  o>Y  \ 
2^     4-32      '\  35      /' 

quia  hoc  est 

_  (2  —  fi>)" 

4-32  —  4(2  —  W 

ubi  numerator  est  <C4  et  denominator  >  20.  Idem  de  b  et  reliquis  patet. 
Porro  quum 
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a'*  ^  2a' 

2         3-2' 

_A_^.   2*' 
2      ~-3.2 

«:!  +  *"  +  <:■'  +.. 

2             2             2 

3.2  l 

i.Uiquc 


Unde  quum  summa  omnis  negativi  sit 

et  hoc  sit 

<J-f-(s'-Hi'-hc'-h  .  .  .), 

manebit  additis  seriebus  omnibus  maius  positivum  quam  -~-(a'-t-b'-i-c'-i-...). 
Consequenter,  si  a' -V-b'-\-c -*-...-"— -oo,  etiam  abc  ...'-—oo,  adeoque  et 
ABC.abc^oo. 

'.  Applicando  boc  ad  theorema  binomiale  fpag.   122)  posito  a  =  i  erit 

k  (x)  =  (i-i-xf  —  k (o)  -+-  x$k  (o)  -+- -y-d3 k  (o) . . .  +■  a  ,**  yrf" £  (a) 


=i+m  +  a 


,(,«-D  ,        |  _/,,  (,»-i)    ^—a      i»-y- 


et  ultimus  terminus  complementum  est ;  nempe  in  nulHs  terminis  po- 
tentias  ipsius  1  sunt  adscriptEe,  quamvis  proprie  <&k\x)  fuisset  /u(i-i-x)''~' 
adeoque  t!k(o)  —  /u.  (1 -i- of~J .  Erit  autem  complementum  istud  pro  quo- 
vis  ,«  sive  positivo  sive  negativo,  si  x<_i  fuerit,  semper  tendens  ad  o,  si 
v—.Qo,  uti  superius  demonstratum  est;  at  applicetur  ad  x  =  ±i,  unde 
appllcatio  ad  alios  casus  patet. 

Sk  fj.  negativum  et£>i:  erit  coefficientis  {p-\-i)-ti  formula 

,({'      fl-hl     ____+__  /Ll'-\-ft — I 

I     '         2  3        '■■  p  ' 

si  factores  positive  accipiantur  et  fi'=—/u  sit,  ubi  factor  quilibet>i 
est,  nam  w'>i,  at 
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g'+/-I_I_J_=_..^0 

p  p 

-p—i)'p)  id  quod  a  dictum  erat,  erit 


b  = 


-  [*-k-p-\-i 


atque 
atque 


P  +  L  p- 


, , ju  —  I       , ,u  — 1_ 


v'  '  \p        p-<rl       p-h2       p-t-3  ' 

quod  -*—.co,  quum 1 1 h...— .00.  (pag.   175). 

Itaque  quum  potentia  ipsius  x  in  hoc  casu  neque  augeat  neque 
minuat,  complementum  continebitur  inter  quantitatem  omni  dabili  maiorem 
per  ji+of"'  =  i  multiplicatam,  atque  eandem  per  (i-hif~v,  quod  omni 
dabili  minus  neri  potest,  multiplicatam. 

Aliud  est,  si  *<Ji  sit,  tunc  enim   fpag.  165)  p   ita   accipi  potest,   ut 

quum  totidem  factores  x   sint,     X^    £ '—<$!  sit ;  atque  postea  -;.[inb 

et  factor  certa  eadem  fractione  vera  minor  maneat.  Nempe  pro  // 
negativo  est  formula  p-ti  factoris  positive  accepti 

x(ju!—i+p}_  x(,u'  —  i)  _^x 
P  P 

ubi  patet,  quod  x(lu'—i):p  decrescat  crescente  p  (sive,u.'>i  sive  ,«'<! 
sit)  et  tendit  ad  o,  si/-—co;  unde  factor  ^-x.  Est  autem  ,«■'— 1  positi- 
vuin  pro  //>i,  adeoque  factor  decrescit,  tendendo  ad  limitem  x.  Si 
itaque  fractio  vera 

/_x  +  A  et   X[Jt.     1J<A 

fiat,   erit  in  posterum  quivis  factor  <!/,  consequenter  factum  tendet  ad  o. 


,GoosIe 


332  CONSPECTUS    ARITHMETICAE    GENERALIS. 

6.  At  pro  x  =  i,  si  ,«'  (denotans  oppositum  ipsius  ,«)  sit  <Ji,  erit  for- 
mula  p-ti  factoris 

/>  >      ' 

ubi  (^' — i)  ip-^o,  dum^-^oo,  adeoque  factor  -—.  i,  sed  est  semper<Ji, 
quia  ,«.' — i  negativum  est,  iit  autem  (,«' — l)  :p  crescente  p  minus  adeo- 
que  factor  maior ;  et  erit  pro  hoc  casu  superius 


= 

I — fi           1 — ,«           I  —  jU 
p               'p-\-T         p-i-2 

=  ! 

I— ,(/')  K--4-       *       -H  — 

quod  --^oo;  consequenter  pro  hoc  casu  factum  --— .o.  (pag.  329). 

Itaque  complementum  seriei  ipsius  (i-f-i)'"  lege  binomiali  evolutse 
continebitur  inter  factum  dictum,  quantitatem  quas  omni  dabili  minor 
reddi  potest,  per  (n-i)''"",  quae  item  dabili  quovis  minor  fit,  multipli- 
catum,  et  idem  factum  dictum  per  (1+0)  multiplicatum. 

Idem  patet  de  ,«  positivo,  sive  >l  sive=i  sive  <i  sit ;  nempe  for- 
mula  factoris  p-ti  est 

fi-k-i—p       ___  «+£_ 

quod  positive  accipiendo  fit  1 —  "         ;  et  factum  ut  prius-^.o. 

7.  Quod  vero  series  ipsius  (n-1)1'  pro  e  negativo  et  J>i  divergat, 
subsidio  criterii  recentius  ab  Oliviero  detecti,  nuper  mihi  communicati, 
facile  patet.  Nempe  si  un  sit  terminus  generalis  seriei,  cuius  omnes  ter- 
mini  positivi  vel  omnes  negativi  sint,  atque  non  sit  n  .u„~^o,  series 
divergit. 

Construatur  series  accipiendo  summas  parium  oppositorum  se  invicem 
excipientium  ;  nempe  in  (i4-i)e  pro  e  negativo  evolutse,  erit  terminus  pri- 
mus  1,  sequens  erit  negativus,  et  tum  positivus,  item  negativus,  positivus  &, 
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summa  primi  negativi  et  sequentis  positivi,  ac  summa  sequentis  negativi 

et  positivi,  et  ita  porro  dabunt  seriem,    cuius  terminus  quivis tus 

exprimi  per 

ig-Hi)  e(e~~t\ . . .  (e  —  n) 
2.3  . . .  (»-hi)  t»H-a) 

poterit ;  nam  duo  termini  proximi  per 

e(e  —  i)...{e  —  n)         e(e — i)...(e  —  n)  (e  —  n —  i) 
3.3...(»-Hi)       e  2.3..(»  +  l)  (n-k-2) 

exprimi  possunt ;  et  horum  summa  est 

__e(e —  i)..(e — n) (n-j-2-he  — n — 1) e(e  — i)...(e  —  n)  (i-Hi) 

2.3..(«-hi)  (n  +  2)  ~      z.3..,(«+i)(b  +  2)       ' 

erit  autem   terminus   iste    novas  seriei tus ;  et  substituendo  

2  '  2 

ipsi  n  in  n .  un  et  valorem  dictum  ipsius  u„,  erit 

(g-Hi)  (w-H2)  e(e—i)...(e  —  n)_ 
2(n-\-2)   2.3...  (n-\-  i) 


«-+-  2 


Nempe    duobus    terminis    proximis    constructis,    fit    exponens    seriei 

; T, ( — ■-—,  qui  pro  e  negativo  et  <±2  erit  <!i.  adeoque  ter- 

(»4-3)  («  +  4)  '  4      »  fe  ^  ^  \ 

mini    decrescent.  Pro  e  =  —  2    autem  est  constans,  et  pro  e  negativo  et 

J>2  fitl>i,  et  termini  crescent. 

Consequenter  (i-Hi)*  serie  binomiali  rite  exprimitur,  excepto  si  e 
negativum  et  non  <Ji  sit,  quo  in  casu  non  aliter,  nisi  complemento  addito 
valet.  Nimirum 

8.  Si  e  =  —  i  fuerit :  erit  (i-Hi)~r  =  -|-,    fietque    quilibet   factor  p-tus 

__________T. 

P  ' 
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atque  complementum  continetur  inter 

±i-(H-o)_I~"=±i  et  ±i.(l-M)-1-*=-^-, 

quod  tendit  ad  o;  nempe 

(i  +  i)-i=s=i  —  i-j-c,, 

ubi  complementum  c,  inter  i .  (i-4-o)~,_J  et  i.(i-t-i)-3,  nempe  inter  i   et 
i  :  23  contentum  est ;  ita 

(i-t-i)_I  =  i  —  n-H-c3, 

ubi  complementum  c2  inter  — i   et  —  i  :  24  contentum    esse    patet.    Quod 
igitur  nullius  valoris  est. 

9.  Superius    (pag.    243)    in  ii-hzT'    ponendum    est   z<\i  ;    si    ex.    gr. 
2=1—«,  pro  c.)  positivo  utvis  parvo  valebit  formula,  atque  integrale  erit 

,-—  zi  __.:__ 

z~  j   y  ■■■' 

at  si  0-^0 

[______?)_  -  ,T[    t1  — ffl)'  --,_,,,.■ 

consequenter  dum  «-"— -o,  adeoque  _r-— 1(  tum 

2 ... 

3        5 
atque 

simul    cum    arcu    ipsi    z    ibidem    respondenti    ad    limitem    communem 
tendunt. 
Nempe 

U-3       5-7        9-"  ' 

et  seriei  parenthesi  inclusae  terminus  «-tus  per 
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(4»—  3)(4«—  i) 


exprimi  potest ;  nimirum  quivis  denominator  est  factum  e  duobus  impa- 
ribus,  quorum  prior  est  numerus  impar  [211  —  l)-tus,  cuius  valor  est  4« — 3. 
Seriem  dictam  convergentem  esse,  supra(pag.  244  et  341)  demonstratum  est. 

10.  Quod  (1  —  i)e  attinet,  non  pro  e  positivo  solum  valet  formnla 
binomialis,  sed  certo  sensu  etiam  pro  e  negativo  valet,  sive  pro  e'= — e 
posito  e'-0,  sive  e'— r,  sive  e'~>l  sit ;  nempe  pro  e  negativo  est 


quod  =  oo;  nempe  pro  x  positivo,  .  —  v-  -~.  00  dum  X---.I;  fietqne 
etiam  (1  —  i)e  serie  binomiaK  expressum  omni  dabili  maius,  ut  statim 
patebit, 

Est  nimirum  pro  e  positivo 

,„        „  eie —  1)  eie —  i)..(e  —  n-hi) 

1  —  1  <  =  o*  =  o  —  1  —  e  H * -  — . . .  H - - — - — '-  -+-  c, 

2  2.3...« 

complemento  c  contento  inter 

2.3...  (lH-I) 
et 

2.3. ..'(»  +  i)       'I_I)""' 

adeoque  inter  quantitatem,  quae  quovis  dabili  minor  fit,  atque  eandem 
peroo  multiplicatam.  Atque  huius  complementi  iines,  inter  quos  continetur, 
semper  amplius  removentur,  quamvis  series  convergat,  et  complementum 
tendat  ad  o ;  interim  tamen  complementum  inter  fines  illos  continetur 
bic  quoque,  etsi  ad  illud  asstimandum  nihil  valeat,  possitque  aliter  facile 
sestimari. 

Quod  autem  (l  —  l)e   per   seriem    binomialem    rite    exprimatur   pro    e 
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positivo,  patet  sic :  (i  —  x)e  pro  x<i  rite    exprimitur ;  si  . 
xa~~i,  sc3-*— »1,... ;  itaque  et 


atque  quivis  terminus  seriei  ipsius  (i — x)e  per  ei  respondentem  termi- 
num  seriei  ipsius  (i — l)"  divisns  -^-i;  si  igitur  demonstretur  seriem  ipsius 
(i  —  if  convergere,  constabit  per  (pag.  172)  seriem  ipsius  (r — x'f  et  seriem 
ipsius  (1  —  1}*  ad  limitem  eundem  tendere,  dum  x--~i;  nempe  series 
ipsius  (1  —  Vf-'—  o,  quia  (1 —  x)e^~ o,  dum  x-^-1.  Convergit  autem  series 
ipsius  (1  —  if,  ut  ex  additamentis  patebit. 

Pro  e  negativo  etsi  <J  1  est  — ~ — J>  1,  atque  hinc  — ^1——  |>  I ; 
suntque  termini  seriei  ipsius  (1  —  if  omnes  positivi,  et  factum  ««„ 
non  tendit  ad  o  Itaque  series  divergit,  et  summa  -- •  00,  uti  debet ; 
nempe  (1 — i)a  =  I:Oa  =  00.  Complementum  per  formulam  autem  est 
inter  omni  dabili  maius,  et  idera  per  — ■—  multiplicatum, 

Ex.  gr. 

(i  — l)  '=1-1-1-4-  1-4-  1-4-  ..  . 
|I  —  l)-=l4~2H-  3-f-  4+  .  .  . 
(1— -i)-3— 1-4-3-4-   6-HIO-h  .  .  . 

(l  — l)"4=z:i-[-4-HIO-4-20-h  .  .  . 

Quod  continuando,  pro  (1  — 1)~™  arithmetica  series  (m  —  l)-ti  ordinis 
(pag.  153)  prodibit,  l-t-H-l-K  . .  serie  o-ti  ordinis  dicta:  nempe  ex  (1  —  if1 
prodit  series  primi  ordinis,  et  de  quovis  exponente  — m  ad  uno  altiorem 
concludere  licet,  multiphcando  (1  —  x)~m  per  (1 — xf~' ,  x  scribendo  pro  1. 
Prodeant  nimirum  ex  (1  —  x)-m  termini 

i-i-Ax  -+-  Bx1  -4-  Cx3  -4- . . . 

et  ex  (1 — x)—'  totidem  termini 

I  -i-x  -hx*-i-x3  ■+■ . . .  ; 
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et  patet  in  facto  coefficientem  ipsius  x  esse  l-\-A,  ipsius  x*  autem 
i-\-A-\-B,  et  i-\-A  -\-B-hC  ipsius  x3  Ssf.  Hinc  «tus  terminus  seriei 
ordinis  mti  exprimitnr. 

n.  Sit  adhuc  unum  exemplum  pro    facto    e   factoribus   innumerabili- 
bus.  Sint 


I±f, 

..±T,.±T.. 

Pro  signo  superiore  erit 

a'-\-  &'~\-  c-V-  . 

248 

pro  signo  —  prodit  idem  ;  utrumque  "-.1;  itaque  factum  utrumque  tendit 
ad  limitem  certum  finitum  non  0,  et  prius  ad  maius,  posterius  ad  mi- 
nus  unitate  fpag.  329). 

12.  Ut  vero  dignosci  possit,  ad  qualemnam  tendatlimitem«'-l-3'-l-c'+-.. .; 
partim  comparantur  termini  cum  terminis  seriei,  de  qua  iam  constat  ad 
quem  limitem  tendat,  ut  etiam  (pag.  331)  factum  est ;  partim  alia  etiam 
prteter  superius  dicta  criteria  serierum  convergentium  divergentiumque 
dantur ;  quas  quamvis  nosse  maxime  intersit,  brevitas  necessaria  nonnisi 
supra  laudatum  OuviERianum,  prouti  mihi  nuper  communicatum  est, 
(vix  prseter  signa  mutatum)  addere  permittit. 

De  serie  tali  sermo  est,  cuius  termini  omnes  simul  positivi  aut  simul 
negativi  sunt  atque  termini  semper  porro  minores  fiunt.  Designentur 
termini  per  «„  «3,  K3,  .  .  .,  uT,  «,+,,  ur+%,  .  .  .,  w„,  nempe  terminus  ?ztus 
per  u„ ;  atque  a,+  1+a,+2+ . . .  -hu„  dicatur  R.  Si  series  convergens  fuerit, 
manifesto  R~-~~o,  dum  r-^oo.  Est  autem  uif  <j  quovis  prascedentium, 
adeoque  et  quovis  ad  laevam  usque  ad  u,  inclusive  et  ur\>  quovis 
sequentium  (per  hyp.),  adeoque  et  quovis  abinde  ad  dextram  usque  ad 
u3r  inclusive  j  atque  hinc 

r.u2r  <]  R  <J  r.uT, 

nempe  R  est  summa  r  terminorum  ab  ur  usque  ad  u„. 
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Unde  quum  si  series  convergat  adeoque  R-^-0,  atque  2R'—o;  tum 
et  2r.u2S,  quod  <^2R  est,  -— o;  consequenter  n  ponendo  pro  2r  erit 
n  .u,,-^—  o. 

Ex.  gr.  series 


nam   n  — -  non~-^o;  nempe  termmus  «tns  u„  est  — 
Criterium  convergentias  vero,  nec 

nu„  — - -  o 

nec  ab  auctore  celebri  allatum 

u„  u„+l 
w„ —  un+, 

generale  est;  nam  series,  cuius  terminus  generalis  - 
utrumque  divergit,  ut  infra  patebit, 

13.  Sit  denique  adhuc  exemplum  ad  (pag.  327), 

Denotet  arctg.  T  arcum  tangentis  T,  id  est  arcum,  cuius  tangens  T 
est;  ita  arctg.  (T-+-  q)  significet  arcum,  cuius  tangens  T-k-q  est,  atque 
k(q)  denotet  idem  quod  arctg.  (T-i-q)  signiiicabat.  Erit 

k(q)=k(o)-hqdk(o)  +-  -£-&  klp)  -+- . . .  -f-  -2~  5(77^7)  ^"~*k{o]^^i~v  ,,*M 

ubi  u  quantitatem  quampiam  a  o  usque  q  denotat,  et 

k  (o)  =  arctg.  ( T+-  o)  =  arctg.  T, 

4k\p)  autem  significat  id  quod  fit,  si  in  derivata  ipsius  k(q)  id  est  in 
bI  arctg.  ( T+-  q)  pro  q  ubique  o  ponatur,  quod  —  «Jarctg.  T,  si  pro  7'vari- 
abili  posita  acciperetur  derivata ;  eritque  complementum  inter 

2- «lvarcte;. (7+-q)    et  *- alvarctg.  T. 

2.3...?'  °   ■  *  2.3...)'  b 
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Sit  x  arcus  tangentis  T  et  x-hz  aequale  quadranti,  accipianturque 
derivatas  quoad  tang.#,  idest  cotg.  z.  Dividatur  quivis  arcus,  de  quo  sermo 
erit  nempe,  x,  z  ita  uz  per  n,  denoteturque  -§-  per  x  et  -- per  i,  adeo- 
que  r~  -  per  uz. 

Erit 

£  (o)  =  x,  *>}k  (o)  —  ftbc,  e/2  (5  (o)  —  «J2  x,  .  ,  . ; 

atque  rfa;  quoad  cotg.  2=sin?.3,  nempe  (pag.  254)  est 

dx  =  cos?  x  d  tang.  x  —  sin?  2  d  cot.  z, 
quia 

cos.x  =  sin,s  et  tang.  x  —  cot.  2  ; 

d2;*  autem  =  2sin.  2a>sin..31  quoad  cot.  z  intelligendo  utrumque. 
Est  autem  (pag.  286)  quoad  cotg.  z 

W  sin.  z  =  —  cos.  z  sin?  z, 
lta  quoad  cotg.  tuz 

W  sin.  fiz  =  —  cos.  pz  sin!  ,«#, 
et  quoad  cotg.  z  erit 

e)  sin.  fiz  =  —  ju  cos.  /uz  sin?  2 ; 
nam 

d  sin.  /^  =  —  cos.  fiz  sin!  ^d  cotg.  fiz, 
sed  (pag.  285) 

d  cotg.  uz  =  — i—i et  d  cotg.  z  =  — ■  a 

&  '  sm:^ir  °  sin.  z 

adeoque 

i  ==  —  sm?  z  d  cotg.  2  ; 

itaque    per    (pag.  224)    substituendo    —  uz:sm*juz  ipsi  dcotg.,«s  et  tum 
—  sin?,sdcotg..2  ipsi  z  erit 

—  cos.  f.iz  sin?  tuz  d  cotg.  tuz  —  tuz  cos.  fiz  =  —  fi  cos.  fiz  sin?  z  d  cotg,  s- ; 

consequenter  est 

«I  sin.  fiz  =  — ^  cos.  ,«#  sin?  z . 

(qaoad  cotg.  >) 

Unde  iam  derivatee  ipsius  x  quoad  cotg.  z  facile  reperiuntur.  Nempe 
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v)x   —  sin?  Z 

Ja  x  =  2  sin.  2  e/  sin.  z  =  —  2  sin.  2  cos,  s  sin?  s  =  —  sin!  s  sin.  22, 

nempe  2sin.  2C0S.2  =  sin.  22.  Ita 

tfx  =  —  2  sin.  2  sin.  2  2^  sin.  z  —  sin?  2  $  sin.  23 
=  2  sin.  iz  cos.  2  sin!  z-{-2  cos  22  sin?  2 
—  1.2  sin?  3  sin.  32, 

nara  sin.  2z  cos.  2  -+-  cos.  2z  sin.  2  =  sin.  32. 

Si  vero 

&  x  —  ±  1.2  .3  . . .  (v  —  1)  sin' 2  sin.  7/2, 

tum  quoad  cotg,  2 

al'fIa:  —  +  1.  2  .  3  .  .  .  (V  —  1)  vs'm\+!  zs'm.(v  +  i)z. 

Nara  differentiando  quoad  cotg.  2,  erit  ipsius  tl"(x)  derivata 

9}V+Ix  —  ^1.2.3...  iy —  i)?/sin':~'2cos.  2sin*zsin.  vz 

+  1.2.3...  \v  —  ijsini^.  j'Cos.  7'£sin!2 

—  +1.  2  .  3  . . .  (v  —  i)?'sin?+I2(sin.  vz  cos.  z  -\-  cos.  vzsin.z) 

—  ^Fi.  2  .3  . . .  (?'  —  i)?'sin';+I2sin.(?'-t-i}2, 

nam  sin.  vz  cos.  2  -+-  cos.  vz  sin.  2  =  sin.  (v  -+- 1)  2, 
Itaque 

£  (^)=arctg.  ( 7^-f-y)  =^  (o)H-y«W  (0)  -+-  -^—  «I2  k  (o)  H-  .  .  .  -\ 2. ^'  ^  («) 

=  arctg.  y-f-y  sinf^  — --y*sin*#sin.  22 -h- . .  . 

addito  complemento  quod  continetur  inter 

1.  2.3  . . .  (v  —  i)gr   ..,       .     -,,    .    1.  2.3  . .  .  (v  — 1)0'   ,,      ,     Irr 
- f ^-«'arctg.  T  et J  --  ■-,  ■ y-t—v "arctg.    /  -+-■?(, 

2.3  ...(?'  — 1)7/  *  2.3  ...  (7'— 1)7'  b    l  *" 

Decrescat  5"  et  fiat  demum  o,  fiet  z  Eequale  quadranti  et 
sin.2  =  i,  sin.22  =  o,  sin.32  = — 1,  sin.42  =  0, . . . 
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sitque  q  —  i  —  tangenti  dimidii  quadrantis  pro  radio  i  :  erit  arctg.  7"— o, 
fietque  arcus  tangentis  dhnidii  quadrantis  pro  radio  i,  nempe  pro  hoc 
casu  k  (q)  —  arctg.  ( 7  -I-  q)  —  arctg.  o-\- q  fiet  (ut  pag.  334) 

_o+.-|  +  i~|+...; 

atque  complementum  est  inter  o  et 

1.2.3  .. .  iv  —  i)gTsin.;ssin.T/;g 
1.2.3  .. .  [f  —  i)v 

quod  ^o,  dum  v^—oo,  quum  nullus  sinus  sit  maior  unitate  et  alter  factor 
— — -^o. 

Unde  tota  peripheria  est  octuplum  huius  seriei,  et  peripheria  per 
quartam  radii  id  est  per  -J-  multiplicata  praebet  aream  duplo  huius  seriei 
sequalem  pro  radio   1. 

14.  Nec  silentio  praeteriri  potest,  quomodo  Taylorianum  ad  plures 
variabiles  applicetur ;  atque  inde  differentiale  functionis  plures  variabiles 
involventis  sit  summa  differentialium  partialium  quoad  singulas  variabiles 
seorsim,  reliquis  constantibus  suppositis,  acceptarum. 

Considerentur  prius  duas  tantum  variabiles ;  atque  F(x,  y)  dicatur  u, 
et  functio  eadem,  si  variabili  x  addatur  «  ipso  y  constante  posito,  dica- 
tur  U,  atque  si  in  U=-  F  (x  ■+■  a,  y)  ipso  *  constante  posito  addatur 
X  ipsi  y,  functio  U  ita  mutata  dicatur  v ;  et  pro  x,  y  utroque  variabili, 
atque  addito  <y  ipsi  x,  et  X  ipsi  y,  functio  F(x  ■+■  a>,  y  +-  X)  dicatur  V. 
QuEeritur    V  ex  u,  atque  6  V  et  i_  V  qi:a_ritur. 

Est  (pag.  321) 

F(x  ■+■  a,  y)  —  U=  u-\-au  ■+  —  u  -+■ 


Ita 


2.3  _. 
Fix ■+■  <_ ,  y -+-  X)  =  V-  U+- IU+—U+- - —  U+- . 

■  J  i_  2    2,y         2 . 3    3.. 


Substituatur   cuivis   termino    seriei   posterioris   valor   e    serie    priore ; 
nempe  pro    U  ponatur 
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pro  k  U  venit 

)d  |  u  -f-  w  «  -+-  —  u  H-  -^-  «  +  .  .  ,V 

\       v     2  a,c     2.3  3,,.        ; 

pro  —  U  venit 


derivatas  quoad  y  accipiendo. 

Unde    porro    continuando,    si    derivata    7'-ta    quoad  y  derivatas  /i-t 
ipsius  u  quoad  x  acceptas  per      u      denotetur,  est 

F(x  -+-  »,  1/ -+- A)  —  a+a   «   -+-  —   «   -1- -***  u   -+-  .  .  . 

y  ,,,2     ,,*        2.3  M 

-i-      A  [  «  -+-«    u    -+-  —    u    -+--  — —  «    -+-  .  .  .] 

-f-    — u+a    «    -+-  —    «    ■+-— —  «    -+-...) 

.     ^3    /       .  «2  o3  \ 

2-3  \3,y  1*1 »        2   „.„       2.3  „,;„  / 


Quibus  rite  ordinatis  fiet 

Fix  -h  a,  y  ■+■?.)  =  u  -\-  (o  u  4-  k  u  -+-  —  »H «  -+-  o>/ 


2    2,x  2    a,, 

2-3  10 


Nempe  terminus  generalis  est 


^k „ 

1.2...~fl.i.2...Vw, 


ita  ut  omnes  possibiles  imagines  literarum,  inter  quas  nonnisi  0,  X  sint 
numero  fi~hv  positarum  compareant,  at  -  ^"  «  si  X  desit,  et  si  a  desit 
5-5 — 57  u  ponatur. 
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Nimirum  si  <y*  sit  sine  A,  tum  nonnisi  e  linea  superiore  accipitur  ter- 

minus,  eritque  — — — —  u  .    Si   /J    sit    sine    w,    tum  Av    extra    parenthesim 
■  3--  %"''■»- 

erit  in  factore — -,  et  factor  socius  cius,  ut  sine  03  sit,  nonnisi  ter- 

2.3...?'' 

mmus  primus  eiusdem  lineEe  horizontalis  erit,  nempe  u  .  Si  vero  o)uX' 
sit ;  tum  X'  nonnisi  in  columna  verticali   extra    parenthesim  reperitnr,  in 

factore  ,  atque  factor    socius    eius    complectens   «■",    nonnisi  in 

linea  horizontali  eadem  erit  — u    .  Evidenter  vero  quilibet  ter- 

2.3...     lt         „,.,■;,  ,,y  ^ 

minus  constat,  aut  e  factoribus et  u   aut  ex et  u  , 

I    .   2    .    .    .   f.1  f,,,,  1    .2   .    .    .V  ,,y  ' 

aut  ex  ■ — — — .      u      et . 

1.2  ...  fj.       n.x-.vci  I  .2  .  .  .  V 

Manifesto  autem  suppositum  est,  Taylorianum  tam  pro  u  in  serie 
prima,  quam  pro  /,  in  serie  secunda  ita  valere,  ut  complementum  tendat 
ad  O ;  alioquin  autem  complementum  et  hic  exprimi  posse. 

Ut  differentiale  prodeat  substituatur  — x  ipsi  t»,  et  — y  ipsi  A;  nempe 
etsi  y  independens  sit  ab  x,  quum  in  quovis  casu  simul  cum  x  et  certa  quan- 
tate  ponatur,  dependentia  in  omni  casu  simultanea  est  fpag.  192);  qua- 
propter  y  dici  p  [mx)  potest  et 

y—p{mx) — p((m  — 1)*), 

atque  F{x,  y)  —  u  dici  A  imx)  potest.  Quibus  positis  erit 

A  (mx)  —  A([m  — i)x\ 

nempe  differentiale  verum  ipsius  F(x,  y)  asquale  ei,  quod  remanet,  sub- 
tracta  ex  u  tota  serie,  quas  ultimo  prodiit,  ipsi  a  ubique  — x  et  — y  ipsi 
X  prius  suffecto ;  nempe  dum  in  F(x,  y)  ponitur  (m~i)x,  idest  mx  —  x, 
pro  y  ponitur^((»2  —  i)x)  idest 

p  (mx)  —(p  (mx)  —p[[m  —i)x))=y  —y. 
Atque  hoc  pacto  differentiale  verum  ipsius  F{x,y)  erit 

u  —  iu—xu  —  y  u  ■+-  ~  u  •+-  %—  u  ~\-xy    u    — . . ., )  — 

—  xu-i-yu —  u  —  ^-  «  — xy    u    -+-. .  . , 
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et    facile    patet,    quod    duorum    priorum    terminorum    summa    per   totum 

differentiale  verum  divisa  tendat  ad  i,  dum  n-"~ -oo;  atque  summa  diffe- 

rentialium  partialium  quoad  singulas  variabiles  sit  differentiale  sensu  stricto, 

et  derivata  quoque  sit  summa  derivatarum  quoad  singulas   variabiles  ac- 

ceptarura. 

Unde  de  dnabus  variabilibus  ad   tertiam    z    et  semper  porro  ad  una 

plures  progredi  licet.  Nempe  (x,y)  dicatur  X  et  F[x,y,  z)  dicatur  f[X,  z) : 

erit 

6f{X,  z)  =  6f[X,  z)  -+■  6f{X,  z) 

(qnoad  X)  (quoad  >) 

sed    df[X,z)  —6F{x,   y,    z),    si    differentiale    ita    accipiatur,    ut    z 

(quoad  X) 

constans    supponatur;    et6f[X,z)  —  d  F[x,y,  z)    pro    x,  y    constan- 

tibus  positis.  Est  autem  6f[X,z)  pro  z  constante  differentiale  functionis 
duarum  variabilium  x,  y  ;  quod  igitur  sumraa  differentialium  fnnctionis 
F[x,y,z)  quoad  x  et  y  seorsim  acceptarum  est,  cui  accedit  etiam  diffe- 
rentiale  functionis  eiusdem  quoad  z  acceptum. 

De  lege  generali,  qua  functio  quotvis   variabilium  evolvitur,  videatur 
Lagrange,    Theorie  des  fonctions,   1813.  pag.   130. 

Exemplo    tamen    facili    evolutionem    functionis    duarum    variabilium 
illustrare  libet. 

Sit 

F[x,y)  =  a  -f-  bxy  ; 
erit 

F[x  -H  a>,y  -+- ).)  =  a  -f-  5  [x  -+-  co)  (y  -4- X)  —  a  -+-  bxy  -+-  bay  -\~  blx  -+-  boi. 

quod  si  — x  substituatur  ipsi  a  et  —  y  ipsi  A  iit 

=  a~\-  bxy  —  byx  — bxy  -+■  bxy, 

et  hoc  si  ex  a-+-bxy  subtrahatur,  differentia  est 

byx-\-bxy  —  bxy, 

quod  =  byx  -+■  bxy.  Prodit  etiam  manifesto  idem,  sive  ipsis  x,y  simul 
substituatur  x  -+■  a,  y  ■+■  X,  sive  prius  tantum  ipsi  x  substituatur  x-+-to  et 
tum  in  hoc  substituatur  y -\- 1  ipsi  y ;    nam  si  tantum  ipsi  x  substituatur 
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x  ~h  cj  manente  y  sine  addito  X,  functio  nonnisi  in  eo  differet  ab 
F(x-+a,y-i-k)  quod  pro  y-+X  solum  y  sit ;  quod  si  addatur,  nihil 
differet. 

X.  Superius  (pag.  313)  mentio  maximi  minimique  fuit ;  nec  super- 
fluum  est  Theoreraatis  Tayloriani  applicationes  quasdam  ad  casus  saltem 
simpliciores  ostendere. 

1.  Si  functio  F{x)  talis  sit,  ut  pro  x  —  a  et  u  dabili  quovis  minore 
sit  JF{x.±&)  <CF(x)   aut  sit  F{x  ±  w}>  F(x),   tum  F{x)  in  casu  priore 
maximum,  in  posteriore  minimum  est. 
Nimirum 

F{a  -+  a)  =F(a)  ■+  a  4F[a)  ■+  ~  &  F{a)  -+-..., 
et 

F(a  —  a)  —F(a)  —  o  9>F(a)  -+  ^-  &  F(a)  —..., 

ubi  pro  w-^-o  quivis  terminus  fit  maior  summa  seqnentium,  si  is  non 
sit  =  o,  nec  ullus  fiat  00. 

Hinc  in  omni  tali  casu  viF(x)  pro  x  —  a  pro  casu  maximi  vel  minimi 
necessario  =0  esse  debet ;  quum  series  superior  ostendat  pro  w  positivo 
incrementum  o)v}F(a),  inferior autem  —  avlFi.a),  et  terminus  uterque  maior 
summa  sequentium  fiat,  dum  ©^-o;  adeoque  si  ex.  gr.  tam  &  quam 
F(a)  positivum  sit  et  pro  ctH-s?  incrementum  ipsius  F(a),  quantumvis 
exiguum  sit  pro  <y-^o,  positivum,  pro  a  —  co  erit  negativum ;  si  «  nega- 
tivum  sit,  erit  prius  incrementum  negativum,  posterius  positivum. 

At  conversim  si  pro  x  =  a  sit  t!F(x)  =  o,  non  sequitur  maximum  vel 
minimum  esse  ;  potest  enim  etiam  terminus  sequens  —  o  esse,  imo  etiam 
postea  sequentes  usque  ad  («-tam  derivatam ;  suntqne  termini  pro  pari- 
bus  potentiis  ipsius  <y  in  utraque  serie  sequales,  pro  imparibus  quilibet 
terminus  est  ei  respondentis  oppositus  ;  itaque  possunt,  si  ju  numerus  par 
sit,  derivatte  eousque  singulse  =0  sine  maximo  vel  minimo  esse,  quum 
in  serie  superiore  sequens  terminus,  maior  summa  sequentium,  oppositus 
termini  illius  sit,  qui  in  serie  inferiore  ei  respondet.  Unde  pro  statu 
maximi  vel  minimi,  derivatas  omnes  usque  ad  ,«-tam  pro  /u  impari,  sin- 
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gulas  asquales  o  esse  debere  patet,  et  quidem    ut    sequens  derivata  non 
sit  o  ;  negativa  dat  maximum,  positiva  minimum. 

Num  vero  maximum  vel  minimum  sit,  substituendo  o>  utvis  parvum 
tentari  etiam  potest,  eruto  prius  valore  ipsius  a  ex  e'f/r}^~o  posito ; 
imo  ut  supra  dictum  est,  quum  etiam  pro  d(.F)x  —  00  maximum  vel 
minimum  fieri  possit,  etiam  ex 

el.AYa:)  =  00  = — ,  idest  -, ,-7— r  =  o 

quEeri  a  potest;    quamvis,  ut  plane  monitum    est,    conversim  non  sequa- 
tur  maximum  vel  minimum  esse, 

2.   Exempla  faciliora. 

a)  JJividatur  x  in  duas  partes  a  et  x  —  a  ta/es,  ut  x(a — x)  maxi- 
mum  sit. 

Ponatur  d.x(a —  x}  —  o;  erit 

d.x(a  —  x)  —  a  —  2x  —  o, 
et  hinc 

a  =  2x  et  x  =  — . 

b)  Sit  in  dimidium  circulum  maximum  rectangulum  inscribendum. 
Erit  area  rectanguli  (Fig.  49*)  2x(r2 — x2)3,  et  huius  derivata 

2  (r2  —  x2)T  —  2X!  (r*  —  x2)~  ~%~  =  o; 
et  hinc 

r2  —  x'i  =  x'!',  atque  r*  =  2x",  et  x  =  —p=. 

n  V2 

c)  Sit  recta  a  in  tres  eiusmodi  partes  b,  x  et  a  —  b  —  x  dividenda, 
ut  triangulum  ex  iis  fiat  maximum. 

Planimetria  docet  esse  aream  trianguli 


\s  (s  —  a)  (s  —  6)(s  —  c), 

si  a,  b,  c  latera  trianguli  sint,  et  s  aequale  dimidio  perimetri  sit.  Itaque 
pro  $  —  —  erit  area 
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—  -r<x2  («  —  2b)z  (a  —  2xY  (zb-h  2x  —  «)*, 

cuius  derivata,  si  constans  omittatur,  utpote  quas  ad  maximum  mini- 
mumve  nlhil  confert,  quum  usque  ad  finem  maneat  et  demum  sequatio  per 
eam  dividatur,  erit 

—  (« —  2x)~T  izh  -+-  2tf  —  «)"*"  ■+-{«  —  2xY  (2b -\- 2x  —  a)~'z~  —  O, 

et  per  {« —  2ai)~~  (23  -+-  22C —  rt)3    multiplicando  fit 

2b  -+-  2X  —  a  —  a  —  2x, 
et  hinc 

4.X  —  2«  —  25,  atque  x  -=  — - — . 

Nempe  triangulum  pro  area  maxima  aequicrurum  erit.  Maximum  esse 
patet,  quum  derivata  secunda  negativa  sit. 

d)  Si  trianguli   aeqmcruri  basis    z    quaeratur  pro    area    maxima 
(fig.  50*),  sit  a  sumina  laterum  ;  erit 

?=(**-ff,       *  =  ■£-(«-*), 
atque  area 

§-*(**-t)*=t*(t<— r-T*)* 

=  -~z((a  —  z)2  —  z*Y  =  jr-  z  (a*  —  2az)* , 

3     4 

(a1  —  2az) 3  —  «2  (ai  —  2az)   2 , 

quo  posito  o  et  multiplicando  per  (a%  —  2az)*   fit 

a2  —  2az  —  «z  —  o, 
et  hinc 

«2  —  ~az  —  °i  atque  -2  =  —  -  ! 
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nempe  pro  area  maxiina  trianguli  asquicruri  triangulum  sequilate- 
rum  est. 

3.  Interim,utdictum  est,  derivataprimainfinita  esse  potest,  statu  maximi 
vel  minimi  per  id  haud  sublato ;  est  nempe  id  momentaneum,  pro  certo 
puncto  ipsius  x,  intra  et  ultra  quod  terminato  x  illico  derivata  finita 
fiet.  Ex.  gr.  (pag.  313}  erat  pro 

b  ±  x~  —y 

derivata  infinita  pro  x  =  o,  et  simul  maximum  pro  signo  — ,  minimum 
pro  -K  At  hic  quoque  valor  ipsius  x,  pro  quo  hoc  fit,  reperitur  modo 
sequenti : 

dy  =  ±  —  x~T=±i — 2--^, 
3  3*3 

quod  o  esse  nequit ;  at  si  ponatur 

i:±     ■*!_  =  ±  2xT  =  o: 

prodibit  x  —  o  pro  hac  asquatione,  et  derivata  infinita ;  atque  quum  neque 
ex  t)y  =  o  nec  ex  tiy  =  00  sequatur  maximum  vel  minimum  esse,  tentari 
potest,  num  pro  illo  valore  ipsius  x  ita  sit,  et  si  fuerit,  quodnam  sit. 

Vix  monendum  est,  maxima  aut  minima  pro  pluribus  etiam  valoribus 
ipsius  x  dari  posse,  uti  etiam  maximorum  vel  minimorum  maximuin  vel 
minimum  posse  in  certis  casibus  dari. 

XI.  Sit  fas  applicationem  layloriani  etiam  ad  varios  tactns  ordines, 
et  radium  curvaturae,  e  quo  etiam  conceptus  evolutac  et  evolventis 
nascitur,  brevker  addere. 

1.  Lineam  /  dicitur  tactus  ordine  ,w-to  tangere  Iinea  L,  si  ordinata 
Y  ipsius  L  sit=F{x),  et  ordinata  y  ipsius  /  sit  =  f{x),  atque  pro 
X  =  a  SJt 

F[a)—f[a),   tSF(a)  =  iif[a),  &F{a)=frf{a),...,  dF\a}  =  <d"f(a\ 

et  non  sit  eT,I./''(e()  — eT+|/"(a). 
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Patebit  rectam  nonnisi  ordine  tactus  primo  tangere  ;  circulum  vero 
dari,  qui  ordine  tactus  primo,  dari,  qui  etiam  secundo  tactus  ordine  tan- 
gat  curvam ;  nec  inter  hunc  et  curvam  e  puncto  tactus  ullum  alium 
circulum  duci  posse,  uti  nulla  recta  inter  tangentem  et  curvam  duci 
potest.  Radius  iilius  circuli  vocatur  radius  osculi  vel  curvaturae,  et 
circulus  ipse  osculator  audit ;  nempe  quum  de  quantitate  curvedinis  ad 
aliquod  punctum  p  sermo  est,  circulus  iste  intelligitur. 

2.  Ponatur  tam  in  Fia),  quam  in  /(«),  er-t-JC  pro  «  :  erit 

F(a  -hxj  —  F(a)  -+-  x  <dF(a)-\ &F(a)  H &F(a)  -K . ., 

2  2.3 

et 

f{a  +  x)=f{a)  +  &4f[a)+--^+f{a)  +  ^+ /{«)+... 

Sitque  linea  tertia  l,  cuius  ordinata  u  =  k(x),  et  sit  pro  #  =  a 

F{x)=f(x)~k(x), 
atque 

t)F{x)  —  Jf{x), 

sed  non  =  «l£  (*),  sintque  F\x),  f{x),  k(x)  positiva;  et  dicatur  terminorum 
seriei  ipsius/(^  +  ^)  per  Taylorianum  evolutse  post  df(x)  sequentium 
summa  S  et  terminorum  seriei  ipsius  k(x-\-x)  item  per  Taylorianum 
evolutas  post  dk(x)  sequentium  dicatur  s,  ac  brevitatis  gratia  x4f(x)  dica- 
tur  «I  et  x$k(x)  dicatur  al'. 

Erit  «I,  W  aut  utrumque  positivum,  aut  utrumque  negativum,  aut  unum 
positivum  alterum  negativum. 

a)  Sit  prius  utrumque  positivum,  et  pro  <y  positivo  sit  «I  =  «T  +  ©.  Pro 
N>i  et  utvis  magno  poterit  x  tam  parvum  accipi,  ut  S<^---f-  et 
simul  etiam  s<Cjr?-  sit;  atque  tum  el-4-  5  positivum  et  >al  —  -jj~.  Nam 
etsi  5  negativum  esset,  ipso  -^-  minus  destrueret  ex  «I;  item  e!'-t-s  po- 
sitivum  et  <«''-!- -w-  Hinc  poni 

«1 —  -pj-  =  a,  al' -h -ttt- = 5 -+- y,  4-irS—a-i-p,  vi'-hs-=b 
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potest  pro  a,  p,  b,  q  positivis  ;   et  patet 

a  -{-/>  —  b>a  —  {b-\-q) 
esse  sensu  (pag.  37). 
Itaque 


adeoque  si  probetur  posterius  positivum  et  non  o  esse,  prius    maius  po- 
sitivum  erit. 
Est  vero 

2«J'-t-  m  (N —  1)  o)  —  2«/' 

quod  positivum  est.  Nam 

0}  =  x  (df(x)  —  dk  (x)), 

quod  —  x.h{x)  poni  potest;  itaque 

(JV—  i)(i>  —  aeJ' _  .  (jV—  i)h(x)  —  -zdk (x) 
tf  —  *  at—  1 

ubi  in  numeratore  N — 1,  h(x),  <t!k(x)  positiva  sunt,  et 

(N~l)h(x)>2$k(x) 

N—i>  - 


est,  simulac 

2dk  (x) 
~~k(xT 
accipiatur. 

Itaque  in  hoc  casu  f(x  -+-  x)  >  k  (x  -+-  x),  et  linea  tertia  A  infra  lineain 
l  e  puneto  communi  p  cursum  incipit  ;  et  quum  idem  ad  Y—F(x)  appli- 
cetur,  A  infra  L  et  /  cursum  ex  p  incipiet. 

b)  Si  vero  W  et  t)'  utrumque  negativum  sit  et  af[>el',  pro  serie  ipsius 
f(x-+-x)  maius  negativum  prodibit.  Nam  si  negativa  positive  et  positiva 
negative  acciperentur,  maius  positivum  prodiret;  atque  huius  modo  oppo- 
situm  prodire  debet.  Itaque  linea  A  e  puncto  communi  p  cursum  supra 
lineas  L  et  /  incipit,  quum  eadem  ad  L  applicentur, 
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c)  Si  autem  unum  positivum,  alterum  negativum,  ex.  gr.  </  nega- 
tivum  et  9}  positivum  sit,  tum  etsi  totum  S  negativum  esset,  ipsum  W 
destruere  non  poterit,  itaque  «f-+-  S  necessario  positivum  erit ;  s  vero 
etsi  totum  positivum  esset,  «)'-+- s  negativum  erit ;  itaque  f{x)  ipsum 
positivum,  addito 

x .  tff{x)  ■+■  5, 

nanciscetur  incrementum  positivum,  k  (x)  autem  pariter  positivum,  addito 

x .  dk  (x)  -+-  s, 

imminuetur ;  adeoque  X  cursum  e  puncto  communi  infra  L  et  /  incipit. 
Idem  ad  reliquos  casus  applicari  evidens  est ;  atque  simul  idem  etiam 
porro  donec  libuerit  continuari  posse  ;  si  nempe  pro  x  —  a  sit : 

F(x)=f(x),  v}F(x)=9if(x)y  ^1F(x)=«}:if{x),...,^''~IF(x)=^!'~f(x),  ^F(x)—^'fx), 
et 

f{x)=k{x),  df(x)=te(x),  tff(x)=&k(x),...,  ry(x)=r*&(x), 

sed  non  vf'f(x)  =  9l''k(x),  tum  linea  X  per   k(x)  generata  e  puncto  tactus 
cursum  aut  supra  L  et  /  utramque  aut  infra  utramque  incipiet. 

3.  Sit  L  linea  recta  ;  poterit  ha:c,  ubivis  fuerit  in  eodem  plano  cum 
/,  per  (/?+«)  b,  pro  /3,  b  certis  constantibus,  exprimi,  nisi  perpendicularis 
ad  x  vel  ipsi  parallela  fuerit ;  pro  quo  casu  linea  abscissarum  x  ita 
mutari  poterit,  ut  L  per  (j3-\-x)b  exprimatur.  Ponatnr 

F(x)=fx)  et  4F(x)  =  4f(x) 
pro  x  =  a  ;  erit 

((5+«)5=/(«)  et  b  =  tff(a); 

atque  quum  fib-i-ab=f(a)  sit,  est 

/(«)         ab__   f(a) 
P—     6  b    ~^f(a)        "' 

atque  hinc  ordinata  recta?    L,    quze    pro    x  =  a   sequalis    est    ordinatae  y 
lineas  /,  et  quarum  etiam  derivatas  primae  sunt  asquales,  est 
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=/{«)  -+-  (*  —  «)  «J/(a). 
Neque  vero  recta  ulla  alia,  cuius  ordinata 

r=(y+«)C, 

datur,  quse  e  fine  ipsius  y  inter  L  et  /  duci  possit ;  nam  tum  pro  x= a 
debet 

(y  -t-a)c~  F(a)  et  «I  (7  -4-  a)  c  =  dF(a) 

esse  ;  alioquin  recta  nova  supra  vel  infra  L  et  /  cursum  incipiet ;  e 
dictis  asquationibus  autem,  /  =  /3,  et  c  —  b,  atque  Y'=Y,  adeoque  recta 
prior  L  prodibit. 

Ex.  gr.  Sit  y  =  x*  ut  in  parabola  pro  parametro  =1;  erit  pro  ^  — « 
recta  tangens,  quas  per 

Q    y« 

P~TJ=—"  —  n 
»v« 

determinatur. 

Patet  vero  derivatam  secundam  ipsius  Y  esse  db  =  o;  adeoque 
quum  derivata  secunda  pro  nulla  linea  praster  rectam  o  sit,  rectam 
exceptis  singulis  punctis  (pag.  307)  allatis  tactus  ordinis  secundi  incapa- 
cem  esse. 

4.  Sit  L  circulus ;  quicunque  circulus  radii  r  sit  in  eodem  plano 
cum  /,  ordinata  eius  poterit  pro  quavis  abscissarum  linea  T,  et  quovis 
abscissarum  t  initio  *,  atque  pro  certis  constantibus  b  et  a,  per 


b-hVr*  —  (t  —  ay 

exprimi.  Sit  enim  diametri  ipsi  7"  parallelae  distantia  b  a  7]  sitque  z 
ordinata  pro  abscissis  e  centro  in  diametro  acceptis ;  sitque  ex.  gr.  t  uti 
in  (fig.  51)  est ;  erit 

Y=b+Vr*-(t-af, 
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donec  vero  t  ab  *  incipienclo  in  tantum  excrescat,  ut  /  —  a  aliquamdim 
non  sit  \>r,  eousque  yV3 —  (t —  af  semper  imaginarium  est.  Reliqui 
casus  quoque  patent. 

At  si  x  ponatur  pro  t,  atque  sit  Y=F(x)  et  simul  dF(x)  =  sif(x), 
atque  etiam  tfFix)  =  tff(x)  pro  certo  valore  a  ipsius  x,  reperianturque 
ex  his  tequationibus  r,  a,  b  circulum  illum  determinantia,  pro  quo  dicta 
locum  habent :  tum  inter  hunc  circulum  L  et  curvam  /  nullus  alius  cir- 
culus  duci  poterit.  Nam  sit  circulus,  cuius  pro  x  =  a  ordinata 

k(x)=    f(x)  =  F(x); 
nisi  etiam 

«!£  (x)  =  v}f{x)  =  d  F(x), 
et  simul 

fk  (x)  =  tff(x)  =  tfF(x) 

ist,  circulus  novus  aut  infra  lineam  utramque  L  et  /,  aut  supra  utramque 
cursum  e  puncto  communi  incipiet.  Si  vero  hee  sequationes  locum  habe- 
ant,  tres  constantes  dictee  eeedem  prodibunt,  modo  statim  (num.  6) 
dicendo. 

5.  Extendi  hoc  ad  quemvis  tactus  ordinem  posse  clarum  est.  Si 
nempe  F'\x)  =f(x)  et  derivata  pro  i  et  /  prima  primae,  secunda  se- 
cundae,  ,«-ta  ,«-tae  eequales  sint  valore  certo  a  ipsius  x,  atque  Eequatio 
ipsius  L  contineat  constantes  numero  (fj.  +  i):  has  e  totidem  eequatio- 
nibus  dictis  determinantur  ;  nec  ulla  lmea  inter  L  et  /  duci  poterit,  pro 
qua  derivatas  usque  ad  /v-tam  asquales  non  sunt ;  si  vero  asquales  fuerint, 
eaedem  constantes  et  idem  L  prodibunt. 

6.  Reperiuntur  jin  numero  4.)  dicta  r,  a,  b  modo  sequenti. 

a)  Est 

V—  b  -+-  /r1  —  (x^af=f(x)  =y 

b)  Hinc 


*=«/J     /7    \et  W" 


[x  —  af 


Yr*  —  (x  —  af  r2  —  (x 

et  hinc  valor  ipsius  (x  —  d)  reperitur ;  nempe 
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r3  (dyf  —  (x  —  df  (dy)*  =  {x  —  a)\ 
adeoque 

ra  (<dyf  —  (x  —  af  ( i  -+-  (dyf), 
et 

,  ,„        rz\dyf  r^y 

{x  —  af  = — ~Y—,   atque   x~a  =  --f    ■  "77==, 
H-(«y)'  V  n-(efyr 

et 

ritly 
a  =  x ,    -S  ,  -^  ; 

v  1  -+-  (wyf 

attamen  adhuc  expressio  ipsius  a  ipsum  r  involvit  nondum  determinatum. 

c)  Est  porro 

&y  = __*-«)' ' 

V{r*—  (x— a)*Y       Yr!  —  (x  —  af' 

quod  si  ad  denominatorem  priorem    reducatur,   multiplicando  posterioris 
tam  numeratorem  quam  denominatorem  per  r2  —  (x  —  df,  fiet 

—  (x  —  df  —  rz  +  (x  —  df — r2 

/(**  —  (x—df )3  ~  Y(r*-(x  —  dff  ' 

d)  Erat  vero  in  b) 

,  |  ,,            (x  —  df           ,                            rnly 
(t/yf  = — -  ■      —  — - — ,  atque  x — a  = - 


r*  —  (x  —  af   '  '  Yt~+~tyf' 

e  priore  est 

*  —  a  -f~2 — "7 — "   '    _' 

— 5=-=  V  »"'-(* -<*)'■ 

e  posteriore  est 

x  — __«  r  _ 

dy      ~~  \fT+{iyf ' 
itaque 

Y~~—  (x  —  af  =  -—-       - — = . 

1  if~~~~jt 

e)  Valore  hoc   ipsius  Y  r~  —  (x  —  df  in  valore  ipsius  &y  in  c)  reperto 
substituto,  erit 

„1...-    ,-.        "'       _/(i+W> 
Y  (1  -t-  &y?  —r 
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quEe  igitur  expressio  radii  osculi  est. 

/)  Constantes  reliquae  a,  b  quoque  reperiuntur  :  nempe  in  b)  erat 


itqne 

ex  a) 

est 

l 

/i-KWy) ' 

1  =jy  —  V  ^1  —  (x — aY  > 

Ltque 

hinc 

in  valo 

re  ipsius 

b  substituendo  valorem 

ipsius 

tfr* 

:rit 

[-x    a>     jj+fyy 

a  =  x  ■ 

dy       (n-(Wy)")*'_;e     (n-W)Wj' 
V  T-t-(v}y)x        &y                           4y 

b-y- 

Z —y+    Z+M 

Yi-\-(<dyY                «iy 

7.  Notandum  nempe  est,  expressionis,  quee  in  exponentis  denomina- 
tore  numerum  parem  habet,  valorem  eundem  esse  sive  -+-  sive  —  ante 
expressionem  ponatur :  nempe  si  dicatur  2  = — 1A4,  est  2  alicuius  va- 
loris  ipsius  1/4  oppositum  (pag.  124).  Ita  (in  numero  g)  r  potest  dici 
\f(l-h{dyfy:&y 

8.  Exempla. 

a)  Est  (Fig.  42,  pag.  305) 

unde  subnormalis 

y  —yviy. 

Est  porro,  normali  dicta  N, 

#*=  y(s  H-  v)~-y<Jy  \J- -hydy}, 
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N=y  fi+(<ifyf, 
atque  hoc  in  valore  ipsius  r  posito,  fit 

r  _  (i+W)4  _  -^3 
—  e^y  _y3»l2_y 

Atque  hinc  si 

.y  =  ** 

ut    in    parabola    pro    parametro    —  1,    est   radius    osculi  4A73 ;    nam 

^,—  — -L 

Nempe 

__y3  =  ji:~~,  et  «ty  — — #~~~,atque  «!*_y= k~~~, 

et 

,  h  ~     f   -f  ~ 

y3#v_ #2  #    2_ ■  . 

■"      -"  4  4 

Ita  ex  sequatione  generali  sectionis  conicze  cuiusvis  facile  prodit,  esse 
_y3ely  — — /    pro    parametro  p  ;    adeoque  radium  osculi  esse  -  -/—  ■ 

(5)  Si  (Fig.  52)  recta  v4  parallela  ad  rectam  B  sit;  et  ba  — 2  per- 
pendicularis  ad  A  sit  diameter  circuli,  feraturque  b  in  .#,  prius  ad 
laevam,  simul  cum  circulo ;  atque  cogitetur  e  quovis  loco  b'  ipsius  b 
accipi  ad  lasvam  arcus  b'*b"  —  b'b,  usquequo  extremitas  arcus  accepti 
prima  vice  in  A  cadat ;  et  idem  fiat  ad  dextram  :  complexus  omnium 
extremitatum,  in  quibus  arcus  accepti  desinunt,  dicitur  cyclois,  et  cir- 
culus  dictus  genitor  audit.  Facile  patet  viam  puncti  rotse  per  rectam 
devolutse  huic  approximari. 

Est  autem  manifesto  ordinata  y  pro  abscissa  v,  sinu  verso  arcus    b*C, 


itaque 
Estque 


y  _  cb  -+-  z  —  \/~2v  —  vx  ■+■  arc.  sin.  vers.  v, 

b"b  1  btt  et  b  *  c  —  b'*  b", 
z  =  b'b  —  b'*  b"  —  b  *  C  —  arc.  sin.  vers.  y. 
ely  =  (2z>_1 — i)2  et  t"*jy  —  &_I  (2ji_I  —  i)~3 
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Nam  quoad  v  accipiendo  derivatas 

v)y  =  itl  tf  2V  —  v%-\-4z=-(l —  v)(2v  —  v2)~~'-\ — — —  ; 

nara  z  sequale  est  arciri,  cuius  v  sinus   versus    est,    et   arcus    z    derivata 

quoad  sinum  versum  est  -^ —  :  hoc  autem  est 

1  sm.  z ' 

-(2v  —  v*)~~~. 


V~~~~ 

Itaque 

tiy  —  (i — v)(2v  —  vz)~'~ '■+■  (2V  - 


=  (2V  —  v2)    '  (l  —  v-i-l)- 


2  —  V        _  (2  —  V)___  —  _~\ _i 


(2V—  V^Y  2V-—V* 

______     _^ 

2  —  V  l  ; 

Unde 

tfy  = — V2  \2V~l  — 1)'!, 
atque 

—  ______)l  _  _]____v___z})2   __  -~~v~T(2v-'  — 

—  «J"jy  v~2(2v'-T —  i)~~~  V" 


quod  pro  puncto  b,  ubi  z>  — o  est,  fit 

2^  V"2  —  21"  2~  —  22  —  4  ; 

uempe  radius  curvaturae  ibidem  est  quadruplus  radii  circuli  genitoris. 

Quod  vero  <tlx  quoad  v  sit  =  -= — — ,  patet  sic.  Dicatur 
"-  ~  sm.  x    l 

v  —  sin.  vers.  tnx  ■ — sin.  vers.  [m  — i)x, 
nempe  differentiale  verum  sinus  versi  x,  et  dicatur  mx,  ut  (pag.  273}  q.  Est 


,GoosIe 


35^  CONSPECTUS    ARITHMETICAE    GENERALIS. 

V  ~I  —  COS.  q, 
et 

V  =  I — COS.q  —  (i—  COS.  (q  —  X)) 
=  i  —  cos.  q  —  (i  —  cos.  q  cos.  x  —  sin.  q  sin.  x) 
=  cos.  q  {cos.  x  — l)  4-  sin.  ^  sin.  x, 

hoc  autem  per  sin.^sin.  x  divisum  tendit  ad  i  ;  nam 

sin.  q  sin.  x 
ct 
nam  (pag.   383) 

cos.  »■  — 1 —  «sin*«, 

denotante  u  quantitatem  aliquam  inter  o  et  1 ;  itaque 

cos  x  —  1=  —  u  sin!  x  ; 
adeoque 

sin.  q  sin.  x       _         -—  sin.  q 

cos.  £  ;cos.  ^  —  1)       cos.  q  .  u  sin:#  ' 

atque  (pag.  284)  sin.  y  sin.i  differentiale  ipsius  v  —  sin.  vers.  ^est ;  nempe 

»  =  sin.  ^sin.  x  ; 

hinc  autem 

.   0       v 

SII1..T  =      .       - 

sm.  q 
et  quuni  sin.  .£==:£,  sequitur 


nempe    differentiale    arcus    est   EequipoUens    differentiali   sinus  versi    per 
sinum  arcus  diviso  ;  atque  derivata    arcus   quoad    sinum  versum  est  =  1 
divisa  per  sinum  arcus,  omnino  omnibus  pro  radio  1   intellectis. 
Quum  vero 

r  =  2T  1^2  —  »  =  2/2(2-») 

sit,  est  (Fig.  53)  r=2q,  per  q  chordam  arcus  a  circuli  genitoris  cycloidis 
dimidias  bkt  intelligendo ;  nam 

q%  =  2(2  — v), 
adeoque 

^  =  /2(2— v). 
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Si  itaque  ex  t  ducatur  ad  q  parallela  a  ■+■  b  ~  iq ;  terminabitur  ha;c 
in  cycloide  a*E;  cuius  summum  punctum  a  est,  et  circulus  genitor  priori, 
adeoque  et  ipsa  inferiori  bta  asqualis  est.  Nam  a  —  q,  adeoque  b  —  q; 
sed  utrumque  q,  nempe  chordEe  arcuum  «  utriusque  circuli  genitoris  et 
b  —  q  sunt  parallela ;  itaque  et  a"  est  parallela  et  =  a',  et  «"  +  /  per- 
pendicularis  ad  diametrum  circuli  genitoris  utriusque.  Est  vero  a' -\- z' 
=  a  ■+■  z,  et  quum  z  =  z\  est  «'  =  a.  Erit  igitur  ordinata  y-\~a"  =/-+-«; 
itaque  E  punctum  cycloidis  inferiori  sequalis  erit. 

Est  atitem  a-\-b  plane  normalis  ad  punctum  t.  Nam  subtangens 


y 

Z-+-y 

v[z-+-y)        v(z  -\-  y) 

vly 

\  2V     :   —  1 

l/  2v  —  v'           y 

Itaque  y:  v  =  y-+-z :  s,  adeoque  chorda  arcus  bc  est  ad  tangentem  ttj 
parallela ;  atque  hinc  quum  a  et  q  sint  parallela,  et  anguius  ad  c  in 
semicirculo  rectus  sit,  est  a  _L  ttj. 

Hinc  autem  manifesto  pro  quovis  arcu  z  circuli  genitoris  inferioris 
normalis  ordinatas  respondens,  radio  osculi  eidem  respondenti  asqualis 
facta,  atque  ordinata  superius  ipsi  n  —  z  respondens  in  eodem  puncto 
terminatur.  Itaque  complexus  extremitatum  normalium  omnium  cycloidis 
inferioris  radiis  oscuii  respondentibus  asqualium  est  cyclois  superior.  Est 
igitur  cycloidis  evoluta  quoque  cyclois  priori  evolventi  asqualis. 

Nimirum  si  E  complexus  omnis  puncti  sit,  in  quo  normalis  aliqua 
formje  F,  radio  osculi  eidem  normali  respondenti  *equalis  accepta  termi- 
natur ;  dicitur  E  evoluta  ipsius  F,  atque  F  evolvens  ipsius  E. 

Est  autem  fpag.  306) 

*i.=-^=.:y5r=r=i=v^=i/ii=. 

Si  vero  z  in  inferiore  circulo  genitore  fiat  —  a,  a  b  incipiendo,  ut  fiat 
V  ex  v,  erit  tangens  anguli,  quem  tangens  cura  ordinata  facit, 


=  i:/2>--l  =  (/^t 
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nam    V~=  2 —  v.  Est  vero    \  -~-~  cotangens  anguli  illius,    cuius    tangens 

Itaque  angulus,  cuius  1/  -■  ;  —  tangens  est,  angulura  priorem  /  ad 
rectum  complet  adeoque  est  —  u,  et  tz-h£  tangens  cycloidis  superioris  est. 
Extendi  hoc  ad  alias  evolutas  quoque  potest,  quum  u  suo  alterno  ffiquale  sit. 

Ingeniose  hinc  Hugenius  qui  primus  pendulum  ad  horologiis  motum 
sequabiliorem  conciliandum  applicavit,  laminam  et  ad  dextram  ipsi  a*t 
parem  posuit,  ut  filo  de  laminis  cycloidalibus  in  tangente  tenso,  centrum 
oscillationis  cycloidem  describeret.  Quum  enim  demonstretur  ad  descen- 
sum  de  cycloidis  atb,  pro  fcb  verticali,  puncto  quovis  usque  ad  infimum  b 
tempus  Eequale  requiri ;  sive  ad  maiorem  sive  ad  minorem  arcum  ob 
inasqualitatem  dentium  excurrat  pendulum,  isochronum  in  theoria  manet ; 
tempus  descensus  autem  per  arcus  circuli  inasquales  intequale  est. 

Ultro  itaque  suboritur  qu^estio :  quomodo  e  data  forma  F,  eius  evo- 
luta  £,  atque  ex  E  eius  evolvens  F  reperiatur.  Sed  hoc  tantuin  com- 
memorasse  sufficiat. 

XII.  Quum  superius  (pag.  206)  qusestio  suborta  fuerit,  quaenam  sit  e 
functionum  certarum  genere  illa,  cuius  functio  certa  determinata  sub 
certa  quapiam  conditione  certa  quadam  qualitate  gaudeat :  huius  etiam, 
Calculi  variationum  dicti,  idea  casibus  simplicioribus  exponenda  est. 

Sit  x  variabilis  absoluta  per  n  divisa,  et  sit  y  =  k{x),  cuius  derivatEe 
quoad  x  accipiantur ;  atque  functionum  sub  genere  certo  contentarum 
derivatEe  formula  generalis  sit  ex.  gr. 

Ay"  -±Aya'-V.  ..-\-B  (Wy)*  -{- B'{^y)h'-\-. .  .+  Cf(^)rf-i-CyW+. .  .~~X; 

nempe  sit  casus,  ubi  in  nuilo  termino  factor  aiius  sit,  preeter  potentiam 
aliquam  ipsius  y,  potentiam  aliquam  ipsius  </fy,  functionem  aliquam  ipsius 
x,  et  constantera.  Quaeritur  talis  functio  y  ipsius  x,  quas  si  Y  dicatur, 
integrale  derivatEe  dictas,  substituto  Y  ipsi  y,  maximum  vel  minimum  sit 
inter  omnia  derivatas  huius  integralia,  quse  pro  alio  y  sumerentur. 

Ponatur    Y-\-  <y  pro  Y  denotante    «   functionem    ipsius   x,  quse    dato 
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quovis  minor  fieri  possit  debeatque,  et  variatio  functionis  Y  dicitur ; 
prodibit  pro  rfFtum  ef  ( Y-+-a)  =  »J  Y-+-  rfra,  et  pro  (WF)V  erit  («I  Fh-Ww)"  ; 
atque  pro  casu  integralis  maximi  minimive  incrementum  totius  derivatEe, 
tam  pro  -+-a  quam  pro  — oj,  oportet  esse  aut  simul  positivum,  aut  simul 
negativum.  Hoc  autem  aliter  fieri  nequit,  ut  statim  demonstrabitur, 
nisi  summa  coefficientium  ipsius  w  in  terminis,  ubi  o>  tantum  ad  1  ele- 
vatur,  nec  derivata  eius  adest,  N  dicta,  et  summa  coefficientium  ipsius 
«ioj  in  terminis,  ubi  nec  o>,  nec  derivatEC  eius  prima  altiores  adsunt,  et 
ftlw  in  prima  tantum  potentia  occnrrit,  P  dicta,  sit 

j\No)-\-PfJo))  =  o; 

N  et  P  autem  prodibunt,  quum  statim  pateat  in  derivata  derivatje  datas 
esse  N  coefficientem  ipsius  «Jy,  et  P  coefficientem  ipsius  #_y,  tam  n)y 
quam  W{»[y)  quoad  x  accepto. 

Imo  tunc  etiam  patebit,  esse  N —  v)P—  o  pro  statu  maximi  mini- 
mive  ;  atque  ex  boc  et  dataconditione  eruitur  Y;  quamvis  conversim  non 
sequatur,  inaximum  vel  tnlnimum  esse,  ut  supra  (pag.  345).  Inferius  qui- 
dem  brevius  ostendetur,  quomodo  N,  P  ex  evolutione  functionis  plurium 
variabilium  Tayloriana  (pag.  341)  reperiantur. 

Demonstrandum  idcirco  venit  primo,  quod  in  derivata  derivatje  datae 
prodeat  N»Jy  -+-  Ptfy,  si  pro  Y  ponendo  Y-h  o>,  coefficientium  ipsins  to 
summa  sit  A^  et  coefficientium  ipsius  do>  summa  sit  P;  secundo,  quod 
nisi  j  {Noi  -+-  P/}o))  —  o  sit,  maximum  vel  minimum  esse  nequeat. 

Sunt  duze  variabiles  y  et  ojy  ;  et  W(«[y)  quoad  x  est  —  #y;  adeoque 
per  (pag.  273  et  281) 

<JX=  (aAy"-1  -+-  a'A'ya'-'-h  ■  .  .)tJy  -+-  {bB{dy)f,-1-+-b'B'{<i)y)b'-1-h.  .  .)tJ2y  -+- 
{cCyc-1{dy)d+c'C'yc'-1{dy)d-\-...)dy+{dCyc{$y)d-1-\-d'Cyc'{dy',f^ 

Unde 

N=  aAy~J     -+-  .  .  .  -+-  cCy^-^yf  ■+-... 
et 

P—  bB^yf-1  -+-  ...  -4-  dCyc{dy)d- T  -+-... 

Ponatur  iam  y  -+-  o>  pro  y ;  fiet  functio  nova,  per  theorema  binomiale 
evolvenda 
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A  (y  -h  af  -h  A  [y  -h  o>)°'+  . .  ,-h  Z?  («ly  -h  eJ«)6  -h  is"  i«[y  -h  «Jwf  -h  . .  . 

-h  C[y  +  rSf(dy  +  d(o)d+C'{y+uf(<i}y^h<t)co)d'-+-  .  .  .  = 

—  Aya-i-A'y~  ■  ■  ■  ■+■  -#  («W  ■+■  B'  Wf  ■+■■■■  -t-Cy,7(»ly)<*  -h  .  . .  -h 

-\-(aAya-z-\-a'A'ya'-1-h  .  .  ^«-[-(^(dy)*-1  -h  £7?' (ely)6'"1 -h  .  .  .)elw~h 
+(cQ>M(^-+-c'>C^"1(^)rf'-K^ 

ubi  j  sequalis  est  summte  terminorum,  quorom  quivis  ipsorum  <y,  oto) 
tanquam  factorem  aut  utrumque  aut  aliquem  pluries  continet.  Nam  in 
termino    sub    formula    A  iy  -h  o)"    contento,    evolutoque,    post    aAy"—*® 


ita  in  B(^y-\-^t,))b  evoluto  post  A7?(«ly)*— T«lra  sequitur  ^  ~  '  B^yf— 2(al<a)a 
et  dein  semper  crescunt  exponentes  ipsius  «Igj ;  atque  si  evolvatur 
C(y-\-6>)c(<dy-\-<$G>)d,  erit 

(  Cyc-\-c Cy  "T  6H-  - (-7-}-6>-2  «2+. . .)  (eV-h^aJy  )■*-*. dw-h rf(^~l}  («/y)'*~a-  («Ma+ 

ubi  nonnisi  duo  priores  termini  in  factore  utroque  considerandi  veniunt, 
quum  reliqui  potentiam  ipsius  «l<y  aut  ipsins  «  prima  altiorem  contine- 
ant ;  est  vero 

(  Cyc -h c Cy*-J  w)  ((v}yf -^  d^yf-' «1«)  = 
Cyc(e[y)d-h  cCyr-T  (v)y)d . » -+-  d Cyc  (dyf-1  dcj -h  cd  Cyc~x  (v}yf-'.  o>oJa, 

ubi  terminus  primus  ad  X  pertinet,  de  posteriore,  qui  odto  continet, 
quEestio  non  est,  et  reliqui  duo  suis  locis  adsunt ;  patetque  valores  ipso- 
rum  N,  P  esse  qui  dicebantur. 

2.  Potest  vero  a  tam  parvum  accipi,  ut  incrementum  functionis  dictee 
dato  quovis  minus  fiat.  Sit  quippe  a  —  iv,  pro  i  constante  aliqua,  et  v 
functione  quapiam  ipsius  x,  quam  prouti  libuerit,  imminuere  licebit  ;  in 
terminis,  ubi  e)<y,  (elftj)2  &  ut  factores  continentur,  quoque  aderit  ubique 
constans  i;  imo  ubi  of  aut  (eJ«)%  odoj  Es1  sunt,  ad  minimum  secunda 
potentia  ipsius  i  aderit.  Itaque  in  j(N&  -+-  P4a)  aderit  i  in  prima  potentia, 
in  integrali  partis  reliqute    autem    ad    minimum  in  secunda,  cum  factore 
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socio  aliquo  omnino  finito,  omnibus  heic  finitis  suppositis.  Consequenter 
pro  dato  quovis  valore  posterioris  licebit  i  tam  parvum  accipere,  11 1  a 
priore,  nisi  hoc  — o  sit,  superetur. 

Pro  statu  maximi  minimive  igitur  oportet  j[Nco  ■+■  P/ioj)  —  o  esse  ;  nam 
secus  accepto  una  vice  -f-  co,  alteravice  —  co,  prodibit  una  vice  id,  quo 
ab  integrali  isto  reliquum  exceditur  positive  et  altera  vice  negative,  adeo- 
que  nec  maximum  nec  minimum  locum  habebit. 

Est  autem  j(A<y  + /-feta)  formas  a+-8a>  pro  a  constante ;  nam 

eJ  (a  -+■  8o>)  —  fOda  -+■  gm&iS, 
ubi 

N=^  et  P=8, 
atque  hinc 

JjP=dfl  et  N—4P=s4P—4P=o. 

Pariter  si  adessent  QvFeo-h  Rtfa  (nempe  si  in  expressione  superiore 
ipsius  derivatce  datse  derivatie  altiores  ipsius  y  occurerent)  patet 

j(No  -+■  Pt)a  +  Qfa  -+-  Pv}3o>) 
esse  formse 

a  ■+■  8(0  -+■  ytia  ■+■  Stfco  ; 
nam  huius  derivata  est 

ftvlco  -+■  co»}fi-¥-  ytffa  -\-  dydco  -I-  <5aP<»  -+-  e/i&Pra, 
ubi  esset 

N=J8,  P=$+-<dy,   Q  =  y+-v)S,  P  =  S; 

atque  hinc 

N—dP-+tFQ-*}3P  =  i}p—v)l3-tf7  +  iry+-<i}3S  —  9}3S  =  o. 

Exempla. 

i.  Quaeratur  aequatio  ordinatae  y  pro  abscissa  iudefiuita  t  aream 
datam  x  longitudiue  miiiiina  claudens. 

Concipiantur  y,  qSy  quoad  x  expressa  acceptaque,  et  consideretur  res 
in  plano. 

Dividatur  x  per  n  denoteturque  -~  per  *,  atque  tn-to  x  respondens 
pars  abscissse  sit,  ut  (pag.  220),  t  (mx)  —  t((m  —  i)x),  dicaturque  /',  atque 
t  et  x  simultanea  sibi  invicem  respondentia  intelligantur.  Erit  (pag.  297) 
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x  —yt; 

longitudinis    lineas    vero    difFerentiale,    ipso    $y    quoad    x    expresso,    est 
(Pag-  293) 

{P  +  idyYf^tf  +  Wr.&f; 

quod  si  yi  substituatur  ipsi  x,  fit 

t(  i  +^2(«ly)')"F  —  y  ( i  +J',Wf  i 

et  y(n-ij's(9!y)*)"i"  dicatur   V. 

Cuius  si,  ut  dictum  est,  derivata  accipiatur  :  erit 


4V=     £ 


yt/lyqly  t}y 


Yi-±-y3{dyY     y~Y~-*-y*$y)% ' 

nam  (pag.  225  et  281)    V  sub  formam  ~  venit  pro 

v=y  et  w=(n-jya(aly)*)T; 

adeoque  (oel«  —  z/eJ?/)  :  t>J  accipiendum  erit.  Est  autem 

«1;/  =  --  ( 1-4-  yx(dy)1)  ~T  d  ( i-i-y'{^yY  )> 
et 

rf(  1  -hy*(dyY)  —  ^(y^vly)1), 
quod  (pag.  281)  est 

—  y*  divSyY  -+-  el  ( _y') .  (efy)*  =  2y2dytfy  ■+-  2yvfy  .  (vfyf. 
Consequenter  si   i-\-y*4y*  breviter  k  dicatur,  erit 

jtjr—  yy^J  ■  $yf  ■  ^ "' '-"-yy^ytfyk"*  —  k~'s)y 

-  y* 

y^yivfyY      yvfyvfy  f~y\f"k 

y1  V%  Yk~  yx      ' 

et  si  terminus  posterior  ad  denoininatorem  prioris  reducatur,  erit 
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_  dy\fk {i-hyHdyY _y __ ely  -+-jyzi'e[y)yy 

quod  priori  termino  additum  fit 

e[y   _ 

et  terminus  qui  superest,  est 

_   jyalyal^ 
|/"l-+-v'i:y_>1.:2 
Est  igitur 

Afa-        -'     ,      et  P=    .    yiy  ,      ; 

y-y  i-hy2(v)yp  y  l-\~y\«yf 

pro  maximo  minimove  autem  est 

N — dJj0—  o,  adeoque  N—olP ; 
atque  quum 

WP=iVVy-+../:W*y, 

est  etiam 

Consequenter 

/{VP.  «Ijy  ■+-  i3.  ef2^)  —  K-+-  constans  =  /Vy  -+-  constans, 
nam 

rf{_Wy)— :«*/».  ily-H/V)». 
Est  igitur 

F-+-  constans  —  /Vy  -4-  constans, 
nempe 

_______    __v|;_,  constans. 

Unde  per  ^^n-^^eljy)*  multiplicando  fit 


H-jy*(fc[y)2  —  jy1(«[y)a+-const.jy^i-Hjy3(«[y);'; 
atque  hinc 

constans  —  — .=,,     .    ■  ■— ,  adeoque ~y\f  l-Y-y^vly)* , 

yy  l-t-y*(«y)x  constans 

quo  b  dicto  erit 
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b*~ y^-k-y^yf,  atqne  b2  —  y1—  y*{dyf,  et  tfb% — y*=y*Qlyt 

adeoque 

Yb*—y*      T 

Erat  vero  nfy  derivata  ipsius  y  quoad  x  accepta,  atque 
x  =  iy; 


adeoque 

Atque  hinc 
scu 
adeoque 

Consequenter 


iy        x      ty 


dy  _  V  bz  — y1  _ 

y$y 


if~b*—y* _  ■ .      ydy       ^, _ 
ydy  yl)3  —y* 

fi=f  fyiL_=t=Yb^-j*, 


namque  huius  differentiale  quoad  y  est  ydy:\/b* — _y3 .  Unde 

f-  =  b*  —y* , 
quas  asquatio  circuli  pro  radio  b  et  abcissis  t  e  centro  acceptis  est. 

2.  Linea  Brachystochrona,  seu  linea,  per  quam  grave  ex  A  ad  C 
punctum  in  alia  verticali  cadens  brevissimo  tempore  descendit,  reperi- 
tur  hoc  modo.  (Fig.  54).  Dividatur  x  per  n,  ducanturque  per  fines  ipso- 
rum  x  horizonti  parallelas;  sit  tempus  descensus  t,  et  respondeat  i 
ipsi  x,  nempe  si  de  m-to  x  sermo  sit,  per  t  intelligatur  tempus,  quo 
de  parallela  per  m-ti  x  finein  superiorem  ad  parallelam  per  finem  m-ti 
x  pervenit  grave. 

Spatium  sub    t   percursum    exprimi  per  t  ygx  poterit;    nempe    facile 
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demonstratur  in  mechanica,  velocitatem  esse  pro  quavis  linea  curva  ean- 
dem,  quas  ad  imum  abscissas  verticalis  x  esset;  atque  superius  (pag.  248 
et  sequ.)  erat  vi=s. 

Consideretur  et  hic  res  prius  ad  planum  restricta.  Est  longitudinis 
lineas  differentiale  x(i-h(v(yf)!'.  Erit  igitur  spatium  prius  huic  Eequipol- 
lens;  nempe 

if_gx .  j 

xYi-^-^yf 
adeoque 

;:»(i+fjy)'F. 

Ygx 

adeoque,  si  pro  dato  x  minimum  ipsius  j  ^-—XJ^--'--  reperiatur,  minimnm 
t  erit. 

Accipiatur  itaque  ■■■-, —  rf(l  4-  (W_y)*)T  pro  certo  valore  ipsius  x,  idem  e 
certo  valore  ex.  gr.  o  usque  ad  2r  ad  quemvis  applicari  patebit.  Erit 
derivata  quaesita  quoad  *  accepta 

( 1  -+-  (dyf )~~  e[ye'"y 

nempe  «Wy  quoad  a:  est  tfy  et  V  ^  Pr0  certo  x  sumitur. 
Itaque 

Vgx 
Sed 

N=dP;  adeoque  <$P—o  et  jP=constans. 
Itaque 

—  -/        —  —  constans, 

Ygx  Y^M^yf 

sit  —a;  atque  hinc 

^y  —  aYgx  V  i-f-(«'jy)2l  et  («|y)*=  aagx-\-v?gx(dyf 
et  hinc 

/  1  w ^£X_~—_§x 

W)  —\-a-gx  —i-jfx 
pro  a*g=p. 
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Erat  autem  (pag.  357)  pro  cycloide 

(«ly)*=  2w~' 

pro  circuli  genitoris  radio  — 1,  estque 

(<dy)'=2rv~' 
pro  radio  r;  hic  autem 

v  —  2r  — 

quo  substituto  in  2rv~' — 1    erit 


quod  item  tam  numeratorem  quam  denominatorem  per  2r  dividendo  fit 

-!-  x 
2r  _ crgx 


si  cfg—-—-  accipiatur. 

Est  igitur,  qnum  hoc  pro  quovis  valore  ipsius  x  ita  prodeat,  cyclois 
linea,  pro  qua  quassitum  locum  habere  potest. 

Atque  etiamsi  non  restringatur  ad  plannm,  facile  prodit,  eam  in 
plano  et  quidem  verticali  esse  debere.  Nempe  si  differentiale  ipsius 
V  l-¥-(<i)y)~-\-(v}z)~:  )fgx  accipiatur,  et  coefficiens  ipsius  dz  dicatur  N\  et 
P'  coefficiens  ipsius  vl'z,  erit 

qjP=o  —  olP',  quia  N—  o  —  N ; 
itaque    P  et    P    constantes    erunt,    et  z—  _y.const.    Erit    igitur  linea    in 
plano  et  quidem  verticali,  quum  x  verticalis  sit. 

3.  Interim  tamen  e  dictis  neutiquam  maximum  minimumve  adesse 
coustat,  quum  nonnisi  conditioni,  sine  qua  maximum  minimumve  fieri 
nequeat,  satisfactum  sit;  constat  quidem,  in  casu  primo  circulum,  in  pos- 
teriore  cycloidem  esse  lineam  queesitam,  si  maximum  minimumve  detur; 
sed  etiamsi  detur,  quodnam  sit,  indecisum  adhuc  est.  At  responsio  quoad 
casum  prassentem  facilis  est. 

Nempe  sit 
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pro  variabili  Wy;  erit  per  (pag.  321)  derivatis  quoad  eJjy  acceptis 


ubi    coefficiens    ipsius    W«    est    id,    quod    supra    P   erat ;     et    terminus 
sequens  est 


^f 


2(1 -h(nlyfy 
nam  parenthesi  clausum  est 


i+-(aly)3— (Wy)3 


(i+tWy)")"    (i+W)*       (I+(«W)'       (n-W)" 

Potest  autem  a  tam  parvum  accipi,  ut  ^-r'- Wy"(Wy)  maius  fiat  summa 
sequentium;  itaque  in  hoc  casu  incrementum  derivatx,  y-¥a  ponendo 
pro  y,  erit  positivum;  nam  pro  hoc  casu  est 


quod  positivum  est,  namque  [$o)2  positivum  est  et  (i+-(Wy)q)  *  quoque  hic  po- 
sitive  accipitur,  adeoque  et  denominator  positivus  est.  Unde  in  casu  tali 
etiam  integrale  pro  w  utvis  parvo  positive  crescit;  consequenter  in  casu 
relato  minimum  est. 

4.  Possunt  quidem  etiamsi  plures  adfuerint  valores  omuia  dicta  ex 
evolutione  functionis  plurium  variabilium  (pag.  342}  deduci;  at  Tyronum 
captui  aptius  videbatur  modo  relato  incipere. 

Nempe  si  functio  superior  (pag.  360)  dicatur  F[y,  vly)  —  u ;  (pag.  342) ; 
erat  ibidem 

F[y  +-  fi>,  ely  +-  «l<y)  =  u  +-  0)  u    +-W<y  .  u    +-..., 
i,y  t,* 

si  heic  y  sit,  quod  ibi  x  erat  et  quod  ibi  y  erat  heic  «iy  sit,  atque  ipsius 
k  vicem  W«  subeat ;    prodibitque  coefficiens  tam  ipsius  a  quam  ipsius  Ww, 
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plane    is,    qui    pag.    36 1    prodiit ;    nimirum    11,    nempe    derivata    ipsius  u 
quoad  y  accepta,  est 

aAya~<-h  .  . .  -+-  c  Cyc-J  (4y)d '-J-  . ,  .; 

nam  tennini  ubi  tantum  altera  variabilis  v)y  reperitur  (quse  dum  derivata 
quoad  aliam  accipitur,  constans  supponitur)  derivata  qnoad  y  est  o. 
Ita 

u    —  bB  (aty)6-1  -+-  . . .  ~hdCyc{9}y)cl-J'h  . . .; 

nam  terminorum  ubi  tantum  altera  variabilis  y,  dum   derivata  quoad  aliam 
nempe    t)y    accipitur,    constans  supposita  adest,  derivata  quoad  </iy  est  o. 
Itaque  superius 

JV  —  u  et  P—  u 

per  u  ipsum  F(y,  v)y)  intelligendo. 

Erat  ex.  gr.  in  exemplo  prins  allato,  ubi  aream  datam  claudens  linea 
brevissima  quaerabatur,  derivata  quoad  x,  denotante  x  aream  datam, 

Sit  boc  —u—  F\y,  v)y) ;  erit 

F{y  -+-  <y,  9}y  -+-  v)o>)  =  u  -H  a  u   ~¥-   t)o>   .  u   -+-  .  .  .  ; 
atque  (uti  pag.  365) 

U==L  (i-^;y'WT\       _  y  0+/ WpV  W—  0+/ W)* 
t,y    \  y         /quoad,  y* 

et  hoc  est  t 

~f(l-i-y*(jyY)      ~  ~      /" 

quod  item  ad  denominatorem  eundem  reductum  est 


eequale  coefiicienti  ipsius  w,  atque  superiori  JV. 
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Ita 

u  _fc(l-*-/W)T\       —  ( ± -^y1  W)~ y*  f*!y)  =      .rfo 
•■*  \        :y       lo»j-f  ?  (i+y"W)T' 

quum  heic  _y  sit  constans,  et  derivata  quoad  «fy  accipiatur ;  quod  igitur 
coefficiens  ipsius  bI«  est  et  superiori  P  aequalis. 

Idem  ad  evolutionem  plurium  variabilium  applicari  atque  pro  statu 
maximi  minimive 

j{Na  -l-  Ptia  ■+-  Qtfto  ■+- . . .)  =  o 

esse  debere  et  superius  dicta  sequi  patet. 

5.  Notandum  tamen  est  et  hic  ut  (pag.  345)  terminos  ulterius  quo- 
que  =  o  esse  posse ;  at  si  integrale  partis  reliquse  pro  to  utvis  exiguo 
sive  negative  sive  positive  accepto  positivum  sit,  minimum,  et  si  negati- 
vum  sit,  maximum  esse.  Quod  si  plures  adfuerint  variabiles,  uti  in  exem- 
plo  allato  Wz  erat,  necesse  sit  pro  casu  maximi  minimive  esse  seorsim 
quoque 

N—  <dP=0  et  N'  —  dP'  =  o; 

si  seorsim  quaeratur  conditio  pro  statu  maximi  minimive  pro  una  varia- 
bili  reliquis  constantibus  positis,  et  tum  pro  altera  variabili  prioribus 
constantibus  positis,  perspici  potest. 

At  quum  instituti  ratio  pluribus  vacare  haud  permittat,  sufficiat  re  vix 
attacta  monstrare,  unde  plura  accipi  possint ;  magnus  Lagrange  est,  qui 
lucem  huic  disquisitionum  generi  quoque  primus  affudit ;  legatur  Theorie 
des  fouctions,  opus  saspius  citatum,  nunquam  satis  laudandum,  quamvis 
giganteo  plerumque  passu  per  alpes  gradiens  ambulantes  in  vallibus 
relinquat.  Inter  plurima  alia  ibidem  criteria  etiam  generalia  exponuntur, 
e  quibus  dignosci  queat,  num  partis  reliquas  integrale  positivum  vel  nega- 
tivum,  adeoque  maximum  vel  minimum  aut  vero  nullum  sit  j  imo  etiam 
ad  casum,  ubi  id,  quod  o  erat,  00  flt  ut  supra  extenditur. 
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PRIMAE  LINEAE  THEORIAE  AEQUATIONUM. 


Raraorura  in  quos  arbor  (pag.  205)  dividitur,  is  etiam  quadamtenus 
explicandus  est,  ubi  pro  dato  valore  a  functionis  valor  variabilis  in  ea 
quis  sit,  quaeritur;  vocatur  hsec  thcoria  aequationum. 

Si  ex.  gr.  quaeratur,  quodnam  a  sit  ipsi  x  substituendum,  ut  sit 

f(x)  —  xm  -\-  pxm~ '-+-  qxm~z  -i-  .  .  .  -+-  tx"  —  o. 

1.  Si  m  integer  positivus  sit,  et  in  quovis  termino  sequenti  expo- 
nens  ipsius  x  unitate  decrescat,  usque  ad  x°  —  i,  atque  /,  q,  .  .  .  constan- 
tes  sint,  dicitur  aequatio  gradus  «2-ti;  atque  si  f[x)  ad  formam 

xm-\-pxm~ r-H  .  .  .  -\~tx° 

reductum  sit,  aequatio  ordinata  vocatur ;  a  vero  dicitur  radix  aequa- 
tionis.  Nempe  coefficientium  p,  q,  . . .  possunt  esse  quilibet,  imo  oranes 
=  0 ;  adeoque  pro 

xm~  o 
erit 

x  —  Yo  =  o, 
et  pro 

xm-\-t  =  o 
erit 

X  =  y~t ; 
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atque  nomen  radicis  ad  alios  casus  qnoque  hinc  extenditur,  quamvis 
proprie  pro  his  tantum  casibus  reipsa  locum  habeat. 

2.  Dicitur  etiam  aequatio  superior  deicrminata ;  quum  mox  pateat, 
ipsius  x,  si  coefficientium  nullus  sit  signo  radicali  affectus,  aut  cuiusvis 
unus  certus  valor  accipiatur,  valores  plane  numero  m  dari,  inter  quos 
tamen  certi,  imo  etiam  omnes  sequales  esse  possunt,  qui  functionem  =  o 
reddant,  quilibet  eorum  substituatur  ipsi  x.  Imo  si  etiam  plures  asqua- 
tiones  totidemque  variabiles,  incognitae  dictse  et  literis  pariter  alpha- 
beti  ultimis  designatae  fuerint,  determinata  aequatio  dicitur ;  nempe 
cuihbet  incognitee  valores  duntaxat  numero  certo  substitui  possunt,  qui 
asquationibus  satisfaciant. 

Si  vero  pauciores  sint  aequationes,  quam  incognitse,  aequatio  inde- 
terminata  dicitur.  Ex.  gr.  pro 

x-hy  —  o 
est 

*  =  —  y, 

et  innumeri  valores  ipsi  x  substitui  possunt,  qui  functionem  ad  o  redi- 
gant.  Possunt  tamen  etiam  in  asquationibus  indeterminatis,  ut  infra  pa- 
tebit,  valores  incognitEe  certis  conditionibus  ita  restringi,  ut  valores  aut 
certo  tantum  numero  dentur  aut  nullus  plane  sit. 

Potest  etiam  sequatio  plus  quam  determinata  dicta  dari,  si  nempe 
plures  asquationes  quam  incognitas  sint ;  et  tum  proprie  conditioni  impos- 
sibiii  satisfieri  nequit.  Nempe  hic,  si  dicatur  aequationes  numero  n  dari, 
tales  intelligantur,  quarum  nulla  per  reliquas  ponitur ;  ex.   gr.  hoc  sensu 

ab  =  x,  et  -^r  —  b 
'         a 

non  dua?  asquationes  sunt,  sed  unica  est ;  duae  tantum  sunt  identicae 
dictas.  Ex.  gr.  si  detur 


quidcunque  sit  a  praeter  o  aut  b  praeter   i,  conditio  impossibilis  est. 
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3.  Notandum  vero  est,  asquationem  aut  aliunde  dari,  ut  resolvatur, 
id  est  radix  eius  reperiatur,  aut  certa  tantum  data  exhiberi,  e  quibus 
sagacitas  <equationem  condat ;  cuius  regulae  non  dantur,  nisi  quod  per- 
spiciatnr,  quid  sit  quaerendum,  et  incognitarum  numerus  ad  minimum 
redigatur,  atque  illse  literis  ultimis  denominentur,  et  sequatio  e  datis 
statuta  ordinetur ;  ac  tum  per  regulas  dicendas  radix  eius  quaeratur. 

4.  Notandum  etiam  est,  non  quamvis  Eequationis  radicem  petito  satis- 
facere.  Nempe  ex.  gr.  si  puell.a  dixerit,  eius  jetatem  talem  x  esse,  quas 
per  matris,  quaa  illam  40-mo  astatis  suas  anno  peperit,  aatatem  multiplicata, 
Methusalemi  setatem  exasquet ;  minime  dixit,  aetatem  suam  cuilibet  x 
Eequalem  esse,  quod  tale  est,  ut  *  (40  -+-  *)  =  969 ;  nempe  asquationis 
huius  etiam  — 57  radix  est ;  sed  aetas  puellse  est  talis,  ut  alicui  radicum 
huius  asquationis  sit  Eequalis  fpag.  107);  tunc  tantum  est  incognita  quse- 
sita  cuilibet  radici  aequationis  certo  eequalis,  quum  unica  tantum  radix 
datur,  uti  in  asquatione  gradus  primi. 

5.  Quod  ordinationem  Eequationis  attinet,  si  x  nullo  signo  radicali 
subsit,  prius  per  quemvis  divisorem,  in  quo  x  adest,  sequatio  multipli- 
cetur,  id  est  tam  functio  ipsius  *,  quam  o  ad  dextram ;  et  tum  colli- 
gantur  e  tota  functione  ipsius  x,  quas.  —  O  ponitur,  omnes  termini,  in 
quibus  x  ad  eundem  exponentem  elevatum  est,  et  summa  coefficientium 
tanquam  coefficiens  potentise  iliius  ipsi  prgefigatur ;  atque  si  potentia 
summa  ipsius  x  coefficiente  gaudeat,  per  hunc  dividatur  aequatio.  Et 
manifesto  reducetur  asquatio  ad  formam  superiorem ;  atque  si  huic  aaqua- 
tioni  satisfiat  per  x  —  a,  idem  a  et  functionem  priorem  ad  0  rediget. 
(pag.   12). 

Si  vero  x  signo  radicali  subsit,  casus  simpliciores  sunt  sequentes, 
Si  exponens    aliquis  aut  plures  fracti  sint,    reducantur    potentias    om- 
nes  ipsius  x  ad  denominatorem  communem,  sit  is  n  ;  et  fiet  pro  potentia 
priore  ipsius  x  in  quovis  termino,  x"   elevatum  ad  exponentem  numera- 
tori  exponentis  novi  aequalem. 
Ex.gr. 

XT-\rpxT-h  qx"  —  (x~~)  ~k~p  (x~~~)  -+-  q  (x~~) 
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pro  x*=y  est 

et  si  valor    «   reperiatur,    quo    ipsi  _y    substituto    functio    posterior    ad    o 
redigatur,  erit  propter 

y  =  f *, 
adeoque 

y6=x, 

valor  a5  in  functione  priore  ipsi  x  substituendus,  ut  functio  ad  o  rediga- 
tur ;  nam 

et  ita  de  reliquis  terminis  patet. 

At  si  potentia  ipsius  x  per  constantem  multiplicata  et  addita  quan- 
titati  alicui  sit  simul  signo  radicali  subiecta,  casus  tantum  simplicioris 
exempla  ostendere  sufficiat. 

Si  tantuin  in  uno  termino  sit  hoc  et  reliquum  dicatur  X,  adeoque 
functio  sit  ex.  gr. 

X-h  Va-\-bx\ 


si  n  lmpar  sit,  et 
si  n  par  sit ;  ex.  gr. 


Aut  potest  poni 
Sit 


X=  -  Va+bx^ 

X"=  —  {a-\~bx% 

X"=a  +  bx\ 

—  f8  =  —  2, 

_f8)3=(-2)3  =  - 

(~Y4T=4. 
{—XY=a-i-bx*. 


1/ '  a-\-bxl-\-  rfc-v-x  —  fd-hex3 

hoc  brevius  ad  formam 

Ya-V-  Y]i=  Ya 
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reduci  potest,  et  elevando  ad  3  fit 

a  \'a  4-  3«  /jff-H  3/?  \f~a  ■+-  /?  V  0  =  -^, 
idest 

(«  -+■  3/3)  /« -+-  (3«  -+-  /3)  Y~$=A, 

quod  per  yYa-+-3Y~{!  exprimendo  fit 

quod  ad  formam 

B=2y3fap 
reducendo  fit 

B~=  tf&aP 

et  valoribus  substitutis  functio    a    signo  radicali    libera   prodibit,    seu    ut 
dici  solet,  rationalis  reddetur,  atque  modo  supra  dicto  ordinari  poterit. 
Sit  

multiplicetur    aequatio,    supponendo    functioriis    valorem  =0    esse,    per 
Yld-i-xY;  patet  eequationem  formas  sequentis  inde  emanare, 

unde 

tt  +  /?+2  YaJ2—y-t-3~+~2  YyS, 

et  hinc  asquatio  forinse  sequentis  prodit 

A  =  Y&~-i-YC; 

unde 

A~=-B  +  C+aYBC, 

et 

[A  —  B-Cf  =  t\BC 

Calculo  saspe  operoso  e  functione  primo  obtutu  simplici  cequationem 
ex  ingenti  Kterarum  nuinero  demum  ordinari,  perspici  potest. 

6.    Si   vero    Eequatio    e    datis    constructa    et   ordinata    fuerit,    tum    si 
sequationis  gradus  eiusdem  resolutio  generalis    detur,    nonnisi  in  formula 
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generali   ipsius   x   functionem  ad  o  redigentis   substituenda    substitui    de- 

bent.  Nempe 

x1  -+-  a  =  o 

est  forma  acq-uationis  gradus  pri-mi,  et  qutecunque  eequatio  reducatur 
ad  hanc  formam,  erit 

x  —  —  a, 
quum 

—  a-\-a—o 

sit,  Ita  qusecunqne  asquatio  reducatur  ad  formam 

xn  -\-a=o, 
erit 

x—  f  —  ", 
quum 

( ]/  —  «)"-+-  a  —  —  «  +  a  =  o 

sit.  Dicitur  eiusmodi  eequatio  gradus  n-ti  pura,  si  vero  adhuc  in  aliquo 
termino  potentia  ipsius  x  exponentis  altioris  quam  o  adsit,  affecta  audit. 

7.    Quadraticac  aeqiiationis  formula  est 

x"--\-px-\-  q  —  o, 

quse  si  p  non  o,  affecta  est ;  quum  modus  puram  resolvendi  in  aperto 
sit,  ultro  succurrit  de  modo,  quo  affecta  pura  reddatur,  cogitare ;  et 
quum  tale  quEeratur,  quod  ipsi  x  substituendo  totam  functionem  ~  o 
reddat,  via  aperitur  quasrendi,  quidnam  ipsi  x  substitui  posset,  quod  ter- 
minum  ipsi  px  respondentem  —  o  efficeret?  Sit  id  =y-\-k;  erit 

x*-\-px-\-  q  =  (y  -\-  k)1  ■+- p  {y -h  k) -h  q 

—y1  -+-  2ky  -+-  k*  -\-py  -\-pk  -+-  q 
—y%  -+-  [2k-\-p)y  -h  k2 -\-pk 4-  q  ; 

ubi  illico  patet,  k  ita  accipi  posse,  nt 

2k-\-p  —  o, 
adeoque 
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[2k-\-p)y  =  o 

sit,  et  aequatio  pura  reddatur,  e  qua  prodeunti  y  addito  k  prodeat  x. 
Est  nerape 


y  —  V  —  k* — pk  —  q 

=  V  —  k{k -i-p)  —  q 

=  V.±b-8-9 

=V$^-, 

*=YT-t-t 

adeoque 


Itaque  sicubi  functio  ad  forraam  x^+px-^-q  reducta  fuerit,  differen- 
tia  dimidii  coefficientis  primi,  id  est  coefficientis  ipsius  x,  a  radice 
quadrata  e  differeniia  coefficientis  secundi,  per  quem  x°  multiplicatur, 
a  quadrato  dimidii  coefficientis  primi,  est  talis  quantitas,  quae  si  ipsi 
x  substituatur,  eequationem  ad  o  rediget ;  uti  et  id  ipsum  per  gequatio- 
nem  generalem  Tyrones  tentare  quoque  possunt. 

Sunt  autem  raanifesto  duo  valores  ipsius  x,  nec  plures  ;  nam  signum 
|/~  duos  valores  sibi  invicem  oppositos,  alioquin  aequales,  parit,  reliquas 
operationes  autem  unici  resultati  sunt,  posito  nempe  cuiusvis  coefficientis 
unicum  valorem  esse ;  nam  si  in  x  4-  a  per  a  denotetur  t/4,  erit  x=i~4- 
Est  vero  saepe  valor  uterque  imaginarius ;  adeoque  si  realis  quaeratur, 
petito  satisfieri  non  posse  in  tali  casu  patet.  Ex.  gr.  si  quantitas  x  quae- 
ratur,  cuius  quadratum  sit  —  x  —  2,  erit 


i+Y\ 


4   -• 

quod  satisfacit  quidem  Eequationi,  sed  imaginarium  est,  quia 
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Videatur    id    etiam  quod    (pag.    133)    de     \a  -\-Yb    dictum  est. 
8.  Facile  interim  patet,  modum,  quo  terminus  tequationis  ordinatce  se- 
cundus  dispareat,  ad  quemvis  gradum  m  applicari  posse ;  si  nempe 

x=y-\-k, 
et  ut  in  sequatione  gradus  secundi  erat 


tiat 
Nani 

k  = 

k  = 

E 

2  ' 

-P 

m' 

(y  +  i)" 

=/ 

11  -+-  mym~ 

1  i-v-  — 

(m- 

Z&y* 

l~zk2  -H . . . 

2 

) 

p(y  +  kf"- 

-■= 

py" 

_1  ~^~P  (m  — 

i)    y~ 

-2k   -+-... 

q(y  +  k)m- 

~!= 

qyn 

l~2       -+-... 

ubi  smnma  coefficientium 

ipsius  ym 

_1  est  t, 

nk-\-p ;  adeoque  si 

k  = 

_±. 

accipiatur,  Eequationis  novae  eiusdem  gradus  m  terminus  secundus  dis- 
parebit. 

Pariter  disparebit  tertius,  si    pro   coefficientium    ipsius   ym~ 2   summa, 
nempe 

m(m  —  l)  ,.       .  ,  ,  , 

— ^ !-F-Vp(m—  l)k  +  q  =  0, 

valor  ipsius  k  quseratur,  sed  ad  terminum  tertium  resolutio  asquationis 
secundi  gradus  requiritur,  uti  facile  patet  resolutionem  sequationis  (» —  i)-ti 
gradus  requiri,  ut  terminus  »-tus  dispareat ;  quum  in  serie  superiore 
exponentes  ipsius  k  in  quovis  termino  ulteriore  unitate  crescant,  verti- 
caliter     eorsum  versus  decrescant.  Interim    non    sequitur    valores    ipsius 

4B 
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k  e  duabus  Eequationibus  prodeuntes  aequales  esse,  ut  simul   plures  ter- 
mini  dispareant. 

g.  Notandum  autem  est,  substitutionem  dictam  novas  incognitse  viam 
ad  transformationes  Eequationum  alias  quoque  aperuisse,  de  quibus 
inferius. 

Sublato  tamen  termino  secundo  via  ad  resolutionem  Eequationis  cu- 
bicEe  patefit.  Nempe  Eequatio  generalis  tertii  gradus 

x*  ~\-px%  -+-  qx  -+-  r  —  o, 

sublato  termino  secundo  sub  formam 

X3-+-  aX-h  b  =  o 

venit,  pro  x  —  X-+-  k  et  k  = —  i,- ;    pro    qua    asquatione  si    X~ft,    erit 

f?-h  a$-+-  5  =  0, 
et  erit 

Itaque  X  quasritur. 
Sit 

X=y-\-z; 
quo  valore  substituto  erit 

X3  -+-aX-+-  b=y3-+-  3ysz-h  2,yz2-+-z'i  -+-  ay  -+-  az  -+-  b  =  o, 
idest 

y?~  -+-  z3  -+-  (3yz  -t-  a)  (y  -+-z)  -h  b  =  o. 

Si  iam  ipsorum  y  et  z  tales  valores  reperiantur,  ut 

y1  -+■  z*  ■+-  b  —  o, 

2,yz  4-ti-o 

[Zyz-ha)  (y-+-z)  =  o 

y3  -+-  z2  -+-  (2>yz  -+-  a)  (y  n-  z)  ■+-  b  =  o 


et  simul 
sit ;  tum  et 
erit,  adeoque 
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erit,  et   summa  illorum  y  et  z  ipsi  X  substituta,  functionem 

X3  -+-  aX-h  b  —  o 
reddet. 

Pro  -$yz-\-a^=o  autem  est 
et  hoc  valore  in  y3 -\- z* -\- b  substituto,  fit 

nempe  datur  tale  z  quod  functionem  istam  sequalein  o  reddat ;   raultipli 
cando  enim  per  z\  fit  si  z3  —  u  ponatur, 

zc-\-  bz3  —  -§]-  =  uz-+  bu  —  -~  — o 

e  qua  asquatione  quadratica  reperitur 

V    4  ^  27        2  ' 
cuius  z  radix  cubica  est. 

Dato    z   vero    et  y    reperitur ;     substituto     enim    valore    ipsius    z    in 
yi  -+.^-3  -1-  b  —  o,  erit 

■y  _   ^—  23  —  5 


atque 

et  demum  x  prodit,  addendo  —  ^-  valori  huic  ipsius  X,  qui  functionem 
X''  -\-aX~+-  b  zero  sequalem  reddit ;  et  pro  X ~  =  x  functio  proposita 
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x3-hfixs  -+-qx-\-r  =  o 

Gt. 

Notandum  tamen  est  regulam  istam  Cardani,  quamvis  semper  satis- 
faciat  algebraice,  pro  casu  ubi  —  negativum  et  £> —  est,  radices  reales 
forma  imaginarii  exhibere ;  demonstrari  enim  faciie  potest,  Eequationis 
cubicas  semper  unam  radicem  realem  esse ;  atque  si  hasc  c  sit,  asqua- 
tionem  esse  productum  ex  X — c  et  sequatione  quadratica,  et  huius  plane 
pro  dicto  casu  radicem  utramque  realem  esse. 

10.  Ex  hoc  resolutio  xquationis  gradus   quarti   modo    sequente  de- 
ducitur.  Potest  haec  sublato  termino  secundo,  ad  formam 

x*  -+-  Ax1  -+Bx-hC 

reduci,  quod  ostendi  potest,  esse 

—  (x2  -+-  ax  -+-  b)  (x2  — ■  ax  -+-  c) 

=  x*  ■+■  (b  -+-  c  —  a2)x2-h  (ac  —  ab)  x  -+-  bc. 

Nain  valores  ipsorum  a,  b,  c  prodeunt  ex 

b  -+-  c  —  a2~A,  ac  —  ab  —  B,  bc  =  C 
positis  ;  nempe 

unde  xquationem  posteriorem  addendo  priori,  fit 


subtrahendo  vero  posterius  e  priore,  est 
atque  hinc 


25 

=  A~ha* 

_  B_ . 

\-a* 

£  _ 

Aa  -+-  a- 

■+■ 

B 

z 

2a 

A_ 

Aa  -+-  a': 

—  B 
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atque 

,         „       Aa  -+-  a1  -+-  B      Aa  -+-01  —  B 


6  -+-  aAa*  -+-  A*a*  —  B* 


4«s 
et  hinc  si  u  =  a*  ponatur,  erit 

u1 -+- ^Au1 -+-  A%u- 


4?i 
et 

u3  -+-  2Au-  -+-  Asu  —  B3  —  4  Cu  =  o, 

idest 

u3-h  2Au2  -+■  (A1  —  4C)  u  ■—  B2  =  o  ] 

quse  cum  aequatio  cubica  sit,  reperitur  u,  adeoque    et    a  —  yu    et    tum 

dato  a  ex 

b~\-c—  a*  =  A, 
erit 

b  =  A  -+-  a1  —  c, 

quo  valore  substituto  ipsi  b  in 

ac  —  ab  =  B, 
erit 

ac  —  aA  —  a3-+-ac  =  Bt 

et 

B-+-aA-+-a3 


quo  item  in  valore  ipsius  b  substituto  ipsi  c,  repertis  a,  b,  c  resolvi  po- 

terunt  aequationes  quadraticse  x'l-+-ax-\-b  et  x1  —  ax-+-c,  e  quarum  facto 

conflata  functio  x*  -+-  Ax*  -+-  Cx  ■+-  C  est ;  atque  tum    quasvis    radix   cuius- 

vis  illarum  aequationum  quadraticarum  erit  radix  aequationis  posterioris ; 

nam 

[x*  -4-  ax  -+-  b)  (x*  —  ax  ■+■  c)  —  o 

erit,    si    x    tale    sit    in    uno   factore,    quod    eum  o   reddat ;    quia   factum 
quoque  ex  hoc  et  factore  altero  o  erit. 

Manifesto  autem  et  hoc  priori  operosius    difficultati  eidem  obnoxium 
est ;  ad  alia  igitur  media,  quibus  radix    Eequationis  gradus  cuiusvis  repe- 
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ritur  aut  saltem  approximatur,  confugiendum  est.  Eo  magis  quod  quam- 
vis  innumeras  asquationes  altiores  resolubiles  dentur,  formula  generalis 
per  coefficientes  p,  q,  .  .  .  determinata,  nempe  functio  algebraica  (pag.  206), 
ut  in  secundi  tertii  et  quarti  gradus  jequationibus,  dari  nequeat,  quod 
iam  in  opere  fpag.  206)  citato  monitum  erat ;  quamvis  in  eodem  pluri- 
bus  aequationibus  altioribus  ita  resolutis,  ut  radix  operationuni  faddi- 
tionis,  multiplicationis  et  extractionis  radicis  quadratae)  certo  nutnero, 
exb-beatur  (prorsus  mira  summi  ingenii  sagacitate,  et  profundissimo  acu- 
minei,  talia  prtestita  sint,  quas  antea  Geometris  per  annorum  millia  impos- 
sibilia  videbantur,  uti  peripheriae  divisio  per  n,  constructione  geo- 
metrica  perficitur,  si  quidem  n  numerus  primus  formse  2m -\-i,  aut 
productum  fuerit  e  primis  huius  forniEe,  ita  ut  nullus,  excepto  2,  pluries 
qnain  semel  ut  factor  occurrat;  et  quidem  cum  illa  restrictione,  ut  id 
per  nullum  alium  integrum  n  iieri  queat.  Nimirum  etsi  opus  primo 
aspectu  heterogeneum  sit,  ex  (pag.  125)  nexus  intelligi  potest ;  nam  si 
ex.  gr.  Eequatio 

x"  — 1  =  0 

aumero  certo  operationum  dictarum  resolvatur,  cosinus  17-mae  partis  peri- 
pherias,  adeoque  polygomim  regulare  17  laterum  geometrice  constmitur, 
quum  17  requisita  qualitate  gaudeat ;  et  plane  stupendum  est,  opus  istud 
giganteum  ab  adolescente  17  annos  vix  excedente  perfectum  iuisse. 

Exempla. 

a)  E  datis  Eetatis  puellse  (pag.  374)  est 

x  {40  ■+■  x)  —  969, 
adeoque 

xs  -+-  40^  —  969  —  o, 

quod  sub  formam  xs-\-px-i-q  cadit ;  itaque 

x  =  --  ~     +1/  -f ^  —  —  20-1-  /400  -+-  969, 

cuius  valores  sunt 
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—  20  +  37—17,  et  —20  —  37  =  —  57; 
quomm  duorum  valorum  uni,  nempe  ipsi  17,    est    puellze    astas   Eequalis. 

b)  Notum  est  gravitates  specificas  esse  uti  pondera  absoluta  divisa 
per  volumina,  adeoqne  uti  pondera  absoluta,  si  volumina  fuerint 
Eequalia ;  notum  etiam  est,  corpus  fluido  totum  immersum  e  pondere  suo 
tantum  amittere,  quantum  pondus  fluidi  illius  est,  cuius  locum  occupat ; 
hinc  si  corporis  dicti  pondus  P,  gravitas  specifica  G  sit,  et  fluidum  sit 
aqua,  cuius,  pro  certa  temperatura  sub  altitudine  certa  barometri  gra- 
vitas  specifica  sit  1 ;  erit  si  pondus  amissum  p  sit,  hoc  p  pondus  aquas 
sub  volumine  corporis  volumini  eequali.  Itaque  erit 

G:j=P:p, 
adeoque 

n      p     +  *      p 

Hinc  problematis  Archimedei  resolutio.  Sit  corona  ponderis  P,  summa 
auri  x  et  argenti  P—x,  denotante  x  quoque  pondus ;  atque  volumen 
miscelae  sit  asquale  summas  mixtorum,  quamvis  ex.  gr.  spiritus  vini  vo- 
luminis  v  et  aqua  voluminis  v  commixta  volumen  minus  quam  2v  nan- 
ciscantur.  Sit  auri  gravitas  specifica  G,  et  argenti  sit  g;  atque  P  amittat 
in  aqua  pondus  A  ;  erit 

x        P—x         , 

G+^-  =  ^; 

nempe  pondus  absolutum  divisum  per  gravitatem  specificam  dat  pondus 
amissum,    id    est  pondus  voluminis  aquse    eiusdem ;    et    summa   ponderis 
amissi    partis    aureas  et  argentete  ponitur  aequalis  ponderi  amisso  coronas. 
Hinc  ordinando  fit 


adeoque 


\G       r  I      g 
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coxs['.xti  s  a.._t..m7.t:._.i.  .".i.ni.i.. ■...::.. 


X-+- 

(£" 

;4 

:(^-t)) 

__=o; 

1    sub 

formam 

»H-. 

.  — o 

venit,   adeoque 

#==  — 

-  a,    seu 

est 

X  =  ~ 

\_- 

4 

(i- 

__l\___ 

-Ag 

._--<? 

. )- 

g 

■  ■■(.!•-  = 

=- 

I-P— ._!_.  _ 

-4_-)G 
?-_     ' 

c)  Si  quaeratur,  quanti  ponderis  x  suber  sit  ferro  ponderis  P  adden- 
dus,  ut  in  aqua  quocunque  immersum  quiescat :  sit    G  gravitas  specifica 

P       x 
ferri,  g  suberis ;  erit  pondus  aquaa  depulsa.  -—~i — r,  prius   ferro,  poste- 

rius  suberi  respondens ;  atque 

G        g 

Tunc  enim  requiescet,  quum  summa  ponderum  tantum  premit  deorsum, 
quantum  aqua  sustinet.  Itaque 


£-K 


_o,  et  *  +  ((£-_=)  :(i-.))  =  o 

adeoque 

„=-(£— p\  ■  (_-_.]=._____ 

\G  )-\g      ',-    G{g-l)  ■ 

d)  Si  quasratur  quant_enam  diametri  x  quoad  pedem  expressse  sit 
sphsera,  cuius  involucri,  cuius  modo  crassities  negligatur,  pes  quadratus 
ponderet  q  ;  ut  in  aere  cuius  pedis  cubici  pondus  sit  a,  requiescat,  si  ipsa 
tali  aere  repleatur,  cuius  pedis  cubici  pondus  /_  est:  erit  sphasras  volumen 
—— ,  superficies  autem   x2ji,    atque   pondus   sph_erae   cum   involucro   erit 

— z-—-Jrxijiq,  quod  ponderi  aeris  externi  eiusdem  voluminis  asquale  esse 

debet ;  itaque 

x2rc8        ,  x^jia 
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adeoque  dividendo  per  x3ji,  et  ordinando,  fit 
x8  xa  8 — a    , 

*H-(^H 

atque 

,._         6?    „    6? 
*  —       /?—  a~  a—0- 

e)  Si  pondus  pedis  cubici  ferri  sit  q,  et  qua;ratur,  quantanam  sit  dia- 
meter  x  globi  tormentarii  ponderis  P,  quoad  pedem  expressa?  Erit 


adeoque 


x>aq 
6     = 

=  P, 

x3ag 

6  " 

P= 

0, 

x'-P 

H$_ 
6 

= 

O, 

atqne 


f)  Si  quaeratur  ferrum  ponderis  P  quantumnam  pedis  cubici  sit?  Sit 
x,  et  sit  pondus  pedis  cubici  aquee  a,  et  gravitas  specifica  ferri  sit  y, 
sitque  —  y  ;  erit  x  =  -*-,  nempe  quo  maior  gravitas  specifica,  volumen 
pro  eodem  pondere  eo  minus  erit ;  ftaque 

X       ay- 

g)  Motus  soni,  ut  lucis,  sequabilis  est ;  percurrat  sonus  in  certo  aere 
certas  temperaturas  sub  i"  id  est  minuto  secundo  spatium  s;  quzeritur 
certus  obex,  rupes  aut  murus  exstruendus,  ad  quam  distantiam  minimam 
esse  debeat,  ut  certum  hexametrum  reddat?  Distantia  hsec  manifesto 
tanta  x  est,  ut  si  ad  versum    pronunciandum  n"  requirantur,    prima    syl- 
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laba  pronunciatione  finita  redeat,  adeoque  hasc  viam  ns  percurrat ;  quae 
quum  dupla  sit  distantiEe  obicis  erit  x  =  — -■ 

h)  Si  lapis  in  puteum  demittatur,  et  effluxerint  n  minuta  secunda  a 
dimissione  lapidis  usquequo  sonus  eius  aquam  attingentis  in  aurem  per- 
veniat ;  queeritur,  quanta  sit  profunditas  usque  ad  aquae  superficiem  ? 

Sit  ea  x ;  temporis  effluxi  pars  prior  ad  descensum  lapidis  require- 
batur,  quas  —  1/  — ,  et  altera  ad  ascensum  soni,  quas  est  — .  Itaque 


adeoque 

et  quadrando  est 

unde 


«=/f+f 

__    X_ t/2X 

S  V     g  > 


inx^       x2 2X 

■   s     *--si  —  g- ; 


et 

x1  -+-  x  (—  2ns  —  ~r)  -4-  n2s2  —  o, 

quod  sub  forman  x3  -+-px-hq  =o  veniens  resolvitur  (pag.  378)- 

t)  In  thermometro  est  ad  punctum  regelationis  gkiciei  aquae  o  Reau- 
mur,  atque  Fahrenheit  32  gradibus  suis  inferius  posuit  zero ;  ad  punc- 
tum  ebullitionis  aquas,  sub  altitudine  baroraetri  normali  &,  sunt  %oR  et 
212F;  itaque 

%oR=i%oF, 
et 

i*=9Z 


et 


iF-- 


.  4AJ 


Si  igitur  quteratur,  nR  quot  F  facit,  sit  xF,  et  n  positivum ;  erit 
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r-,  QflF  r^ 

nR  —  — \--\2F—x, 

4  J 

ita 

~nR  — i—--\-  -i2F=x, 

4  J 

nam  e  numero  graduum  Fabrenbeitianorum,  quos  Reaumuriani  infra  oR 
efficerent,  32  sunt  Fahrenheitio  positivi ;  consequenter 

qn 

x~- H32, 

4         J 

si  n  generaliter  numerum    graduum    R   sive    positivorum    sive  negativo- 
rum  denotet.  Unde  si  quasratur  xF  quot  R  facit,  erit 


k)  Si  quasratur,  index  minutarius  quando  assequetur  horarium,  si 
hic  ad  XII  et  is  ad  XI  sit?  Sit  unitas  temporis  hora,  et  unitas  spatiiy--ta  pars 
peripherias,  in  qua  tanquam  puncta  directione  eadem  circulari  moveri 
indices  concipiantur  ;  unitates  has  arbitrarie  ponuntur,  sed  celeritatis  uni- 
tas  tum  determinata,  nempe  illa  est,  qua  mobile  tempore  horae  —  -tam 
peripheriae  describit.  Erit  igitur  1  celeritas  horarii,  et  12  minutarii,  et 
720  celeritas  secundarii,  qui  nempe  sub  hora  60-ies  percurrit  periphe- 
riam,  quas  — 12.  Dicatur  x  tempus  ad  cuius  finem  horarius  minutarius- 
que  in  coniunctionem  veniant.  Spatium  est  in  motu  asquabili  Eequale  celeri- 
tati  per  tempus  multiplicatas,  et  via  a  minutario  percurrenda  est  maior 
via  horarii,  illi  nempe  id  quoque  quo  retro  est,  decurrendum  est,  sit  hoc 
a  ;  erit  igitur 

\2X~a-\-x,     unde     iijc  — a~  o,     et     »  =  — 1 

quod  pro  casu  dicto  est  — -I--tas  unius  horse,  nam  si  minutarius  ad  XI 
sit,  a  ~i  est.  Si  vero  a  =  o  sit,  tum  per  —  nonnisi  id  exprimitur,  quod 
abinde  usque  ad  coniunctionem  nnllum  tempus  sit ;  sed  proxima  sequens 
coniunctio  ita  exhibetur,  si  a  ponatur  — 12,  nempe  statim  post  illud  tem- 
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poris  punctum,  quantumvis  exiguuin  tempus  sit,  spatium  minutarii  12-ies 
maius  erit,  adeoque  simul  esse  non  poterunt,  priusquam  minutarius  totum 
circulum  percurrendo  eodem  perveniat,  ubi  in  coniunctione  erat,  et  prse- 
terea  etiain  spatium  horarii  sub  eo  tempore  percursum  et  postea  usque 
ad  coniunctionem  percurrendum  exasquet ;  est  autem,  tempore  a  con- 
iunctione  priore  ad  proximam  usque  x  dicto,  spatium  horarii  x,  minu- 
tarii  autem   I2x,  itaque 

1 2x  —  1 2  -h  x 
esse  debet;  unde 

x=~^=i  hora;  +^"t£e  unius  horaa. 

Ita  si  secundarius  ab  horario  distantia  b  retro  sit ;  erit  tempore,  quod 
usque  ad  coniunctionem  est,  y  dicto, 

■j2oy  =  b-¥y, 
et 

_    b 
y—  719' 

et  si  b  —  o,  ut  antea,  erit  y  =  — — ,  quod  a  coniunctione  secundarii  cum 
horario  usque  ad  proximam  est. 

/)  Si  autem  quaeratur,  qnandonam  minutarius  secundariusque  cum 
horario  simul  in  coniunctionem  veniant ;  si  tam  a  quam  b  sit  o,  tum 
manifesto  tam  x  quam  y  numero  certo  effluxisse  oportet,  ut  tres  indices 
simul  sint ;  nam  si  tres  simul  sint,  tum  et  minutarius  et  secundarius  in 
coniunctione  cum  horario  est ;  itaque  nx  =  my,  pro  n,m  integris,  esse 
debet ;  adeoque 

«.12 m  ■  12 

"7T- —    719  ' 


cuius  quum   11  non  metiatur  numerum  719,    valor    minimus    integer    est 
pro  772  =  719,  et  tum  »=n   erit ;  id  est  11-ies  evenire  novam  minutarii 
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cum  horario  coniunctionem  oportet,  sive  7ig-ies  coniunctionem  secun- 
darii  cum  horario ;  idest  coniunctio  trinm  proxima  fiet  ad  finem  12  hora- 
rium.  Ita  si  plures  sint,  cuiusvis  coniunctio  cum  tardissima  prius  qute- 
renda  est. 

m)  Notandum  vero  est,  posse  hos  indices  quoque  ita  locari,   ut  nun- 

quam    in    coniunctionem    venire    queant.    Sit    ex.    gr.    secundarius    cum 

horario  in  coniunctione,  et  distantia  minutarii,  qua  retro  est,  sit  a  —  — — — , 

.  .  2.719' 

nempe  contra  structuram  horologii  ponatur  ita,  immotis  ceteris.  Erit  tem- 

pus,    quod    usque    ad    proximam    minutarii    cum    horario    coniunctionem 

requiritur  —  ■■ — - — ;  atque,  pro  n,m  integris,  deberet  esse 


ut  tam  minutarius  quam    secundarius    cum  horario  in  coniunctione  sint ; 

itaque 

1       ___  i2tn        I2n 
2.719         719  n  ' 

et  hinc  reducendo  ad  denominatorem  eundem,    et  utrinque    per    11. 719 
multiplicando 

11 

■■■—  =12.11  m  —  719.12«  ; 
2  t    y  > 

quod  absurdum  est,  nam  membrum  ad  dextram  numerus  integer  est,  ad 
laavam  autem  est 

n)  Attentionem  meretur  etiam  acuta  Zenonis  obiectio,  in  qua  ger- 
men  primum  progressionis  geometrica;,  et  seriei  infimtte  convergentis 
limitisque,  motus  retardati,  imo  etiam  dependentiEe  unius  variabilis  ab 
alia,  atque  problematis  proximi  resolutio  reperitur. 

Sit  sub   i-mo  t,  2-do  /,  3-tio  t,  .  .  .  {m  —  i)-to  t,  m-to  t 
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via  testudinis      i,  — ,  — -,  .  .  .  — — -,  , 

n  n2  nm—2  nm~! 

Achillis        o,  i,  _.,...__.  — i_ , 

nempe  si  ea  ponatur  conditio,  ut  celeritas  Achillis  sit  celeritate  testn- 
dinis  K-ies  maior  semper  post  primum  t;  dependebit  Achillis  celeritas 
in  quovis  /  a  celeritate  testudinis,  qua  sub  illo  t  ire  libuerit ;  si  itaque 
sub  quovis  sequente  t  testudo  celeritate  K-ies  minori  moveatur,  Achil- 
les  suh  quovis  t  quidem  »-ies  maiorem  viam  describet,  sed  via  testudi- 
nis  erit  usque   ad  finem  cuiusvis  m-\\  t  summa    terminorum  seriei  supe- 

rioris  usque  ad  — „.    ,   inclusive,    via    Achiilis    autem    est    summa    seriei 

i  nm—\ 

inferioris  eousque ;  patet  vero,  ab  i  incipiendo,  quemvis  terminum  ,«-tum 
unius  f.i-to  alterius  asqualem  esse,  sed  terminum  sub  (m — i)-to  t  supe- 
rioris,  m-io  inferioris  esse  asqualem ;  adeoque  ad  finem  m-\\  t  vias  tes- 
tudinis  excessum  supra  viam  Achillis  esse  semper  aaqualem  termino  m-to 
superioris.  Itaque  pro  temporibus  t  sequalibus,  dependentia  ista  celeritatis 
Achillis  posita,  testudinem  nunquam  assequetur,  at  excessus  iste  nempe 
m__x  — -o ;  et  si  tantum  ad  distantiam  i  ab  Achille,  motum  incipere 
testudo  ponatur,  limes  vias  testudinis  erit  limes  summas  seriei,  cuius  ex- 
ponens  -~<Zi   est,  nempe 

n    '  \         n )       n    '      n  n — V 

et  si  testudo,  sublata  conditione  priore,  Eequabiliter  repat,  et  celeritas 
eius  sit  i,  erit  celeritas  Achillis  «,  ac  si  tempus  quo  eam  assequetur,  x 
dicatur,  erit 

nx  —  x-hl, 
unde 


quas  limes  vise  testudinis  erat,  nempe  iS=CT(pag.  48)  fit  =r_7"pro  C=i. 
Pluribus  exemplis  brevitas  necessaria  supersedere  iubet.  Tyrones  ipsi 
ad  cubicam  quoque  problemata  condere  possunt. 
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§•  39- 
Ex  (pag.  380)  ad  plures  eequationis  transformandae  modos  via    aperi- 
tur,  nempe  : 

1.  Ipsi  x  substituendo  y-i-a  (ex.  gr.  pro  a  —  1  erit^-bl,  et  y -—  1 
pro  a— —  1);  ubi  sequationis  novse  radici  addendum  a  est,  ut  radix  prio- 

ris  Eequationis  prodeat ;  nam  x=y-\-a. 

2.  Si  ponatur  my=x,  substituendo  prodibit 

mnyn  -\-pmn~~1yn'~1  -\-qmn~2yn~2  H-  .  .  .-\-  smy  -Y-t  —  o; 

cuius  Eequationis,  quse  dividendo  per  mn  ordinatur,  radix  per  m  multi- 
plicari  debet,  ut  Eequationis  primitivas  radix  prodeat ;  nam  x  =  my. 

3.  Si  ponatur  y  =  mx ;  substituendo  -^-  ipsi  x  ubique,  fiet  sequatio 
primitiva 

4  +  tf^+lC  .  .  .  +X  +  ,  =  o, 
m  m  m  m 

ubi  radix  huius  Eequationis,  quse  per  mn  multiplicata  ordinatur,  per  m 
dividi  debet,  ut  radix  primitivse  prodeat ;  nam  x  =  -£r.  Si  vero  m  —  ~i 
sit,  y  nempe  radix  novas  Eequationis  per  — 1  divisa,  sive  multiplicata, 
fit  radix  cequationis  primitivEe  ;  id  est  radices  novas  priorum  oppositae 
sunt. 

4.  Si  x  =  — -  ponatur,  atque  —  substituendo  ipsi  x,  asquatio  ordine- 
tur ;  per  radicem  sequationis  novse  unitas  dividenda  erit,  ut  x  nempe 
radix  aequationis  primitivEe  prodeat ;  eritque  maxima  radix,  ex.  gr,  posi- 
tiva,  Eequationis  novae  minima  prioris  ;  nam  quo  maius^,  eo  minus  -      est. 

5.  Atque  (ex  l.)  si  per  theorema  binomiale  evolvantur  termini  sequa- 
tionis  novae,  in  quam  prior,  nempe  f(x)  =  o,  mutata  est ;  erit,  u-l-y  po- 
nendo  pro  x, 
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(a+yf 

= 

aw 

-hnan 

■">  + 

.  +  Pa'y"~ 

2  -4-  ayn 

P 

(«+>)"-' 

=/>! 

y 

-'+(»- 

l)o«- 

2.r+ . . . 

.  -t-  Raf- 

'+>"- 

'), 

1 

(a-hy)"~2 

=  ? 

(<*" 

-3  -+-  («  — 

2)a*_ 

3y+  .  . 

.  -+-      /'- 

'). 

s(a-i-y) 

=  5«-f- 

^. 

t 

=  £ 

Quorum  omnium  summa,  collectis  coefficientibus  potentiarum  earun- 
dem  ipsius  _y  e  columnis  verticalibus,  erit  aequatio  nova,  coefficientibus 
A  ,  B,  .  .  .  dictis 

yn  -+-  Ayn~  -  •+-  Byn+-  -K..-H  S-y  -+-  an~hpaJ!~ '  -h  qan~2  -+-...H-  .?«  -f-  /  —  o  ; 

ubi  id,  per  quod  potentia  o  ipsius  y  multiplicata  est,  pro  ultimo  accipi 
potest,  et  ab  f(x)  nonnisi  in  eo  differt,  quod  a  sit  pro  *  ;  unde  hoc, 
substituendo  ubique  a  ipsi  x  in  f[x)  illico  prodit ;  adeoque,  si  «  — i  sit, 
erit  i-\-p-¥q-\-  .  .  .  ~\-t,  et  si  «=  —  i    ponatur,   erit 

(—  l)n~\-p[—  ir-I+?(—  i)"t_2-h  ■  ■  .  —  5-t-^; 
quod  mox,  dum  radix  aequationis  altioris  quasretur,  usui  erit. 

6.    In    fpag.    393,  3.)  si  sequatio  per  mn  multiplicetur  ;  liet 

y"  -+-  mpy"~l  -+-  m2qy"~2  -+- .  -+-  ?7;"— ',?j'  -l-  m"t  —  o  ; 

et  manifesto,  si  quis  coefficiens  fractus  sit,  denominatore  m  prxditus,  is 
a  denominatore  liberabitur,  cum  quilibet  terminus  per  potentiam  integram 
ipsius  m  multiplicetur.  Itaque  si  minimus  talis  numerus  eligatur,  quem 
coefficientis  cuiusvis,  etiam  ipsius  y°,  ad  terminos  minimos  reducti  deno- 
minator  metitur,  atque  pro  m  is  sumatur,  quivis  coefficiens,  si  antea  quan- 
titas  realis  et  commensurabilis  fuerit,  numerus  integer  evadet ;  atque 
postmodum  nonnisi  de  tali  casu  sermo  erit. 

Notandum  tamen  est,  uti  e  deductione  patet,  beic  nullam  potentiam 
ipsius  y  negligendam  esse,  etsi  coefficiens  alicuius  o  fuerit. 
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7.  Posito,  quod  vix  credibile  esset  a  Geometris  pluribus  celebribus 
per  se  evidens  visum  fuisse,  Eequationem  cuiusvis  gradus  radice  aliqua, 
si  non  reali,  saltem  imaginaria  gaudere ;  facile  sequitur  sequationem 
gradus  n  radices  numero  n  nec  plures  paucioresve  habere.  Nempe  quid- 
cunque  sit  a,  est 

x"  —  [x  —  a)  (xn~'  -+-  axn~2  ■+■  o2;*"--5  -+-  aV"'*  -1- .  .  .  -h  a'l~~lx°)  ■+-  an 

et  in  genere 

£#"  —  (*  —  a)(^xl*~1-+-^axl~~'-+-^aixli~-.  ,  .  ■+■  /V_lx°)  -h  fiaf; 

nam  multiplicando  prius  per  x,  tum  per  —  a  prodibit 

^x/t-+-fiax(t~l-+-^a'xft~2-+-.  .  .-+-  fia(i~~,x-+fia,i 
—  pax^—paW2  —  .  .  .  —  /?«"-'*—  paP; 

quod  =  flx*1  est,  pro  quovis  valore  ipsius  x. 

Tyrones,  ipsi  n  possunt  ex.  gr.  5    substituere,    ut    clarius  perspiciant. 
Est  vero  hinc 

xn-+-pxn~'  ■+■  qxn~2  -h.  ,  .-+-sx-+-t  = 

=  {x — a){x"~ '  -+•(#  ~+p)xn— 2 -+■  (az  -+■  ap -+■  q)  xn~3 -+■ 
■+- (a^ -+- a2 p -+- aq -\- r)  x71^ -+■   ...-+- 
+-(an~ J  -\-an~-zp-+  .  .  .  -+~ar-+-s))-+- 
-+■  an  ■+■  pan~l  -+-qan~ 2  -+-  ...  -+-sa-+-t. 
Ratio  e  sequenti  exemplo,  in  quo  etiam  n    ipsi    5   substitui  potest,  facile 
perspicitur. 

Sit  f(x)  =  x-  -+-px*  ■+-  qx"  -+-  rx2  -+-sx  ■+-  txa ; 
erit 

x$  —  (x  —  a)  (x4  -h  ax*  -+-  a~x'  -+•  a-x  ■+■  a1)  -h  a$, 
px*  —  (x  —  a)  (px^  -+-  apxz  -+■  a*px  -+-pa~)  -+-pa*, 
qx-  —  (x  —  a)  (qx"1  -+-  aqx  ■+■  qa~)  -+-  qa", 

rx*  =  (x  —  a)  (rx  -+-  ra)  -+-  ra', 

sx  =  (x  —  a)s-+-sa, 

t  —  t 
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Unde  collectis  e  columnis  verticalibus  eiusdem  potentise  ipsius  x 
coeilicientibus,  erit 

f(x)  =  (x  — -  a)  («■*  +  (a  -+-fi)  x3  -4-  (a1  -+-  afi  -+-  q)  x2  -+■  (a3  -+•  a?p  -+-  aq  -h  r)  x  -+- 
-+-  (a4  -+-pai  -1-  qa2  -h  ra  -h  5)  x°)  -+■  a5  -+-pa*  -+■  qa>  -h  raz  -+-  sa  -+- t. 

Dicatur  a(x)id,  quod  intra  paranthesim  maiorem  est,  et  «  id,  quod  post 
pareuthesim  est,  et  quod  o  est,  si  a  radix  Eequationis/Vje)  —  o  est ;    patet 
vero,  quod  a(x)  prtebeat  squationem  (n  —  i)-ti  gradus,  si  /"(#)  fuerit  K-ti. 
Pariter  erit 

a  (x)  =  (x  —  &b  (x)  -+ 1% 
et 

b  (x)  =  (x  —  c)  C  (x)  +  y, 

et  ita  porro  donec  ad  tale  ex.  gr.  (x  —  d)  d  (x) -{- S  deveniatur,  ut  quum 
a(x),  b(x),  c(x),  .  .  .  sequationes  gradus  in  quavis  sequenti  unitate  decres- 
centes  praebeant,  demum  aliqua  d(x)  primi  gradus  prodeat. 

Quid  autem  per  b(x),  /?,  c(x),  y,  .  .  .  intelligatur,  facile  ex  ipso  a(x)  et 
a  perspicitur ;  nempe  si  primus  coefficiens  in  a(x)  dicatur  p\  secundus 
q',   &  .  .  .,  erit  applicando  ad  casum  proximum, 

fi=  b4  -+-fi'bi  -h  q'b2  ■+-  r'b  -+-  s\ 

per  s'  coefficientem    ipsius   x"  in    a(x)  intelligendo ;  unde  reliqua  patent. 
Itaque  pro  quibusvis  valoribus  Ipsorum  x,  a,  b,  c,  .  .  .,  d,  est 

/(*)  =  (jf,-fl)fl(*)  +  o 

=  (x  —  a)((x—b)b(x)  +  jJ)  +  B; 
quod  est 

=  (x  —  a)  (x  —  b)  b  (x), 

si  pro  valore  a  ipsius  x  sit  _/"(#)  =  o,  et  pro  valore  b  ipsius  x  sit  a  (x)  —  o  ; 
nam  tum 

a  =  a5  -+-pa4  -+-  qa3  -+-  ra2  -+-sa-+-t  —  Q, 
et 

jj  —  b'  -\-p'bl  -h  q'31  -h  r'b  -+-s'  =  o. 

Ita  porro,  si  c  radix  ipsius  c(x)  =  o  sit,  pro  x  =  c  fit  y  =  o,  et  ita  porro, 
ut  demum  pro  x  —  d  fiat  S=o,  adeoque  quodvis  ipsorum  a,  fi,  y,  .  .  .,  § 
=  0  sit;  itaque 
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f{x)  =  (x  —  a)(x  —  b)(x  —  c).  .  .  {x  —  d)d(x) 
sit ;  atque 

d(x)  =  (x  —  e).i-hs 

ubi  £  —  0,  si  primi  gradus  d(x)  fiat  =o  pro  x  —  e. 

Atque  hinc  manifesto,  cuivis  ex.  gr.  ipsorura  a,  b,  c,  .  .  .,  d,  e  ponatur 
x  sequale,  f(x)  =  o  erit,  et  b  radix  sequationis  f(x)  =  o  erit ;  ac  si  n  ex. 
gr.  5  fuerit,  prodeunte  x  — -a  functio  a(x)  quarti  gradus  facta  est,  et  hinc 
prodeunte  x  —  b  prodit  b(x)  gradus  tertii,  et  hinc  prodeunte  x  —  c  pro- 
diit  c(x)  gradus  secundi,  atque  hinc  prodeunte  x  —  d  evadit  d(x)  gradus 
primi,  et  hinc  prodeunte  x  —  e,  ipsa  a,  b,  c,  d,  e  pro  casu  proxiirto  effi- 
cient  quinque  radices,  nempe  radices  numero  gradus  ipsius  f(x)  =  o. 

Consequenter  si  habuerit  f(x)  =  o  sequatio  gradus  n  unam  radicem, 
radices  numero  n  habere  constat,  quaruin  tamen  possunt  aliquas,  imo 
omnes  ut  patebit,  esse  eequales  ;  at  quseritur,  num  plures  habere  possit? 
Responsio  facilis  est :  nam  si  illa  k  nulli  dictarum  in  casn  dicto  quinque 
radicum  Eequales  esset,  substituendo  k  ipsi  x,  fieret 

o  =f(k)  =  (k  —  a)  (k  —  b){k~  c)  (k  —  d)(k  —  e), 

quod    fieri    nequit,    nisi    factor    aliquis    producti   o    sit,    id    est   k    alicui 
ipsornm  a,  b,  c,  d,  e  asqualis  sit. 
Solet  hoc  inde  deduci,  quod  sit 

-K-a^  =£(**-' I-*-a**~a-t-.  •  .  +  ^~'*  +  0. 

uti  peracta    divisione    (pag.    150)    patet ;    atque    hinc    evolutis    hoc    modo 
terminis 

xn  —  an  pxn~l  — pa'!~'  qxn~~z  —  qan~2  sx  —  sa 

x~a    '  x  —  a  '  x^a  ' ""'    x — a  ' 

et  denuo  multiplicando  quotum  per  x  —  a,  atque  addendo  utrinque 

an  -\-pan~'  •+•  qan~z  -\-  .  .  .-hsa-\-£, 

prodibit  plane  id,    quod    supra.   At  pro    x  =  a,    fit  tam  dividendus  quam 
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divisor  o,  divisionem  vero  plane  pro   asquationis  radice  a  =  x  per  x  - 
peragi  oportet.  Interim  (per  pag.  319)  fit  tum 


—  =na"    '-]-(« — i)pan    2-\-(n  —  2)qan 


~s, 


nempe.  dum  x~~ -a,  quotus  ad  hunc  limitem  tendit,  quem  coefficienti 
priori  ipsius  x  —  a,  substituendo  in  eo  a  ipsi  x,  sequalem  esse  facile 
demonstrari  potest,  quod  Tyronibus  relinquitur  ;  exemplo  pro  ft  —  5  rem 
illustrare  possunt. 

Tum  item,  si  b  ponendo  pro  a  in  nova  aequatione  valor  huius  o  fiat, 
et  per  a  —  b  fiat  divisio  pro  a  =  b,  omnia  perinde  sequi  patet ;  sed  me- 
thodus  prior  clarior  faciliorque  est. 

Si  igitur  jequatio  gradus  n  gaudeat  una  radice  a,  erit  e  numero  n 
factoribus  eiusmodi  uti  x  —  a,  x  —  b,  .  .  .  conflata,  et  qusevis  literarum  in 
iis  ab  x  diversarum,  radix  erit,  nec  ulla  alia  ab  his  diversa  datur.  Ac 
conversim  quoque  si 

(x  —  a)(x  —  b).  .  .  —  o 

erit,  quodcunque  ipsorum  a,  b,  .  .  .  ponatur  pro  x ;  ex.  gr. 

(a  —  a)  (a  —  b) .  .  .  =  o, 
aut 

(5  —  a)(b—  b).  .  .  =  0,  fcf; 

qutECunque  et  quotvis  quantitates  a,  b,  .  .  .  fuermt,  (x  —  a)(x  —  b),  .  .  .,  si 
in  eo  ipsi  x  ipsorum  a,  b,  .  .  .  quodvis  substituatur,  o  iiet ;  poterunt 
autem  a,  b,  .  .  .  omnes  sequales  quoque  accipi,  uti 

(x  —  a)(x  —  a)  —  x!  —  2ax  -\-  a% 

gaudet  duabus  quidem  hoc  sensu  radicibus,  sed  qute  asquales  sunt. 

Si  itaque  asquatio  productum  talium  factorum  sit,  eoefficientes  ipsius 
x  a  radicibus  dependere  facile  perspicitur ;  et  ultro  sequitur  in  legem, 
qua  formantur,  inquirere. 

8.    Erat    etiam    (pag.   158)    queestio    de    facto    plurium    binomiorum. 
Multiplicando  x  —  a  per  *  —  b,  prodit 
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et  hoc  multiplicando  per  x —  c  fiet 

k3  -+-  ( —  a  —  b  —  c)  x'  -+- 


\ab  -+-  ac  -+-  6c)  x  —  a£c, 


et  idem  porro  continuando  donec  libuerit,  eousque  patet ;  quod,  si  lite- 
rse  ab  x  diversee  eo  signo  accipiantur,  uti  in  factoribus  x  —  a,  x  —  &, . . . 
sunt,  denotantes  radicum  opposita,  coefficiens  primus  sit  summa  litera- 
rum  dictarum,  secundus  sit  summa  amborum,  tertius  summa  ternorum, 
m-tus  summa  wz-ionum,  quse  e  literis  dictis  accipi  possunt,  et  quidem 
ita  ut  qusevis  m-io  factum  ex  iis  literis  sit  e  quibus  constat ;  ex.  gr.  pro 
m  =  2,  si  ambo  e  literis  — a  et  — b  sit,  accipiatur  ( — a).[ — b)  =  ab  ;nd 
finem  vero  coefficiens  ipsius  x°  sit  factum  ex  omnibus  literis  dictis,  quod 
igitur  semei  tantum  est, 

Si  vero  de  prodeunte  P  e  numero  n  factoribus  eiusmodi  valeat  lex ; 
valet,  etiamsi  (w-hl)-tus  factor  accedat.  Nam  sit  novus  factor  x  —  d,  et 
sit  — a=a',  — b=b',  .  .  .,  —d=d',  atque  sit  coefficiens  m-tus  M  zequalis 
summae  m-ionum,  quse  ex  n  literis  a',  b',  .  .  .  accipi  possunt,  et  (m  -+-i)-tus 
coefficiens  sit  A^aequalis  summas  (m-+-i)-ionum,  quas  ex  iisdem  a',  b',  .  .  . 
(excluso  d')  accipi  possunt.  Multiplicato  P  per  terminum  priorem  ipsius 
x  —  d,  augebitur  exponens  ipsius  *  unitate  in  quovis  termino,  adeoque 
et  aequatio  uno  altior  prodibit ;  factor  — d  scilicet  exponentes  ipsius  x 
non  mutat.  Est  autem  in  P  terminus  m-tus  (haud  numerato  primo,  ubi 
potentia  altissima  ipsius  x  cum  coefficiente  i  est)  Mxn~m,  et  sequens 
est  Nxn~m~s ;  atque  multiplicando  P  per  x  —  d,  potentia  exponentis 
n — m  ipsius  x  nonnisi  ex  Mxn~m  per  — d,  et  Nxn~m~l  per  x  multi- 
plicato  prodire  potest ;  terminus  itaque  facti,  in  quo  xn~m  est,  fiet 
(N+d'M)xn~m ;  est  autem  hic  terminus  (m-t-l)-tus  in  novo  facto  ab 
xn+1  (excluso  hoc)  numeTando  usque  ad  xn~m ;  atque  N  continet  om- 
nes  (m +i)-iones  quze  ex  d,  b ',  ...  excluso  d'  accipi  possunt,  M  vero 
omnes  wz-iones  ex  iisdem,  quse  singulae  per  d'  multiplicatas  exhibent 
omnes  (m+ij-iones,  ex  d,   b',  .  .  .,  d',  quse  ipsum  d'  continent. 

Quod  ultimum  attinet,  is  dum  per  d'  multiplicatur,  prodit  d  b'  .  .  .  d '; 
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penultimus  autem  per  d'  et  ultimus  per  x  multiplicatus,  dat  primam  po- 
tentiam  ipsius  x,  et  sub  formula  dicta  generali  continetur. 

9.  Si  sequatio  in  talem  (per  pag.  394;  transformata  sit,  ut  quivis  coefficien- 
tium  numerus  integer  sit ;  tum  si  radix  quantitas  cum  unitate  commen- 
surabilis  sit,  numerus  integer,  et  quidem  e  factoribus  termini  ultiini  est. 
Nam  factorem  termini  ultimi  esse  e  [pag.  401)  patet ;  si  vero  radix  non  esset 
numerus  integer,  sit  -$-  pro  a  et  b  nmneris  inter   se  primis,  quos  nul- 

lus  alius  integer  preeter  1   metitur.  Substituto  4-  ipsi  x,  esset 

an        pa"~J         gan~2  ra 

0  0      '  b     *  b 

et  per  bn  multiplicando,  est 

an  -+-  bpan~l -t-  b2qan~2-+- .  .  .  +-bn"lra  -+-bns  =  o, 
et  hinc 

r  ——(pa'!~l  -+-bqa"~2+- .  .  .  -+■  bn~  2ra  -+-  b"~  ls) ; 

quod  absurdum  est,  nam  b  non  metitur  numerum  a",  quia,  ut  paulo  infe- 
rius  demonstrabitur,  numerus  primus  b  inter  factores  ipsius  aaa  .  .  . 
adesse  deberet  & ;  membrum  sequationis  ad  dextram  autem  manens  inte- 
ger  est.  Itaque  radix  realis,  si  quantitas  cominensnrabilis  sit,  numerus 
integcr  est. 

Hinc  modo  sequente  investigari  potest,  num  radix  sequationis  realis 
commensurabilis  detur;  nempe  factoribus  termmi  ultimi  integris  ipsi  x 
substitutis,  videri  potest,  num  valor  functionis  ad  o  redigatur.  Ceterum 
si  quis  factorum  integrorum  termini  ultimi  radix  sit,  ad  finem  operatio- 
nis  sequentis  prodire  o,  ex  operatione  ipsa  patet. 

Sit  ex.  gr. 

x3  -+-px-  -+-  qx  -+-  r  —  o, 
atque  sit  a  radix ;  erit 

a3  -+-  pa*-  -+  qa  =  — ■  r  ; 
adeoque 
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ubi  —  integer  est,  dicatur  r'.  Est  porro 

a'-hap=—r' —  q, 

et 

abi  — -—^-  pariter  integer  est,  dicatur  c/ ;  est  demum 

a  q'  -h  p 


Ex.  gr.  Sit 

xz-h  x2 —  IOK4-8  —  o; 

erit  snbstituendo  2  ipsi  x,  quae  radix  Eequationis  est,    quilibet  quotorum 

T  T  -\~  Q  Q  -4-  t>  ■  1    ■ 

--,  ' -2-,     -*— *-,  .  .  .  numerus  mteger,  et  ultimus  — — i  est,  nempe 


Nisi  quilibet  quotorum  integer  et  ultimus  —  —  i  sit,  numerus  substitutus 
radix  esse  nequit. 

io.  Si  eequationis  ordinatas  gradus  fi  completae,  adeoque  ex  (»h-i 
terminis  constantis,  per  /<x)~o  designatae,  coefficientes  omnes,  abstra- 
hendo  a  signo  preeposito,  positivi,  atque  radices  omnes  reales  sint ;  tot 
transitus,  ex  -I-  in  —  vei  vice  versa,  erunt,  quot  radices  positivae,  et 
tot  successiones,  nempe  -h  -+-  aut  —  — ,  quot  radices  negativas.  Suc- 
cessiones  signorum  gequalium  dicuntur  breviter  successiones,  uti  succes- 
siones  signorum  inaequalium  transitus  dicuntur. 

Nam  per  a,  b,  ...  positiva  intelligendo,  eequatio  formae  x  —  a,  aut 
formas  x  -h  h,  simplex  dicitur,  et  quidem  prior  positiva,  posterior  nega- 
tiva ;  quum  aequationis  e  talibus  factoribus  conflatEe  prior  radicem  posi- 
tivam  a,  posterior  negativam  —  b  procuret. 

Prodibit  autem  sequatio  eadem,  quocunque  ordine  multiplicentur 
sequationes  simplices,  adeoque  etsi  prius  tantum  posiiivae  multiplicentur, 
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et  factum  F  per  aliquam  aequationem  simplicem  negativam,  et  quod 
prodit  per  novam  negativam,  et  hoc  item  per  novam,  si  adfuerit,  multi- 
plicentur,  donec  nulla  supersit ;  aut  inverse  factum  /  e  negativis  per 
positivas  simplices  modo  dicto  multiplicetur. 

Si  iam  numerus  gequationum  simplicium,  adeoque  radicum,  positiva- 
rum  sit  n,  et  numerus  negativarum  adeoque  numerus  radicum  negati- 
varum  sit  m  :  atque  demonstretur  a)  f  per  Eequationem  simplicem 
positivam  multiplicatam  unum  transitum  novum  acquirere,  et  quodvis 
factum  ita  prodiens  per  aequationem  simplicem  positivam  multiplicatum, 
unum  transitum  novum  nancisci ;  multiplicatione  per  omnes  asquationes 
simplices  consummata,  patebit,  in  f(x)  ad  minimum  n  transitus  dari.  Ita 
si  demonstretur  b)  F  per  sequationem  simplicem  negativam  multi- 
plicatum  unam  successionem  acquirere ;  patebit,  in  f(x)  ad  minimum  m 
successiones  adesse.  Atque  quum  numerus  omnium  successionum,  sive 
aequalium  sive  inaequalium,  in  f(x)  sit  tt-hm  —  ju,  quum  ,a+i  termini 
sint,  plures  transitus  quam  n  dari  nequeunt;  nam  tum  m  nempe  numerus 
successionum  imminueretur,  quem  dari  constat,  n  transitus  vero  certo  ad- 
sunt ;  ita  m  successiones  adsunt,  nec  plures  esse  possunt,  quia  tum  n 
numerus  transituum  imminueretur.  Consequenter  plane  n  transitus,  nempe 
quot  radices  positivffi,  et  m  successiones  erunt,  nempe  quot  radices 
negativae. 

Itaque  nonnisi  a)  et  b)  demonstranda  veniunt. 

Quoad  a)  Sint  multiplicandi  signa  quocunque  ordine,  et  multipli- 
cator  sit  sequatio  simplex  positiva,  ex.  gr.  x — a,  pro  a  positivo ;  erit, 
si  tantum  signa  coefficientium  scribantur  et  in  facto  coefficientes  poten- 
tise  cuiusvis  ipsius  x  addantur,  scbema  sequens ;  notando,  quod  coefficiens 
termini  primi  in  utroque  factore  sit  I,  atque  terminus  primus  facti  sit 
l .  i,  coefficiens  uno  altioris  potentias  ipsius  x ;  postea  vero  signa  plane 
multiplicandi  in  Hnea  facti  superiore  describantur,  quum  muitiplicatio  per 
x  omnia  signa  immutata  relinquat ;  multiplicando  per  —  a  autem  eadem 
signa  in  contraria  mutata,  sub  secundo  superioris  incipiendo,  uno  ulterius 
terminentur ;  atque  quodvis  v-tum  seriei  superioris  et  (v  —  l)-tum  inferio- 
ris  simul  coefficientem  potentiae  exponentis  ju  —  v^-2  ipsius  x  efficiant ; 
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quum  nempe  potentias  ipsius  x  in  multiplicando  quovis  termino  ulterius 
ad  dextram  unitate  decrescant,  adeoque  si  primus  terminus  sit  x1*,  in 
termino  ^-to  est  potentia  ipsius  x  exponentis  (« —  y+l;  et  idem  termi- 
nus  per  priorem  multiplicatoris  terminiim  dat  x*i~v+2,  ac  potentiaeadem 
ipsins  x  duntaxat  e  multiplicatione  termini  (v  —  i  )-ti  multiplicandi  per 
terminum  secundum  multiplicatoris  prodeat. 

Quibus  prsemissis  patet  in  schemate  sequente 


qualisvis  fuerit  signorum  ordo  in  multiplicando,  quemvis  transitum,  qui 
in  multiplicando  est,  transitum  in  facto  parere,  et  praeterea  unum  tran- 
situm  accedere.  Nam  si  in  multiplicando  fuerit  -+-  —  aut  —  -i-  fiet  e 
primo  ~  e  posteriore  ^I ;  atque  ubi  in  multiplicando  prima  vice  occur- 
rit  — ,  adeoque  primus  transitus  est,  fiet  in  multiplicando  -+-  —  et 
~  in  facto,  adeoque  terminus  negativus,  qui  cum  termino  primo  transi- 
tum  efficiet ;  ita  postea  veniens  primus  positivus  in  multiplicando  produ- 
cet  secundum  transitum  in  multiplicando,  et  secundum  in  facto,  quum 
in  multiplicando  tum  —  -+-  efficiat  i  in  facto  ;  et  ita  porro  quivis  novus 
transitus  in  multiplicando  pariet  novum  in  facto  ;  nam  si  ex.  gr.  prodeat 
in  facto  ~,  sed  antequam  prodierit  ijl,  iam  terminus  positivus  prodiret, 
transitus  evenit. 

Consequenter  quivis  transitus  multiplicandi  transitum  in  facto  parit. 
Sed  prseterea  adhuc  unus  transitus  in  facto  accedit ;  nam  si  in  facto 
alicubi  tale  ~  occurrat,  post  quod  nullum  ZJZ  est,  tum  in  multiplicando 
post  illud  -)-  — ,  per  quod  illud  ~  productum  est,  usque  ad  ultimum 
terminum  quemvis  negativum  esse  oportet ;  nam  secus  —  -+-  produceret 
l}:  ;  si  vero  in  facto  tale  l£  sit  post  quod  nnllum  ~  est,  tum  in  multi- 
plicando  abinde  termini  usque  ad  ultimum  positivi  sunt,  secus  +  — 
produceret  ,  et  post  ijl  esset  ~  contra  hypothesin.  Itaque  quum  ter- 
minus    ultimus    seriei    superioris    et    inferioris    e    termino    eodem,  nempe 
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ultirao  raultiplicandi,  prodeant,  nempe  superior  per  -hx  inferior  per  — 
multiplicando,  in  utroque  casu,  sive  ~  sive  ijl  occurrat  in  facto  ultiraa 
vice,  a  termino  seriei  superioris  ad  ultimum  inferioris  unus  transitus  erit, 
in  casu  prirao  a  negativo  ad  positivum,  in  altero  casu  a  positivo  ad  ne- 
gativum.  Consequenter  semper  ubi  per  asquationem  simplicem  positivam 
multiplicatur,  factum  ad  minimum  unum  transitum  acquirit. 

Quod  b)  attinet,  qualiacimque  signa  multiplicandi  se  invicem 
excipiant,  multiplicando  per  aequationem  simplicera  negativam,  ex.  gr. 
1  +  2  =  0,  erunt  signa  multiplicatoris  -+-  -+-,  adeoque  ex.  gr.  schema 
sequens  erit : 


Nempe  series  signorum  multiplicandi  ipsa  est  series  facti  tam  superior 
quara  inferior,  terminis  huius  uno  ad  dextram  protrusis. 

Ubi  in  facto  ~  aut  ZJH  est,  in  casu  primo  coefficiens  negativus,  in  al- 
tero  positivus  est ;  ita  termini  ultimi  inferioris,  qui  solus  coefficiens  ipsius 
x"  est,  signum  quod  ibidem  est  manet ;  ubi  autem  H^  aut  +  est,  a 
magnitudine  coefficientium  pendet,  quodnam  signum  terminus  is  nancis- 
catur. 

Sed  uti  Segner  ingeniose  animadvertit,  signum  in  facto  raanet  id, 
quod  in  serie  superiore  est,  doiiec  post  ~  tale  ±  aut  post  \\_  tale  +, 
aut  post  ^F  tale  ±  aut  post  ±  tale  +  sequatur,  ut  si  pro  casu  primo 
in  -j-,  pro  secundo  in  ^F,  pro  tertio  in  ±,  pro  quarto  in  +  coefiiciens 
inferior  sit  maior  snperiore,  atque  pro  casu  tertio  in  +,  quod  ante  + 
est,  et  pro  casu  quarto  in  +,  quod  ante  +  est,  coefiiciens  superior  sit 
maior  inferiore ;  manifesto  enim  in  his  solis  casibus  fit  descensus  a  signo 
seriei  superioris  ad  sequentem  inferioris,  uti  schemata  hsec  exhibent, 


Patet  vero  in  omnibus    his    casibus    descensum    successionem    parere, 

—  ad  — ,  vel  a  +  ad  +  eundo. 
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Post  signum  autem,  ad  quod  descensum  est,  series  signorum  inferins 
plane  illa  sequitur,  quse  superius  post  signum,  a  quo  descensum  est ;  ad- 
hucdum  itaque  numerus  successionum  uno  anctus  est ;  manet  vero  in 
facto  signum  seriei  inferioris  abinde,  donec  post  ~  tale  +,  aut  post 
l£  tale  ^F,  aut  post  +  tale  ±  vel  inverse  sequatur,  ut  pro  casu  primo 
i°  rti  Pro  secundo  in  ^F,  pro  tertio  in  ±,  pro  qnarto  in  ^F  coefficiens 
superior  maior  sit  inferiore,  etquidem  ita  ut  pro  casu  tertio  in  T,  pro 
quarto  in  ±  coefficiens  inferior  sit  maior  superiore ;  in  his  enim  casibus 
fiet  ascensus  a  Segnero  dictus,  nempe  a  signo  seriei  inferioris  ad  sig- 
num  superioris  ascendendum  erit ;  uti  schemata  hsec  exhibent: 


Ubi  item  patet  in  duobus  casibus  prioribus  unam  successionem,  quas 
in  inferiore,  adeoque  in  multiplicando  quoque  est,  destrui ;  quum  in 
casu  primo  pro  —  —  fiat  —  -h,  in  secundo  pro  -h  -h  veniat  -h  —  ; 
in  duobus  posterioribus  vero  transitum  mutari  in  successionem. 

Itaque  si  prius  accesserit  una  successio,  hic  una  quse  in  multipli- 
cando  adfuit,  destrui  potest,  usque    ad   signum,    ad    quod    accensum    est, 

Post  ascensum  eadem  signorum  series,  quas  in  multiplicando  a  signo 
respondenti  est,  sequitur  ;  atque  dicta  denuo  repetuntur ;  patetque  quot- 
vis  descensus  fuerint,  totidem  successiones  oriri  tales,  quas  in  multipli- 
cando  non  erant,  at  vero  per  quemvis  ascensum  posse  successionem 
aliquam,  quse  in  multiplicando  adest,  destrui, 

Interim  deseensuum  nuinerus  in  omni  casu  numermn  ascensuum  uno 
superat ;  nam  aut  ascensus  nullus  est,  aut  datur  ultimus ;  si  nullus  sit, 
tum  si  alius  descensus  non  detur,  saltem  ab  ultimo  signo  superioris  ad 
ultimum  interioris  illi  sequale  descendendo  una  successio  nova  producitur, 
quEe  in  multiplicando  non  fuit ;  si  detur  ascensus,  sive  unus  sive  plures 
fuerint,  erit  ultimus,  nempe  ultra  quem  alfus  non  datur ;  atque  tum  is 
aut  ad  signum  ultimum  seriei  superioris  ascendet,  aut  ad  aliquem  ante 
ultimum ;  in  casu  posteriore  manebunt  signa  seriei  superioris  sequentia 
usque  ad  ultimum,  et  in  utroque  casu  accedet  nova  successio,  descen- 
dendo  ab  ultimo  signo  superioris  ad  ultiinum  inferioris  illi  Eequale. 
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Unde  si  in  multiplicando  fnerint  successiones  rmmero  N,  et  in  facto 
descensuum  numerus  sit  /3,  ascensuum  numerus  erit  /?  —  I;  atque  etsi 
quovis  ascensu  N  uno  minor  fieret,  adeoque  ex  N  fieret  N—  (fi  —  i), 
idem  per  numerum  descensuum  fieret  N — (/? —  i)-{-j3=  N-+-I.  Itaque 
semper  ubi  nova  radix  negativa  infertur,  multiplicatione  per  aequationem 
simplicem    negativum    factum  ad  minimum  unam    successionem  acquirit. 

Atque  hinc  per  superius  dicta  assertum  patet. 

Ex.  gr.  x1  -+-  x'1  —  iox  -+■  8  unam  successionem  et  duos  transitus, 
atque  duas  radices  positivas,  I  et  2,  ac  unam  negativam,  — 4  habet ; 
yi — y*—  loy — 8  vero  uno  transitu  et  duabus  successionibus  gaudens. 
unam  positivam  radicem,  4  et  duas  negativas,  — 1  et  — 2  habet.  Nempe 
radices  posterioris  sunt  radicibus  prioris  plane  oppositse ;  quum  substi- 
tuto  (pag.  393)  — y  ipsi  x,  fiat 

— ^3  -)-_>»=  H-iqy  -i-  8  —  0, 

et  dividendo  per  — 1,  ut  potentia  suprema  a  signo  —  liberetur,  erit 

y1  — jy3 — loy  —-  8  —  0. 

cuius  radix  y  est  opposita  radici  prioris,  nempe  y= — x.  Si  exponens 
potentias  supremse  par  sit,  tum  termini  ad  exponentes  pares  manifesto 
manent,  et  tantum  termini,  in  quibus  exponentes  impares  sunt,  mutantur 
in  opposita  ;  ubi  vero  exponens  supremus  impar  est,  tantum  termini  in 
quibus  exponens  par  est,  haud  excepto  o,  mutantur  in  opposita,  ut 
radices  novse  aequationis  priorum  opposiras  reddantnr.  Ex.  gr. 

x*  -+-  6k3  —  ^x1  —  42X  •+-  40 

habet  radices  1,2 — 4, — 5,  et  radices  ipsius 

x*  —  6x3  —  $x2  -+■  42*  -l-  40 

sunt  — 1,  —  2,  4  ac  5. 

Per  prsecedentia  igitur  si  radices  omnes  reales  sint,  quot  sint  posi- 
tivas  et  negativse,  dignoscitur ;  observando  interim,  quod  si  quis  ter- 
minus  desit,  o  tam  -+-  quam    —    accipi  possit ;    et    si    per    hoc    numerus 
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radicum  positivarum  et  negativarum  diverso  modo  indicaretur,  radicem 
imaginariam  adesse  constet. 

11.  Si  radix  commensurabilis  sit,  illam  numerum  integrum  (per  pag. 
400),  et  factorem  termini  ultimi  (per  pag.  401)  esse  constat.  Itaque  inter 
factores  termini  ultimi  quaerendus  est,  qui  functionem  f(x)  —  o  reddat, 
si  is  in  ea  ipsi  x  ubique  substituatur ;  uti  in  exemplo  proximo,  terminus 
ultimus  est  40,  et  radices,  quum  omnes  commensurabiles  sint,  e  factori- 
bus  integris  ipsius  40  sunt. 

Si  tamen  terminus  ultimus  t  nimis  magnus  sit,  multisque  factoribus 
gaudeat,  facile  poterit  (per  pag.  394)  eequatio,  substituto  y-+-a  ipsi  x  in 
f(x),  in  talem  transformari,  cuius  radici  y  addendum  a  est,  ut  x  prodeat ; 
adeoque  e  factoribus  ipsius  t  illi  tantum  tentandi  erunt,  num  radices 
ipsius  f(x)  sint,  qui  subtracto  a  factores  termini  ultimi  aaquationis  novte 
sunt.  Saspius  sufficit,  a  =  H-i  vel  — 1  accipere ;  et  si  asquationmn  pro 
x  =  y-ha,  et  x—y' — a  transformatarum  ultimi  dicantur  U  et  u,  patet 
factorem  k  ipsius  t  radicem  ipsius  f(x)  nonnisi  tunc  esse  posse,  si  detur 
ipsius    U  factor  talis  y  et  factor  talis  y'  ipsfus    u,  ut  A—y-\-a=^y' — a  sit. 

Ex.  gr.  Pro 

x*  —  4OK3  -+-  595#s  —  39001;  4-  9504  —  o, 

fit  substituendo  y-l-ic  ipsi  x,  asquationis  novje  terminus  ultimus  —4, 
cuius  1,  2,  —1,  — 2  factores  ;  atque  IO+i,  io-i-2,  10 — 1  10—2  radices 
aequationis  prioris  sunt. 

12.  Si  vero  radix  realis  quidem,  sed  non  sit  cum  1  commensura- 
bilis ;  tum  quaarantur  talia  a  et  &,  inter  quae  radicem  cadere  oportet ; 
atque  ipsis  a  et  b  quanto  propius  ad  se  invicem  latis,  radix  inter  ea 
cadens  modo  dicendo  approximetur.  Si  f(a)  positivum  et  f(b)  negativum 
sit,  demonstrabitur  paulo  inferius,  f(x)~o  radice  reali  inter  a  et  b 
cadenti  gaudere ;  itaque  talia  a  et  b  a  se  invicem  quo  minus  differentia 
reperienda  sunt.  Substituendo  nempe  ipsi  x  pro  radice  positiva  mimeros 
o,    1,  2,  .  .  .  et  pro  radice  negativa  o,  —  1,  — 2,  .  .  .  si  ex.  gr.  sit 

f(x)  ~  xi  —  3  x'  —  1  jx  +  43, 
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si  sub  quemque  ponatur  valor  ipsius  fix)  substitnto  illo  numero  ipsi  x, 
erit 

—4,  —3,   —2.  —  h     o,     i,       2,       3,       4,  5, 

— i,    40,     57>     56,  43»  24,       5,  -8»  — 9,  8, 

itaqne  unam  radicem  positivam  inter  2  et  3,  alteram  inter  4  et  5,  ter- 
tiam  vero  negativam  inter  — 3  et  —4  cadere  constat. 

Est  autem  etiam,  ut  substituendo  numeros  ipsi  x  decrescat  aliquamdin 
f(x),  et  tum  item  crescat  manente  signo  eodem  :  ex.  gr.  sit 

erunt 

numeri  .  .  .  — 2, 

valores  ipsius  f(x)  ...     81, 

atque  radix  positiva  erit,  si  quidem  realis  fuerit,  inter  2  et  3,  ant  inter 
3  et  4;  tentandum  in  tali  casu  est,  addendo  +w<;i  in  hoc  casu  ipsi  3, 
num/(3±B)-^-o;  quo  in  casu  3±*y  eo  propius  radici  erit,  quo  minus 
f(3±<'>)  erit.  Si  vero  /"(3  rb (•>)  neutiquam  tendat  ad  o,  tum  radices  omnes 
imaginaria;  erunt,  siquidem  fix)  abinde  signo  eodem  utrinque  crescat  sem- 
per,  ab  illo  termino  seriei  tam  ad  dextram  quani  ad  lasvameundo.  In  hoc 
quidem  casu,  pro  o  —  —  est 


2x2  —  2ix-t-55  ; 

Ij     °,      I|     2,     3, 

4, 

•3,  55,  33,   13,     1, 

3, 

/(3-1)  = 


adeoque  radix  inter  3 -i-  —  et  3  -+-  —  ±-^-  est. 

Omnia    haec    autem    illustrantur,    si    x   tanquam    abscissa   et    fix  1 
ordinata  abscissce  x  respondens  consideretnr,  et  quseratur  tale  c  ut 


f(c)=y  =  o 

sit ;  atque  ad  ductum  linea;  per  extremitates  ordinatarum  descriptae 
reflectatur,  nempe  si  a  fine  abscissas  a  puncto  in  Iinea  abscissarnm  lato, 
donec  ex  a  fiat  h  ;  posito  interea  f(x)  semper  reale  finitum  esse,  tran- 
sibit  linea  ex  una  plaga  in  alteram  per  partem  abscissse  inter  fines 
ipsarum  a  et  b,  si  fia)  positivum  et  f(b)  negativum  sit. 
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13.  Ut  tamen  molestia  tot  numeros  tentandi  minuatur;  e  re  est  cer- 
tos  nosse,  intra  quos  tentare  sufficiat ;  nec  de  aliis  nisi  positivis  radi- 
cibus  agere  necesse  est,  quum  asquatio  facile  (pag.  393,!  in  talem  mute- 
tur,  cuius  radices  positiva;  per  — i  multiplicatas,  radices  negativas  prio- 
ris  prasbeant ;  dicuntur  autem  limites  radicum  positivarum  duo  valores 
eiusinodi,  quorum  unus  maior  quavis  radice  illius  xquationis  positiva, 
alter  vero  minor  quavis  radice  positiva  eiusdem  sit. 

Si  quaevis  radix  positiva  <I  fuerit,  tura  i  est  unus  limes.  Considere- 
tur  itaque  radix  positiva  unitate  maior  pro  sequatione  gradus  n. 

Sit  — M  coefficiens  negativus  maximus,  et  ■ — N  %\X.  coefficiens  termini 
negativi  primi,  terminorum  omnium  /s-ti,  haud  numerato  primo  :  erit  ter- 
minus    m-tus    = — Nxn~~m  ;  et  si 

x  >  i  -+-  f~M 

accipiatur,  pro  x  positiva  et  unitate  maiore  valor  ipsius/"(x)  certo  positivus  erit. 
Nain  tumsummatermmorumabm-tousqueadillum,in  quox°est,  etsi  omnes 

Mixn~~m~^~i l)  _. 

coefficientes  seorsim  — — AJ  cs.scnt,  esset  — — ■-■■-,  si  — Mxn    m 

primus,  et  x  exponens  ponatur  per  (pag.  151.J;  quo  si  xn  inauis  sit,  f(x)  posi- 

tivum    erit,  nempe  si    ipsi   x   tale    a   positivum    substituatur.    Fiet    vero 

boc,  si 

a>I+f¥ 

sit ;  nam  tum  pro  a~>\   erit 

a-l>V~M, 
et 

(a  —  i)m>-Mf 

[a  —  i)am~l>M; 


atque 


et  binc  multiplicando  utrinque    per  — „j^, — 1  erit 


quod  si  fuerit,  tanto  fortius  fiet 
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a  — i 


consequenter  ftx)  positivnm  erit,  si  ipsi  x  substituatur 

«  >  H-  yf~M. 
Facile  hoc  ad  exempla  proxima  allata  applicatur. 


asquatio  ordinetur,  reperta  tali  quantitate  Q,  qua  si  y  maius  accipiatur, 
valor  functionis  novse  positivus  sit,  erit  pro    Q'~>Q, 

*   <!_ 
per  y  radicem  positivam  novse  aequationis  intelligendo ;  adeoque 

nempe  -L-  est  minima  radice  positiva  aequationis  minor.  Itaque  in  prae- 
cedentibus  tale  prodierat,  quo  radix  maior  esse  nequit,  quia  tum  f(x) 
iieret  positivum  et  non  o,  hic  autem  tale  prodiit,  quo  *  maius  est. 

[5.  Quoad  radices  negativas  autem  transformanda  eequatio  in  talem 
est  iper  pag.  406),  cuius  radices  positivae  per — 1  mukiplicatae,  exhibeant 
radices  negativas  prioris ;  atque  limitibus  radicum  positivarum  sequatio- 
nis  novse  qua?sitis,  limites  radicum  negativarum  prioris  reperientur. 

Vix  autem  monendum  est,  heic  limitem  non  sensu  superiore  accipi ; 
item  quod  si  radix  una  a  ipsius  f[x)  =  o  prodierit,  {._„  prtebeat  asqua- 
tionem  uno  gradu  inferiorem,  cuius  radices  pariter  quasri  possunt.  Patet 
etiam,  quod  si  terminus  ultimus  deficiat,  nnam  radicem  o  esse ;  nempe 
si  o  substituatur  ipsi  x,  functio  ad  o  redigetur  ;  est  quoque  termini  ultimi 
o  unus  factor  =0.  Ita  si  terminus  secundtis  deiiciat,  summa  radicum  =  o 
est  :pag.  399),  adeoque  summa  radicum  positivarum  est  summse  negati- 
varum  aequalis.  Ita  etiam  patet  coefficientem  termini  secundi   non  posse 
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realera  esse,  nisi  radices  hnaginarite,  si  adfuerint,  se  invicem  destruant. 
Patet  quoque  radicem  positivam  non  dari,  si  coeficientes  omnes,  etiam 
ipsius  x",  positivi  sint ;  nam  tum  pro  quovis  valore  positivo  ipsius  x, 
valor  positivus  et  non  o  erit. 

16.  Si  autem  sequationis  radieem  per  dicta  inter  certos  integros  con- 
tineri  constet,  atque  tentationibus  inter  illos  factis,  prodierit  tale  w,  ut 
vera  radice  x  dicta,  sit  ex.  gr. 

nempe 

X  —  W  -\~f 

denotante  f  fractionem  veram  exiguam ;  erit  methodo  Newtoniana 

x"     =    [w -\-f)n      =    w"      -\-nw"~if-\-ff 
px"~'= p\w  ^-f\"~l  =pwn~x  -\-  p  [n  —  i\wn~2f  -\-f"f, 


t=t; 

atque  f'f-^-f"f-\~  .  .  .  ,  id  est  summa  terminorum,  in  quibus  fractio  vera 
f  ad  una  altiorem  potentiam  eievata  est,  Ff  dicta :  erit 

f\x)  =  wn  -\-pwn~ '  -+-  qw!'~2  -\-   .   .   .   -\-sw-\~t 

-\-{nwtl~l  -hpin  —  i)w"~2  -\-q  tu  —  2!w"~3-h  ...-hs)f-\-Ff=o; 

atque  hinc 

,_  __  w"  -+-pWn~2  -+•  qw7'-*-^  .  ■  .  ■+- SW -+- 1 -j-  Ff 

nwn~~l-\-p[n — 1)  wn  ~2  ■+-  q  in — 2]wn~ 3 -\-  .  .  .  -\-s 

tmde  ex  asquatione  et  quantitatis  deficientis  Iimite,  asstimando  maximum 
errorem  qui  committi  potest,  negligendo  Ff  oh  potentias  fractionis  veras 
exiguae  altiores,  omisso  Ff  fit 

Wn  -J-  bmn~l  -+-  nm"~^  -J-    .        .    -4- t 

x  =  w  -+-f  =  W 


nwn    '  -+-  («  — l)/«i*    2  -+-  [n  — 2)  qwn 
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et  ad  denominatorem  eundem  reducendo,  et  addendo  fit 

_  [n—i)wn  -\-{n  —  2)pwn~l  -H  [n  —  3)  qwn~z  -4-  .  .  .  —  t 
nw"~l  -h  («  —  l)pwn~2  +  (n  —  2)qw"~ ■> -h  .  .  .  -hs 

Approximando  hoc  pacto,  valore  reperto  w'  item   novum  /  quseritur,  et 
operatio  iuxta  dicta  toties  quoties  repetitur. 

Altera  methodus    est    LAGRANGEiana.    Si  nempe    prodierit    integer    a 
radice  proxime  rainor,  aut  valor  talis  uti  supra  w,  ut  sit  radix  vera 


y 

substituatur  a 

ger  b  ipso  y  pr  xime  minor  ;  itaque 


-  (pro  y  >  I), 


a-\--j — —  < 


ubi  item  y'>i,  et  zequatione    proxima    in  qua  a- 

est  /j  (y)   dicta,    substituatur    b  - 

b'  ipso  y   proxime  minor ;  atque  fdem  semper   repetatur ;    ita   ut   si  pro- 

dierit  h  cum    11  accentis,  quod  dicatur  /?,  integer    ipso  y  totidem    accen- 

tis  insignito,  quod  dicatur    Y,    proxime  minor,    substituatur  in  aequatione 

novissima  /^H — p^y    ipsi    Y,   per    Y'   intelligendo  y   uno  accento  pluribus, 

quam  Y  habet  nempe,  ,«-hi   accentis  praeditum, 

Eritque 

1 

x  — ■  a 

"  '"  ~6'+ 


"  b''-\ 


Itaque  radix  incommensurabilis  fractione  continua  dicta  in  infinitum 
protensa  approximatur ;  sed  de  fractionibus  continuis  paulo  inferius  age- 
tur.  Patet  vero  superius  incipiendo  usque  ad  5,  b', '  b",  .  .  .  altefnatim 
esse  valorem  radice  maiorem  minoremve,  quam  si  illi  b,  ubi  subsistere 
libet,   1   addatur. 
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§.    40. 

Si  plures  fuerint  incognitEe  x,  y,  .  .  .,  et  totidem  aaquationes  gradus 
primi  tales  dentnr,  quarum  nullius  veritas  aut  falsitas  e  reliquis  ffuit : 

1.  Aut  quteritur  ex  una  valor  ipsius  x,  quasi  reliquas  incognitas  notse 
essent,  et  reperto  valore,  substituto  ipsi  x  in  Eequatione  sequenti,  quee- 
ritur  ex  hac  valor  ipsius  y,  qui  hoc  pacto  neque  x  nec  y  continet ; 
atque  si  z  adfuerit,  substituto  in  aequatione  sequenti  valore  ipsius  x 
prius  reperto,  et  tum  ipsi  y  substituto  ubique  valore  proxime  reperto 
prodibit  aequatio,  in  qua  x,  y  non  amplius  adsunt,  et  nonnisi  z  est,  si  in 
initio  tantum  x,  y,  z  fuerint ;  adeoque  z  reperitur ;  et  inde  regrediendo, 
ex  sequatione,  in  qua  nonnisi  y  et  z  erant,  substituendo  valorem  ipsius 
z,  prodibit  y,  atque  ex  aequatione,  in  qua  x,  y,  z  sunt,  substitutis  iam 
repertis  valoribus  ipsorum  x,  y  prodibit  x  quoque. 

Quotvis  autem  fnerint  incognitae  numero  fx,  progrediendo  ad  sequatio- 
nem  sequentem  y-tam  incognitas  numero  v  —  i  disparent ;  adeoque  de- 
mum  una  manet ;  inde  reperto  huius  valore  per  asquationes,  per  quas 
descensum  est,  ascendendo  omnes  prodeunt. 

2.  Aut  ita  transformantur  tequationes,  ut  e  summa  earum  nova 
sequatio  promanet  talis,  in  qua  coefficiens  omnium  incognitarum,  prteter 

quo    pacto    incognita  ista  reperitur. 


unam,    qnam    qu 

asrere 

libet, 

0    sit ;    quo 

Ex.  gr.  Sit 

a  x  -+-  by  =  c, 

dx  -H  tiy  —  c 

erit  (iuxta  ij 

x  =  -—-K 

quo  substituto  in  yequatione  sequenti  erit 


d(c —  by\       ,,        dc — dby       ,, 
c  —  — '- — -  -  ■-"-  -+-  by  —  - — -  — — •*-  -+■  by 


/,,      a'b  \   ,    a'< 

y[i-  -„    +-„ 
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atque  hinc 


consequenter 
atque  hoc  in 
substituto,  fit 


a'c  —  c'a    b'a  —  db 

y+—„ — :  —n — = 


ab' — bd        ab' — ba'  ' 
c  —  by 

cb' —  bc 


Idem  modo  secundo  prodit ;   nempe    multiplicando  a;quationem  prio- 
rem  per  b',  posteriorem  per  — b,  et  addendo  fiet 

x \ab' —  a'b\ -\-y  [bb' —  bb')  —  cb'  —  bc, 

unde  x  idem  prodit,  quod  prius.  Pariter  y  prodit. 

Utrumque  ad  tres  pluresve  incognitas  applicari  potest. 

Exempla. 

a)  Quaerantur  duae  quantitates  x  et  y  tales,  ut  x  -\-y  =^ s  et  x  —  y  —  d ; 
erit  methodo  priore 

quo  substituto  in  sequente,  est 

s  —  v  — y  =  d, 


undc 
adeoque 


et  hoc  substituendo  in 

fit 


-  2y  =d  —  5, 

2y  =  s  —  d, 
s  —  d 
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Modo  posteriore   substituto    s   ipsi  c,  et  ^/  ipsi  c,  ac   i  ipsis    a    et    a' 
et  3,  atque  — l  ipsi  b' ;  erit 


ut  prras. 

3)  Nota  est  mulorum  de  sarcinis  suis  conquerentium  fabula.  Prioris 
sarcina  est  *,  alterius  y ;  is  tantam  esse  suam  queritur,  ut  si  hic  illi 
pondus  =i  traderet,  leque  gravati  essent ;  hic  autem  respondet  suum 
pondus  duplum  fore,   si  is  illi  i   traderet.  Erit  hinc 

X.~\~  I  —  y  —  i, 
et 

V+  I  =  2{X  —  l). 


2x—y  =  3; 

itaque  multiplicando  superiorem  per  — 1,  et  addendo,  id  est  superiorem 
subtrahendo  ex  inferiore    coefficiens  ipsius  y    erit  o,  et  .v— 5    erit,    quo 
substituto  in  quavis  Eequatkme,  erit  y  —  7. 
Idem  prodit,  si  superius  ponatur 

Exempla  ad  plures  incognitas  passim  reperire  et  Tyrones  ipsi  con- 
dere  possunt ;  quotvis  autem  incognitae  fuerint,  ingeniosa  a  Bezout  data 
regula  reperiri  possunt.  Nimirum  : 

Si  e  rebus  a,  b,  c,  d  construantur  permutationes  ita,  ut  prius  prodeant 
ab  et  ba,  ac  priori  prasponatur  signum  -l-.  posteriori  — ,  et  semper  om- 
nibus  permutationibus  factis  literarum  permutatarum  suscipiatur  operatio 
sequens,  cum  singulis  eo  ordine  quo  prodierunt;  nimirum  sequens  litera 
nova  postponatur,  deinde  migret  ista  semper  uno  porro  versus  sinistram, 
donec  omnes  ad  dextram  post  se  relinquat ;  et  prima  harum  permuta- 
tionum,  in  qua  litera  nova    ultima    versus  dextram    est,    retineat    signuin 
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illins,  cui  postponitur,  reliquse  'autem  quavis  migratione,  uti  prodeunt, 
signum  mutent ;  atque  si  prodierint  permutationes  A,  B,  .  .  .  ,  prius  ex 
A  generentur  modo  dicto  aliae,  tum  ex  B,  et  ita  porro,  ac  ordinentur, 
uti  prodierunt,  prius  ex  A  generatse,  tum  ex  B  generatse,   &. 

Regula  porro  est  sequens.  Quod  si  fuerint  tot  incognitse  quot  aequa- 
tiones  primi  gradus,  et  coefficiens  ipsius  x  sit  litera  a,  coefficiens  ipsins 
y  sit  litera  b,  ipsius  z  lilera  c  et  ita  porro  ;  quaevis  in  prima  sequatione 
sine  accento,  in  secundo  cum  uno,  in  tertia  cum  duobus,  et  ita  porro ; 
ad  dextram  vero  sit  litera  sequens  post  omnium  coefficientium  literas 
cum  eodem  accento,  quae  in  asquatione  est ;  litera  ista  vero  denotct 
partem  sequationis  cognitam,  ita  ut  alterius  membri,  quod  ad  sinistram 
est,  qiuvis  terminus  sit  factum  ex  incognita  in  cognitam  ;  tum  in  deno- 
minatore  describantur  literarum  coefficientium  permutationes  omnes,  quae 
literas  illas  omnes  continent,  illo  ordine  quo  modo  dicto  prodierunt, 
atque  iis  signis  afficiantur,  quibus  prodierunt.  Tum  pro  valore  cuiusvis 
incogmtse  scribatur  in  numeratore  supra  literam  coefficientis  incognitu; 
illius  litera,  quse  ad  dextram  est ;  praeter  hoc  vero  supra  quamvis  lite- 
ram  denominatoris  ponatur  in  numeratore  quoque  litera  eadem,  et 
signa  -h,  —  eadem  sint  in  numeratore,  quam  in  denominatore ;  et  in 
quovis  termino  tam  nuraeratoris  quam  denominatoris  litera  prima  sit 
sine  accento,  quaevis  sequens  vero  acquirat  unum  accentum. 

Demonstratione  ingeniosa  et  elegans  hstc  lex  digna  videtur.  Si  valet 
hsec  regula  de  quotvis  incognitis  usque  ad  certum  numernm  v  incogni- 
tarum,  a  2  incipiendo,  demonstratur  valere  etiam  de  numero  incognita- 
rum  uno  maiore  ;  atque  verum  est  de  2,  de  3,  .  .  .  incognitis  ab  induc- 
tione,   ^. 

I.  Exprimantur  literas  numeris,  primse  incognitee  x  coefficiens  a  nti- 
mero  1,  secunda?  y  numero  literse  ipsius,  nempe  per  2,   Eff. 

Multiplicentur  omnes  fequationes  praster  ultimam,  priraa  per  m,  sequens 
per  n,  tertia  per  p,  quarta  per  q,  £jf .  .  .  Sint  m,  n,  p,  q,  .  .  .  integri;  ttim 
subtrahatur  ultima  sequatio  e  summa  priorum,  atque  in  differentia  pona- 
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tur  omnis  incognitae  praeter  illam,  cuius  valor  quseritur,    coefficiens  —  o, 
et  erit  valor  incognitae,    cuius    coefficiens  remansit,    asqualis    membro    ad 
dextram  diviso  per  coefficientem  incognitae. 
Ex.  gr.  Sit 

I     X-+-2    _V  -*-  3    Z-+-  4    U-Y-  $    V  =  6, 

1'  x-+-  2'  y-+-$'  z-\~  4'  «  +  5'  v  =  6', 
1"  x  -l-  2"  y  -+-  3"  #  ~h  4"  «  -4-  5"  ©  =  6", 
i'"  a;  -4-  i"  y  -+■  3'"  2  4-  4'"  a  -l-  5"'  z;  —  6'", 
1 ""*  -t-  2""y  -+-  3""z  -+-  4""u  -+-  s""v  =  6"", 
erit 

x{m\-+-ni'-+-pi"-+-gi'" — i"")  —  m6  -+-  n6'-+-p6"-+-  g6'" —  6"", 
et 

-  q6'" —  6"" 


si  nimirum 


'  mi-+-m'-+-pi"-hgi'" 


1112  -+-  H2  -+-p2  -+-  (/2    —1     , 

m3  -h  nj-hpf-h  qf=  f", 

m4  -h  n4'-+-p4"-h  q4"—  4"\ 

w5h-«5'+/5"h-?5'"=5"". 
Ita  valor  cuiusvis  alius  incognitEe  per  dicta  determinatur ;  et  patet 
expressionem  valoris  ingredi  numeros  indeterminatos  m,  n,  p,  g  nempe 
novas  incognitas,  sed  datis  una  pauciores,  pro  quibus  totidem  asquatio- 
nes  dantur ;  adeoque  si  pro  tot  incognitis  valeat  regula  a  Bezout  data, 
determinentur  ope  istius  incognitas  m,  n,  p,  q,  et  in  valore  ipsius  x 
substituantur  valores  reperti ;  idem  fiat  pro  valoribus  y,  z,  .  .  . ,  et  inqui- 
ratur,  num  valores  hoc  modo  reperti  regulce  congrui  sint.  Posito  vaiere 
regulam  de  v  incognitis,  cuius  vicem  modo  subeat  4 ;  determinabuntur 
iuxta  regulam  incognitas  m,  n,  p,  q  ex  asquationibus  earum  dictis,  quas 
modo  sequente  exprimantur : 

im  _j_2w  -+-3p  -+-4q  =5, 
\'m  -+-2'n  -+-3'p  -+-4'q  —  5', 
i"m  -+-  d'n  -+-  2,"P  -h  +"q  =  5", 
\'"m  -h  2'"«  -+-  $'"p  -h  4"'q  =  5"', 
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ubi  pernumerum  denotetur  quidem,  quotsenam  incognitas  coefficiens  intel- 
ligatur,  sed  valor  ab  illo,  quem  numerus  idem  sine  stellula  denotat  in 
prioribus  asquationibus,  diversus  significari  queat. 

II.  Interim  valores  incognitarum  ex  proximis  Eequationibus  per  regu- 
lam  a  Bezout  datam  expressi  facile  in  numeros  stella  carentes  transferri 
modo  sequente  possunt.  Nempe  i  denotat  2,  1'  denotat  3,  et  ita  porro 
deorsum  numero  accentorum  uno  maior  uno  maius  denotat ;  porro  2  mu- 
tatur  in  2',  3  in  2",  4  in  2'";  ita  1'  in  3,  2'  in  3';  verbo  numero  accen- 
torum  additur  2,  ut  procleat  numerus,  et  numerus  unitate  mulctatus  dat  ac- 
centorumnumerum  ;  nam  in  suprema  aequationumproximarum  accentus  ubi- 
que  o  est ;  in  illis  sequivalentram  suprema  vero  est  ubique  2  =  o  -f-  2  ;  accen- 
rusque  in  hac  est  in  loco  primo  o  —  1—  1  tum  quovis  loco  accedit  unus 
accentus,  uti  numerus  crescit  uno  in  sequationum  primitivarum  suprema; 
porro  autem  in  his  in  quavis  columna  verticali  deorsum  accenti  in  qua- 
vis  Hnea  uno  crescunt,  uti  numeri  in  prioribus  in  quavis  linea  eadem 
horizontali  manentes  iidem  ;  itaque  2  addito  numero  accenti  dat  semper 
numerum  prioris ;  et  accentum  esse  semper  o  patet,  dum  1  transfertur, 
qualivis  accento  gaudeat,  2  vero  dare  accentum  ';  et  cum  in  primitivsi 
a^quationibus  numeri  in  quavis  linea  horizontali  ab  1  progrediantur,  prio- 
rum  vero  idem  numerus  quovis  loco  unum  accentum  nanciscatur,  est 
numerus  accentorum  in  translatione  numerus  translatus  unitate  mulctatus, 
Ubi  nullus  accentus  est,  reputetur  pro  accento  o.  Aequationes  ipsorum 
m,   n,  .  .  .  ipag.  4171  primitivas  dicuntur,  quibus  priores  aequivalent. 

Si  igitur  numerus  incognitarum  in  eeqnationibus  totidem  prius  pro- 
positis  quivis  sit,  et  lex  de  incognitis  una  paucioribus  valeat ;  considerato 
casu  proposito,  in  quo  numerum  5  e  demonstratione  ipsa  quemvis  reprae- 
sentare  posse  patebit,  pro  valore  ipsius  x  erit : 
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si-;_t:o  ti.i.tja. 


5  2'  3"  4'"  —  5  2 

4"  3'"  -t-  5  4'  2"  3"'  —  . 

I   2'  3"  4'"  —    I    2 
*  *    *    *          *  * 
i   5'  3"  4'"  -   i  5 

4"  3'"  H-  i  4'  2"  3'"  —  • 
4"  3'"  ■+■   i  4'  5"  3'"  —  • 

*  *    *    *           *  # 
i   2'  3"  4'"  —    I   2 

I     2'    S"   4™    —    I    2 

4"  3"  +  i  4'  2"  3™  —  . 
4"  5'"  +   '  4'  2"  5"  —  ■ 

i    2'  3"  4'"  —   I    2 
i  2'  3"  5'"  —   i  2 

4"  3™  +  i  4'  2"  3'"  —  . 
S"  3'"  ■+-  i   5'  2"  3'"  —  ■ 

i   2'  3"  4'"  —  i  2 

4"  3"  ■+■  i  4'  2"  3'"  —  • 

atque  translatione  fper  II)  facta  erunt  valores 


2345 

,  _  2   3""4"  S"' 
2   3'  4"  5'" 
._  2   3'  4""5"' 


2 


3  4  5~- 
3'  4"  5""—  • 
3'  4"  5'"—- 


2  3 

_  2  4" 

2  3' 

_  2  3' 

2  3' 


4  5  -■ 
5'"  3""— 
4"  5'"-- 
5"' 4""—  ■ 
4"  5"'  —  - 


Ita  si  quasvis  alia  incognitarum  quasratur,  eodem  modo  reperiuntur 
talia  m,  «,  .  .  .  Ut  coefficientes  reliquarum  evanescant ;  atque  quum  pro 
aliis  incognitis  non  eadem  m,  n,  .  .  .  ponantur,  et  statim  dicenda  Jlf, 
_VJ  .  .  .,  non  eadem  pro  diversis  incognitis  sed  concernentia  intelligantur. 

Quae  de  valore  ipsius  x  demonstrabuntur,  mutatis  mutandis  ad  y,  z,  .  .  . 
applicari  poterunt. 

Quomodo  autem  ad  singularem  hanc  regulam  perveniri  potuerit,  per- 

spici  ex  exemplo  (pag.  413)    allato    potest,   sicubi  coefficientes  incognita- 

rum  simul  cum  coefficiente  potentias  exponentis  o  ita  ut  ibi  designantur, 

denotare  contigit. 

Denominator  tam  valoris  m,    quam    reliquarum  incognitarum  n,  p,  q 

*  *  *  # 
est  idem,  continens  omnes  permutationes  numerorum  1,  2,  3,  4,  dicatur  d\ 

et  denominator  d  valorum  eorundem  m,  n,  p,  q  postquam  modo  dicto  in 

numeros  stellula  carentes  translati  sunt,  dicatur  D ;    numeratores  autem 

53" 
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iint  M,  I 

/,  P,   Q.  Eritque 

6 . M-t-  6'. N-v- b"P-¥- 6'".  Q       ,„„ 
D 

x~    iM-¥  i'i\M-  i"P-t-  i'".  Q      r, 
D 

6 .  M -t-  6'.  iV-t-  6".  P+  6'"  0  —  6""  D 

i.M-h  i'.  iV-h  i".P+  i'"0—  i""Z) 

Ita  pro  reliquis  incognitis  quoque  respective  concernentibus  m,  n,  p,  q 
repertis  erunt,  pro  quavis  incognita  concernentia,  id  est  pro  illa  pro- 
deuntia  M,   N,  .  .  .,  intelligendo 

_  6.M~h6'.N-h6". P+6"'Q—6""D 

^  2.M-h2'.N-h2".P-+-2'"Q—2""D      ' 

6 .  M-+-  6'.  N-h  6".  P-h  6'"  Q  —  6""  D 
Z  ~~  3 .  M-h  3'.  N-¥  3".  P-h  3'"  Q  —  3""  D    ' 
—  6-M~+~  6'-  N-h6".P+6'"Q—  6""D 
4.M-V-4-  N-h 4". P-h 4"  Q  —  4"" D    ' 

III.  Si  translatio  formularum,  qua  D  ex  d  et  qua  M,  N,  P,  Q  pro- 

deunt  consideretur,  cum  per    hypothesim  in  quovis  termino  sint  accenti 

o  -  "  «'  patet  (per  II)  prodire  in   qnovis  termino  ipsorum  D,  M,  N,  P,  Q 

numeros  2,  3,  4,  5,  accentos  vero  in  D  esse  in   quovis  termino  o  -  «  »< ; 

quia  terminus  quilibet  ipsius  d  est  permutatio  numerorum   1,  2,  3,  4  ;  unde 

etiam  in  D  prodit  permutatio  quaevis  numerorum  2,  3,  4,  5,  quia  prouti 

in  d  permutantur  numeri  i,  2,  3,  4  imaginis  2,  3,  4,  5  ab  accentis  con- 

stantibus  o  -  •>  <»  pendentis,  accenti  ita  migrant  in  imagine  dicta  omni  per- 

mutatione  possibili ;  itaque  si  semper    iuxta   accentos    disponantur,   patet 

permutationem  quamvis,  nec  eandem    imaginem    bis,    prodire,    quia    tum 

permutatio  eadem  in  d  bis  occurreret. 

Porro  cum  in  expressionum  illarum,  e  quibus  M,  N,  P,  Q  depromta 

***** 
sunt,  quavis  adsint  omnes  permutationes    numerorum  1,2,3,4,5,  nempe 

in  illa,  e  qua  M  translata  est  absque   1,  in  illa  e  qua  iVtranslata  est  abs- 

que  2,  absque  3    in    illa    e    qua  P  &   deprompta    est    (per  hypothesim) ; 
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patet  adesse  quidem  in  quovis  ipsorum  M,  N,  P,  Q  omnes  permutatio- 
nes  numerornm  2,  3,  4,  5,  sed  in  M  deesse  accentum  o  propter  defectum 
numeri  1  in  expressione,  e  qua  deducitur,  in  N  deesse  accentum  ',  in 
P  accentum  ",  in  Q  accentum  '"  propter  defectum  numerorum  2,  3,  4  in 
expressionibus  primariis  dictis  ;  nempe  (per  II)  ubi  1  deest,  in  translato 
accentus  o  deest,  nam  numerus  accenti  est  Eequalis  numero  ipsi  unitate 
mulctato ;  ita  ubi  2  deest,  in  translato  accentus  2 — 1  =  1  deesse  debet  &. 

Si  iam  in  expressione  superiore  ipsius  x  in  numeratore  cuivis  termino 
ipsius  M  praeponatur  6  sine  accento,  in  quovis  termino  ipsius  N  prae- 
ponatur  6'  cum  uno  accento,  scilicet  ibi  datur  accentus  o,  in  P  loco 
tertio  ponatur  in  quovis  termino  6",  in  Q  loco  quarto  6'"  in  quovis  ter- 
mino  et  6""  loco  ultimo  cuiusvis  termini  ipsius  D ;  in  denominatore  vero 
plane  in  loca  dicta  ponatur  1  cum  iisdem  accentis ;  prodibunt  superius 
permutationes  omnes  numerorum  2,  3,  4,  5,  6,  inferius  omnes  numero- 
rum  1,  2,  3,  4,  5;  et  quum  ita  ordinentur,  ut  in  valore  ipsius  x,  ubi 
1  infra  stat,  semper  6  stet  supra  1,  reliqui  numeri  etiam  in  quovis  ter- 
mino  iidem  cum  iisdem  accentis  in  quavis  verticali  iidem  esse  poterunt, 
Itaque  pro  valore  ipsius  x  hixta  regulam  BEZouT-i  prodeunt  termini, 
prEeterquam  quod  sjgna  rite  prodiisse  demonstrandum  supersit. 

Idem  pro  alia  incognita  patet,  si  hasc  locum  in  Eequationibus  cum  x 
permutet. 

IV.  Quod  autem  signa  attinet :  sit  fi  numerus  incognitarum  in  aequa- 
tionibus  totidem  propositis ;  erunt  m,  n,  ...  numero  ,« — 1  ex  totidem 
asquationibus  determinanda.  Dicantur  permutationes,  quse  pro  valoribus 
ipsorum  m,  n,  .  .  .  (per  hypothesim)  iuxta  regulam  Bezouti  rite  prode- 
unt,  primitivae,  et  easdem  (pag.  417)  in  numeros  stella  carentes  trans- 
latas  dicantur  translatae  priorum ;  denotetque  heic  Htera  in  locum  expo- 
nentis  accento  postposito  numerum  accentorum  illius  numeri,  cui  quasi 
exponens  adponitur. 

Qiuevis  primitiva  permutatio  numerorum 
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gaudet  signo  -H,  regulae  BEZOUT-i  convenienti,  et  translata  quoque  illius 
signum  idem  retinet,  atque  permutatio  cuivis  superimposita  signo  eodem 
gaudet. 

Erit  autem  fi  aut  par,  aut  impar ;  et  ,« —  i  in  casu  priore  fiet  impar, 
et  par  in  posteriore.  Si  ,«  par  fuerit,  prodibunt  pro  valore  ipsius  x  (pag. 
420}  termini  denominatoris  omnes,  quoad  numerum  accentorum  ordinati, 
rcgula*  convenientes ;  nempe  tum  permutationes  in  D  regulse  contra- 
riis  signis  prsedita?,  prasposito  signo  —  valorem  regulas  convenientem 
dabunt,  ut  statim  patebit. 

Si  vero  u  impar  fuerit,  tum  omnes  denominatoris  permutationes, 
simul  cum  termmis  ipsius  — l^11  D,  iuxta  numeros  accentorum  ordi- 
natas,  signa  regulas  contraria  habebunt ;  atque  tam  numeratoris  quam 
denominatoris,  opposita  accipiendo,  valore  ipsius  x  immutato,  singuli 
termini  signa  regulae  convenientia  nanciscentur. 

Consideretur  enimvero  prius  tantum  in  d  permutatio  primitiva  prima, 
et  huic  in  numeratore  superimposita.  Nempe 


1   2' 3".  .  .  (/j.  —  i'r~2)  -+•.,. 

erit  superioris  translata  una  permutatio  ipsius  M,  inferioris  translata 
erit  una  permutatio  ipsius  D ;  eritque  translata  numeratoris,  si  extremi 
permutentur,  iuxta  numeros  accentorum  ordinando 

$  4"  .  .  . /u^r 2^-tY , 

inferior  autem  erit  (per  II.) 

2  3' 4".  .  .  filft~»)\ 

Atque  hinc  pro  valore  ipsius  x  in  ~  nj~. —  per  translationem  pro- 

dibit 

(,«-n).3'.  4". . .  fjte-~2Y.  2i!l~l) '  -h  .  .  . , 
r.iW...  «&—■).  a***-1^  .  .  ? 
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D.  i  ^-V 
autem  prodibit 

2.3'.4"...^^'.(i«+l)f^~1)'+... 
2. 3'.  4".  ..fi1"-*)', !&-*)'+.., 

Termini  tantum  denominatoris  considerandi  veniunt ;  nempe  in  deno- 
minatore,  si  incognitae  numero  ju  fuerint,  permutationes  numerorum 
1,2,  .  .  .,  fi  omnes  prodeunt,  et  dein  pro  x  supra  i  ubique  ponitur  ft-hi, 
reliquis  literis  autem  iisdem  etiam,  signa  accentique  ubique  eadem  po- 
nuntur. 

Translalee  permutationes  quaavis  cum  primitivis  eodem  signo  gaudent, 
tantum  valorem  facti  e  quantitatibus  permutatis  tanquam  factoribus  pro- 
ducti  respiciendo ;  sed  preeposito  i  tanquam  multiplicatore  permutatio 
i  3' 4".  .  .  /u^~3>  2"*— '' ,  quse  quoad  valorem  signo  -+-  gaudet,  ut  factum 
ex  1  et  translata  ipsius  -+-  1  23...  (,«  — l)^- 2' ,  si ft.  impar  fuerit,  iuxta 
regulam  signum  —  habebit, 

Nam  numerus  numerorum  in  permutatione  inter  1  et  2  erit  ,«—2, 
adeoque  par,  si  ,«  par  fuerit,  et  impar  si,  /u  impar  sit ;  12  vero  habe- 
bat  -+- ;  ponatur  prius  3  ad  finem  dextrum,  manebit  signum  idem,  per- 
mutet  3  locum  cum  prascedente  2,  fiet  — ;  ponatur  sequens  nempe  4  ad 
finem  dextrum,  manebit  — ,  permutet  4  locum  cum  3,  fiet  -+- ;  et  ita 
porro,  semper  numerus  sequens  inmediate  maior  ponatur  ad  finem  dex- 
trum,  qui  signum  praecedens  retinens  permutet  locum  cum  prascedenti, 
donec  nullus  maior  supersit.  Hoc  pacto  patet  toties  permutari  signum, 
quot  numeri  inter  extremos  simt,  et  si  numerus  mutationis  signi  par  sit, 
signum  -+-  manere,  si  impar  sit,  signum  —  iuxta  regulam  fieri.  Itaque 
pro  jli  pari  id,  quod  prodit,  convenit  regulas,  pro  ft  impari  autem  contra- 
riatur. 

Item  si  fi  par  sit,  —  D.i^*~ l>  legi  conveniens  est ;  si  ft  impar  fuerit, 
contrariatur.  Nam  tum  1  erit  ultimus ;  nempe  heic  numerus  accenti  uno 
auctus  Eequalis  est  numero  loci ;  numeri  intermedii  sunt,  qui  prius  in  ter- 
mino    primo  ;   itaque  quum  21   gaudeat    iuxta  regulam  signo  — ,  prodibit 
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pro  su  pari  Di^—1)  Cum  signo  — ;  itaque  factum  Dl^~^  iuxta  regu- 
lam  quoque_ signum  —  habebit ;  valori  ipsius  x  etiam  satisfaciendo. 

Si  vero  a  impar  fuerit,  prodibit  Di^^1^  iuxta  regulam  cum  signo  -{-; 
itaqne  quum  et  praecedentes  permutationes  denominatoris  signis  legi  con- 
trariis  praaditas  sint,  tam  numeratoris  quam  denominatoris  oppositum 
accipiendo,  valore  ipsius  x  immutato,  signa  legi  quoque  convenient ; 
nempe    tum  etiam  — DrJi~ :'    in  -+-  Dvil~'i'    mutabitur. 

Quod  autem  e  solo  termmo  denominatoris  primo  ad  omnes  concludi 
queat,  patet  sic.  Quasvis  permutatio  fuerit  in  translatis,  quibus  x  modo 
dicto  exprimitur ;  illa  ex  aliqua  primitivarum  dictarum  orta  adposito  1  in 
denominatore  iuxta  accentum  eius,  et  supra  id  ,«-hi,  cum  ea  signum 
idem  habet  in  expressione  ipsius  x,  abstrahendo  a  lege  Bezout-i.  Facile 
autem  perspicitur,  quod  permutatio  quasvis  rerum  certarum  e  quavis  per- 
mutatione  earundem  produci  queat,  permutatione  unius  aut  plurium  cer- 
tarum  cum  immediate  praecedente  ad  lfevam  certo  numero  facta,  et 
quasvis  eiusmodi  permutatione  signumper  legem  BszouT-i  mutetur  ;  atque 
etiam  dum  in  primitiva  permutatur  aliqua  cum  prascedente  ad  lasvam, 
et  in  translata  eius  mutetur  signum.  Atque  hinc  patet  quod  si  prior  per- 
mutatio  superius  dicta  legi  convenerit,  conveniant  omnes ;  si  non,  tum 
omnes  signa  contraria  habeant.  Quas  uberius  exponere,  tam  prolixitas 
vitanda  quam  brevitas  necessaria  vetat. 

Consequenter  de  x  regula  generaliter  valet ;  nempe  sive  par  sive 
impar  fuerit  (t/,  valet,  si  de  ja — 1  valet ;  valet  autem  de  duabus,  tribus, 
et  quatuor  incognitis ;  itaque  valet  de  quinque,  et  hinc  de  sex,  atque 
inde  de  septem,  et  ita  porro. 

Parique  modo  de  reliquis  incognitis  demonstrando  generaliter  constat. 


§.  41- 

Si  autem  asquationes  gradus  primi  pauciores  fuerint  quam  incognitffi 
fpag.  373) ;  tum  accipiendo  tot  incognitas,  quot  Eequationes  datas  sunt, 
earum  valoribus  qusesitis,    reliquis    incognitis    arbitrarie   quidvis    substitui 
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potest ;  nisi  certa  restrictione  posita,  valores  incognitarum  certa  qualitate 
prasditos  esse  oporteat. 
Ex.  gr.  Pro 

icw  -+-  5_y  -+-  ~-z  — 100, 
et 

X->r~y  -+-  Z~lOO, 

si  cuiusvis  incognitas  valor  integer  positivus  postuletur, 


neque  alia  resolutio  ulla  datur. 

Resolutio  eiusiriodi  asquationis  [indcterminatae  dictas  gradus  primi; 
pro  valoribus  incognitarum  integris  commode  ope  fractionnm  continu- 
arum  perficitur :  itaque  quum  et  superius  fpag.  412}  mentio  earum  fuerit, 
atque  etiam  asquatio  quadratica  ope  earum  resolvi  possit,  de  his  qute- 
dam  dicenda  veniunt ;  quapropter  alia  adhuc  pariter  per  se  quoque  neces- 
saria  prasmittuntur. 

1.  Conversaipsiusfpag.  67)quoquevalet,  nempe  fractionis  terminis  non- 
nisiper  aeqaalia  multiplicatis,  jractio  valoris  aequalis  prodit.  Sit  quippe 


tuni 

Sit  enim 

crit 
Sed 


A_. 


A'  =  a'g.     et    A- 


unde 

aq  a  A  __  aq-i-ar 

a'q        a'        A'            a'q 

aq  —  aq  ^Far, 

quod  nisi  r- 

-O  sit;  fieri  nequit. 

BdL™  t™.™™ 

i. 
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2.  Si  A  et  A'  numeri  inter  se  primi  fuerint,    tum  -Q-  terminis  mi- 
nimis  exprimitur. 

Nam  exprimatur  valor  idem  integris  minimis  per    ~, ;  erit 

q  _A 

a'    "  A" 
ac  per  prsecedentia 

A=aq,     et     A'=dq, 

ubi   q   integer    preeter   1  esse  neqnit ;    nam    tum    integros    A,  A'  integer 

metitur,  adeoque  non  essent  primi.  Itaque  q  aut  fractio  vera,  ant  summa 

fractionis  verte  f  et  integri  i  est ;  neutrum  esse  potest ;  fractio  vera  non, 

af       a        .       .,  .   .  .  ,  a  , 

quia  tum   ■  1  -  -  -     .    nimonbus  Utiiiiihn   cvprMiicrcr    valorem   ■   ,  contra  nv- 
1  af       a  l  a  J 

pothesim  ;  neque  q  —  f-+-  i  est ;   nam  tum  —,-  =  -,-.-■    ■;  . ,  ubi  numerator 
1  '       n       *      J  '  a        a  i-h  af ' 

denominatorque,    ita    ai   et    di,    adeoque    af  et   df  integri  sunt ;  atque 

af<\a  et  df<\a'  est,  quia/<]l;  itaque  valoris  eiusdem  non  esset  minima 

expressio  — -  contra  hypotbesim,  nam    — ,-■ 


-st 


3.  Si  A  et  A  item  numeri  inter  se  primi fuerint  et  --j*,-  —  ~r  etAk=a : 
tum  et  A'k  =  d  (per  1) ;  k  vero  integer  est,  si  a  et  d  integri  sint. 

Nam  k<\i  esse  nequit :  quia  kA<\A  esset,  et  -'~r  per  —,  minoribus 
terminis  experimeretur  (contra  2.) ;  sed  k  neque  summa  integri  i  et  fractio- 
nis  verse  /  est ;  nain,  ut  in  preecedentibus,  item  non  esset  minima  eius- 
dem  valoris  expressio. 

4.  Si  N=ab  vel  ab  .  .  .  t,  et  N,  a,  b,  .  .  .,  t  integri,  et  praeter  N 
omnes  numeri  per  se  primi  sint,  nempe  quorum  nullum  alius  praster  se 
et  1  metitur,  id  est  nullus  per  alium  integrum  divisus  quotum  integrum 
dat :  tum  N  alia  /actorum  primorum  imagine  exprimi  uequit;  id  est 
factores  primi,  quorum  factum  N  est,  semper  iidem  qui  prius  sunt, 
nec  praater  factorum  ordinem  differunt. 

Nam  sit  prius  n=ab,  pro  a,  b  per  se  primis ;  si  pro  q  per  se  primo 
esset  etiam  n  =  Bq:  tum  ab  —  Bq  fieret,  atque  hinc 
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et  quum  a,  q  per  se  primi,  adeoque  inter  se  primi,  nisi  asquales  sint, 
esset  (per  3.)  talis  integer  k,  ut  ak  —  B  et  qk  =  b:  adeoque  b  non  esset 
per  se  primus.  Si  vero  a  =  q,  tum  B  =  h,  propter 

a  B 

Consequenter  si  n  e  duobus  factoribus  primis  constat,  ex  aliis  constare 
nequit. 

Hinc  vero  de  quotvis  ad  uno  plures  concluditur ;  nempe  si  nullus 
integer  /  expressus  per  m  factores  primos,  cuius  imago  sit  i,  queat  ab- 
strahendo  a  factorum  ordine  ullo  modo  alia  primorum  imagine  exprimi, 
accedat  factor  primus  v,  et  sit  Iv~  N  Tum  N  nulia  alia  factorum  pri- 
morum  imagine  nisi  per  iv,  abstrahendo  a  factorum  ordine,  exprimi 
poterit. 

Nam  exprimatur  etiam  per  fiy,  denotante  y  numerum  primum ;  erit 
tum  tv  =  jfy,  atque  hinc 


ubi,  ut  antea,  y  et  v  inter  se  primi  sunt,  adeoque,  pro  certo  integro  k,  est 
i  —  yk.  Et  si  k  imagine  factorum  primorum  expressum  K  dicatur,  erit 
i=yK,  et  quum  i  ex  m  factoribus  primis  constet,  i  et  yK  tequales  ima- 
gines  sunt.  Atque  hinc  est  iv  —  vyK\  et  quia  iv  =  fty  erat,  est  vyK=fiy, 
adeoque  vK~j3;  sed  iv  adeoque  vyk  constat  ex  m-\-i  primis  factori- 
bus,  itaque  vK  constat  ex  m,  per  hypothesim  autem  numerus,  qui  per  m 
factores  priinos  exprimitur,  alia  primorum  imagine  exprimi  nequit.  Con- 
sequenter  vK  et  /5  eadem  imago  est ;  adeoque  vyK  et  iv  ac  /?/  exdem 
imagines  sunt. 

5.  Hinc  si  primorum  a,  b,  .  .  .  quilibei  scarsim  metitiir  nume- 
rum  N,  eundem  N  et  productum  e  quibuslibet  eorundem  primorum 
metitur. 
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Nam  sit  n  imago  ipsius  jVfactoribus  primis  expressi,  et  sit  N:a~Q, 
adeoque  N=aQ,  et  sit  q  imago  ipsius  Q  factoribus  primis  expressi ; 
erit  n  et  aq  imago  eadem  (per  4.}.  Itaque  a  adest  in  n,  pariter  quivis 
ipsorum  b,  .  .  .  adest ;  consequenter  quilibet  eorum  ita  ordinari  possunt, 
ut  partem  imaginis  constituant. 

Conversim  quoque  integer  P  integrum  N  nonnisi  ita  metitur,  si  P 
factoribus  primis  ita  exprimi  queat,  ut  imaginis  alicuius,  qua  N  factori- 
bus  primis  exprimitur,  partem  constituat.  Nam  si  N=P.M,  et  N,  P, 
atque  M  factoribus  primis  exprimantur,  imago  eadem  ipsius  P.  M,  quae 
ipsius  N  erit. 

6.  Num  vero  numerus  aliquis  per  se  primus,  aut  e  primis  composi- 
tus,  ut  dici  solet,  fuerit ;  de  boc  videatur  opus  (pag.  206)  citatum.  Vul- 
gare  est,  nuraerum  quemvis  primum  (numero  3  maiorem)  formse 

6n±:l=  2.$nAzi 

esse  debere,  quamvis  conversim  non  sit  quivis  (ex.  gr.  25)  formas  6«  +  i 
primus.  Nempe  si  integer  N  per  6  dividatur,  sit  quotus  q,  residuum  est 
ipsorum  1,  2,  3,  4,  5  aiiquis ;   si  2  vel  4  sit,  tum  N  par  est ;  si  3  sit,  tum 

^—2.3.^-1-3^:3(2^4-1); 

si  residuum  5  sit,  tum 

2V=a.3y+ 2.3—1=  2.3  (yH-i)  —  i, 

seu  6n  —  1.  Itaque  nisi  residuum  1  aut  5  sit,  idest  N  sub  formam  6»-t-i 
vel  6«  —  1  veniat,  compositus  est. 

7.  E  prioribus  etiam  divisor  communis  maximus  plurium  integrorum 
factoribus  primis  expressorum,  necnon  minimus  eorem,  quem  datovum 
quivis  metitur,  reperitur.  Nempe  quoad  primum  eiusmodi  imago  /  fac- 
torum  primorum  construenda  est,  in  qua  nonnisi  talis  factor  occurrat, 
qui  in  quolibet  datorum  adest,  et  quivis  adsit  toties,  quoties  adest  in 
datorum  quovis,  nec  pluries  adsit  in  omni  quovis  eorundem  ;    nam    tum 
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imago  ista  I  imaginis  datorum  cuiusvis  pars  erit ;  qualiscunque  primus  p 
autem  adiungeretur  ipsi  I,  ut  ex  I  fiat  F,  si  I'  quemque  datorum  me- 
tiatur,  tum  p  adest  in  quovis  datorum,  adeoque  in  /  quoque ;  atque  si  p 
in  I  adfuerit  //z-ies,  tum  in  I'  erit  (m-i-l)-ies;  itaque  et  in  quovis  dato- 
rum  aderit  (?/z-t-i}-ies ;  atque  in  /  non  adesset  toties,  quoties  in  quovis 
adest,  quum  nonnisi  m-ies  adsit. 

Quod  secundum  attinet,  talis  imago  i  primorum  construenda  est,  in 
qua  datorum  quivis  factor  primus  adsit,  et  quivis  toties,  quoties  idem 
in  aliquo  datorum  plurima  vice  occurrit.  Nam  datorum  cuiusvis  omnes 
factores  primi  in  i  adesse  debent ;  nam  cuiusvis  imaginem,  partem  ipsius 
i  esse  oportet ;  si  vero  aliquis  factor  p  ex  i  tolleretur,  si  is  in  illo  da- 
torum,  K  dicto,  ubi  plurima  vice  adest,  m-ies  adsit,  etiam  in  i  aderat 
wz-ies,  et  nunc  (m  —  i)-ies  remansit ;  itaque  K  ipsum  ;',  sublato  p,  non 
metitur  (per  pag.  428). 

Hinc  si  fractionum  quarumvis  ad  terminos  minimos  reductarum,  deno- 
minator  communis  C  minimus  quaeratur,  erit  is  minimus  eorum,  quem 
quilibet  denominatorum  metitur.  Et  si  fractionum  datarum  qusevis  -r-  sit : 
erit  — r —  numerator  fractionis  novas,   quBe=-r-  nempe 

C.a     r aC j2_ 

~~b~:^~TC~  T' 

Nam  quum  a  et  b  inter  se  primi  sint,  per  integrum  multiplicandi  sunt, 
ut  valor  tequalis  prodeat ;  itaque  denominator  quivis  communem  metiri 
debet.  Consequenter  denominatorem  integrum  minimum  esse  oportet, 
quem  quivis  denominatorum  metiatur. 

8.  Potest  qiiidem  divisor  commums  maximus  absque  eo  quogue,  ut 
factores  primi  quaererentur,  repcriri.  Quotvis  integri  A,  B,  .  .  .  fuerint, 
quEeritur  prius  ipsorum  A  et  B  factor  communis  maximus  F,  tum  quse- 
ritur  ipsorum  F  et  C  factor  communis  maximus  f,  et  semper  novissimi 
factoris  communis,  et  sequentis  numeri  dati  factor  communis  maximus 
quasritur ;  atque  ultimus  erit  omnium  factor  communis  maximus, 
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Nam  si  omnes  hi  integri  factoribns  primis  expressi  cogitentur ;  in 
imaginibus  ipsorum  A,  B  prteter  F  nihil  commune  erit,  neque  in  F  et 
C  prteter  f\  itaque  nec  in  A,  B,  C  praster  f  commune  est;  quia  id 
tam  in  C  quam  in  eo,  quod  ipsis  A,  B  commune  est,  nempe  in  F  adesse 
deberet.  Unde  ad  plura  conclusio  prona  est. 

Modns  autem  alter  dictus  quoad  duos  a  et  b  est  sequens,  denotante 
hic  litera  quavis  tam  latina  quam  germanica  integrum.  Dividatur  a  per 
b  fpro  aj>b),  sit  quotus  a  et  residuum  c,  et  divisor  novissimus  divida- 
tur  semper  per  residuum  novissimum,  donec  residuum  o  sit ;  et  divisor 
ultimus  erit  quassitus. 

Sint  nempe  divisores  ordine  sequenti  se  invicem  excipientes,  b,  c, 
b,  c  et  quoti  sint  a,  b,  c,  d.  Nempe  divisor  primus  b,  residuum  c ;  qui 
tum  secundus  divisor  fit,  dando  residuum  b,  qui  tertius  divisor  fit,  cuius 
residuum  c  tanquam  divisor  quartus  det  residuum  o.   Unde : 

a  —  ba-hc 
b=c^+b 
c  —  b  c  -+-  e 
b  =  ed-±-o. 

Erit  e  divisor  communis  ipsorum  a,  b  maximus. 

Nam  e  metitur  utrumque  ipsorum  a,  b,  nec  ullum  /3[>e  metitur. 
Namque  e  metitur  ipsum  b,  itaque  diagonaliter  ad  dextram  ascendendo 
etiam  ipsum  bc ;  sed  e  metitur  se  ipsum  quoque,  adeoque  et  ipsum 
C  =  bc-\-e;  atque  hinc  metitur  ipsum  cb,  sed  metiebatur  ipsum  b,  adeoque 
metitur  ipsum  b;  et  binc  metitur  ipsum  ba,  sed  metiebatur  ipsum  C, 
consequenter  metitur  ipsum  a  —  ba~\-c.  Si  vero   j3   metiatur    tam    ipsum 

a,  quam  ipsum  b,  tum  metitur  ipsum  ba,  et  ipsum  c ;  quia  si  ipsum  b 
metitur,  et  ipsum  ba  metitur,  atque  si  et  ipsum  a  metitur,  etiam  in 
altera  parte    ipsius  a  certo  numero  adest.  Si  vero  ft  metitur  tam  ipsum 

b,  quam  ipsum  c,  metitur  descendendo  ipsum  b,  quia  metitur  ipsum  cb 
et  ipsum  b;  ita  metitur  ipsum  e,  quia  metitur  tam  ipsum  bc  quam  ipsum  c, 
quod  cum  /?^>e  esse  nequit. 
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9.  Ex  hac  operatione  promanat   fractio    continua    vulgaris   modo    se- 
quenti.  Operatio  pryecedens  exprimi  potest  per 

T  a    b    c   d 

a-.b-.c-.b  :  e 
nbi  a,    b,    c,    d  qnotos  exhibent,  et  diviso  b  per  e  residuum  sit  o.  Unde 

S~ 


11.  I=!i* 

a      a:b 


"T77 


" +y+i , 


5- —  ,    e:e 

c  H — c— 

o:e 


*+-_,  I 

c4"77 


III.  Si  b<|ci  sit,  tum  —  est  <Ji;  adeoque  nulluin  integrum  efficit.  Ex- 
primatur   hoc    per   -~  =  o;    et   dicantur  --,  — ,  — — -  &   fractionis    com- 

munis  forma  expressa  fraciiones  approximantes  ob  rationem  inferius 
dicendam ;  et  quidem  -  -  dicatur  prima,  et  exprimatur  per  -4,  —  dica- 
tur  secunda,  et  exprimatur  per  -4L- ; 

1  b 

1  ~ab-\-i 


dicatur  tertia,  et  designetur  per  — -,  et  ita  porro.  Tabella  sequens  etiam 
modum,  quo  e  quavis  fractione  approximante  sequens  per  quotum  supra- 
scriptum  formatur,  exhibet. 


IV. 


a 

b 

c 

d 

0 

1 
a 

5.1+0 
ab+i 

bc+l 

abc+c+a 

A 
A 

B 
B 

C 
C 

D 
D 

Bb+A 
Bb+A 

Cc+B 
Cc+B 
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Nempe  tertia  fractio  approximans  —  prodit  ex  — ,  si  tam  nume- 
rator  quam  denominator  per  quotum  suprascriptum  multiplicetur,  et 
numeratori  numerator  przecedens,  denominatori  denominator  prsecedens 
addatur ;  ita  etiam  ab  inductione  patet  esse 

D-=Cc-y-B,  et  D=Cc-^B. 

Unde  lex  generationis  cuiusvis  e  praecedente  patet ;  si  nempe  lex 
usque  ad  -—  valeat,  valet  et  de  — ■-.  Namque  tunc 

K       H-hB 


K     n+ff'  ' 


prodit  autem  — ,    si   pro 

i                       - 
i    ponatur  i-\--r\  atque  tum  ttet 

'(<+$)  + B 

L      Iik  +  I+Hk        k(Ii+H)  +  I 

l\i+\)  +  H 

L'  ~I'ik  +  I'  +  Hk  ~k(Ii-+H)-+I" 

quod  est 

Ki-hl 

Kk-hl' 

quia  per  hypothesim 

Ii-hH=K,  et  I'i+H  =  K. 

Nempe  quotvis  fuerint  quoti,  donec  residuum  o  fiat,  literarum  maiorum 
minorumque  significatio  respectiva  perspici  potest. 

IO.  Si 

A       B_      C_ 
A"    B"    C"  '  " 

considerentur ;  subtrahendo  quodvis  e  sequente  differentias  erunt 

I           __J__             i                  i 
A'B"         B'C"  CTT'    +  DE 
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Nam 

adeoque 


SHXTTO    TKIJTTA. 


A=o,  A'=i,  B=i,  B- 
AB—A'B       o— i 


atque  quodvis  par  -«-  et  -jy,  fuerint,  si 


K         L       . 
pro  -jr>,-  et  -jr  ent 


iK—rK     ±i 

/A"  /A"  ' 


AZ'—  AT'Z       T  i 

A"Z'        ~~A"'ZT 


nempe  si  Z&T' — I'K—±i,  erit  A*Z'— A"Z=  ^Fi. 

Namque  substitutis  valoribus  ipsorum  Z,  Z'  ex  prsecedentibus,  erit 
KL'-~  KL  =  K[K'k  +  7',)  -  A"  (Kk  +  I)  =  AY'-  A"/=  -  ZA"-  A7') ; 
quod  est  — +1,  si  IK'—KI'=±i  fuit.  Denominatorem  autem  subtrac- 
tione  peracta  ipsis 

AZ'        K         LK       L 
K'L'      A"  e     L'K       L 

comimmem  esse  K'L'  patet. 

Est  verohinc  omnibus  positive  acceptis  quasvis approximans  prascedente 
altematim  maior  minorve,  quum  differentiee  sint  alternatim  negativa;  et  po- 
sitivee ;  sed  cur  approximans  voeetur,  nondum  videtur.  Tnterim  differen- 
tiarum  nempe  ipsius 

~~~t~~'    ~h~~Cr'    "   '    " 

quamvis  sequente  minorem  esse  facile  perspicitur  :  qnum 

B>A',   C>B,  U>C,  .  .  .   ; 

nam  etsi  quodvis  i,  per  quod  multiplicatur  ex.  gr.  /'  ut  A"  fiat,  1  sit, 
est  K'—  I'i-\- //',  et  II'  nullibi  est  <i,  nempe  post  A'=i,  B'=a  est 
C'=a5-hl,    .  .  .  ,  et  a,  b,  .  .  .  positive  accipiuntur. 
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n.  Sed  in  differentias  fractionum  harum  approximautinm  dictum 
a  primitiva —  inquirendum  est. 

Denotetur    fpag.  431,  II.)    b-i-y  per  /9,  ita   pro    quoto    k   in    genere 


magna  nominis  eiusdem  ipsi  B,  atque  przecedens    ipsi  A,  et  germanicse 
parvee  ipsis  c,  0  post  literam  nominis    eiusdem    cum    B   sequentes ;    erit 

[Bp-hA)c  =  b,  et  iB'fi-\-A')c  =  a. 
Nam 

B{i+A  =  B{b  +  \)  +  A=Bb-C  +  f  ^AC 
_(Bd-hAic-hBb        Cc  +  Bb 


quia  Bh-i-A~C  fpag.  431);  et  hinc 

(B@-hA)c  =  Cc-hBb, 

quod  est  ~b  ;  nam  si  litera  qusevis  id  denotet,  quod  proprie  significat,  est 

B=i,  p=b  +  ^,  A=o, 
adeoque 

Atque  de  quovis  ad  sequens  concluditur  generaliter,  nempe  etiam 

Bb  +  Gt^Cc-hBb; 
quia 

Db  +  Oz ==  < Q  +  B) b -h  Cfe,  =  Ccb  -+-  Bb  -h  Ce  =  C[cb  +  e) -h5b  =  Cc-h  56. 

Pari  modo  liquet  esse 

iAV+^')c-=C"c-hJy'o-a-Z',b-hC'e  =  .  .  .  , 

dummodp  literEe  magnae  accento  insigniantur ;    quum  plane 

C'c  -h  B'b  —  abc  +c  +  ab 

sit,  quod  est  —  a;  quia  0  =  ab-h  C  —  ahc-t-  c  -hao,  nam  b~dc-h&. 
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Hinc  differentia  cuiusvis  approximantis  -~r  ab  ipsa  primitiva  — , 
litera  cuiusvis  nominis  substituatur  ipsi  B,  ceteras  quoque  concinne 
applicando  erit 

h__B__^>B'-aB 
a      B       ~~aB ' 

quod    substituendo  in  numeratore  valores  dictos  ipsorum  b  et  u  est 

lBpB-i-AB)c  —  (BpB-hA'B)C       lAB—A'B\c       ±c  . 
aB     "  "    aB'  ~aB'  ' 

nempe  si    — --    approximantem    «-tain    reprsesentet,    et   n    par   fuerit,    est 

AB — A'B—+l,  si  vero  n  impar  sit,  — i   accipiendum    est    ipag.    4331. 

Itaque    si    approximantium    n,   et  ■—,■  differentias  a  — ,    nempe    ipsa 

—  TTrt"  et  ~~P~   considerentnr,    erit    posterior    manifesto  minor  priore ; 

quia  E'\>D\   et  f<Je    est,    si   f    non    —  o;    patetque,    quum    differentias 

alternatim  positivas  et  negativse  sint,  valoribus  —  -,  — -,  —  -,  —j  .  .  .    diffe- 
b  ^     v     Ij    E  t 

rentia  decrescentc,  valorem         approximari,  quamvi^  alternatim  sint  ma- 

a  E       b 

iores  minoresve.    Si    vero    f  =  0    sit,    ut    pag.    431,    tum     -^,-  =  —,    quia 

b      E 

--  — ™  —  o. 
a      E 


12.  Est  aittem,  si  b  et  aiutcr  se primi  fueriut,  etiam  E  =  b,  et  E'=a. 
Nam  per  (pag.  434'i  est 

(DS-hC)t  =  b,  et  (/yJ+C)e  =  a; 

sed  si  f  =  o,  tum  ipag.  431! 

S—d-h^-  =  d-h°  =  d; 

adeoque 

b  =  (Dd-hC)t  =  Ee, 

quia  (pag.  431)  Dd-h  C  =  E,  atque  etiam 

a  =  >.D'd-hC'^  =  E'z. 
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Estque  e  tum    divisor    communis    maximus    ipsorum    a    et    b,   qui  itaque, 
si  a  et  b  inter  se  primi  fuerint,  =  1  est.  Unde  etiam  E—b,  et  E'—a  est. 

13.  Sed  nec  ulla  fractio  termin>,ru?n  intcgrorum       datur,  quascunque 

C  D 

approximantes         et       ■■  fuerint,   quae  denomiuatore  ipso  D  iniiiore  gau- 

C         I) 
dens,  ipsis  —  et  —  interseri  queat ;  id  est  ut  pro  casu,  si 


fuerit,  sit 

C       D 
et  pro  -■>-■ 

Nam  si 


C      D 
C      D 

C  ^P^-D 

C        q   ~~D" 

C^ ,/      D 

C_     D_ 
C"      D" 

C       D        -1 

C      D      CD" 

c 
c 

p        Cq  —  Cp 

?  ~        C'q 

0 

et  non  0 ;  adeoque 

C          1         D 
C      CD~~D" 

C         m        p      D 
C+CWq~~qD 

<"'/ 


atque 


C       D 
quia    m   non    <l,    et   per    hypothesim    esset    q    <iD.   Si  vero  ~>~ 

tum 

C  _D  ____j_ 
C     D       C'£>" 
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siarno  tkrtia, 


atque 


C       p m 

C       q       C'q  ' 

c _____ 

C       CD'       __>' ' 

et 

C       C'q       q  ' 
quod  est  <—,    quum    ex   eodem    -~  heic  plus  subtrahatur,    quam  prius, 

14.  Exemplum  sequens  illustret  praecedentia.  Sit  b  —  7,  a—ig;    erit 
:pag.  431  et  sequ.i   schema  sequens  : 

2122 


2 

1 

2 

2 

0 

I 

i-> 

J< 

3> 

8 

7 
19 

__ 
__' 

B 
B 

C__  1.1-i-o 
C~  2.1+1 

Z)  _  I.2+I 

D     3-2+2 

£_  3-2+1 

_"     8-2+3 

Patet  autem  etiam  '  -  -  pro  utvis  magno  n  eosdem  quotos,  adeoque 
easdem  approximantes  dare.  Unde  fractio  terminis  magnis  expressa  cum 
errore  in  praxi  exiguo  terminis  parvis  exprimi  potest. 


15.  Notandum  etiam  est,  approximautiuiu  quamvis  uiinimis  terminis 
expressam  esse,  Nam  7^-— —  pro  ?/,  m  integris  et  n<_C  esse  nequit ; 
quia  tum  pro  certo  integro  q  per  (pag.  425) 

C=nq  et    Cl—mq 

BCSC=±i\ 


esset.  Sed  fpag.  433) 
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itaque  substituendo  ipsis    C  et   C  esset 

Btnq  —  Bnq  —  ±i, 
adeoque 

Bm  — B'n  —  ±  —  ; 


quod  fieri  nequit,  quum  Bm — B'n  integer,  ~  vero  unitate  minor  sit. 
16.  Sed  est  praeterea,  si  per  — ™-  post  —~-~    -    sequens    intelligatur, 

B i_ i i     __  E  _  b 

B     BC      CD'     BE~  E  ~  a  ' 

nempe    continuando  donec    Hbuerit,  erit  seriei   summa    asqualis    approxi- 
manti  litera  seriei  postrema  denotatas.  Nam 


adeoque 


Uacju. 


17.  Sit 


B 

C 

1 

li 

C 

~B'C" 

B 

1 

C 

B~ 

BC 

C" 

C 

D 

—  1 

C~ 

D 

~  CD' 

c 
c 

+  C'D 

D 
D  ' 

B 
B 

11          D 
BC      C'D~  D 

~ 

In  ■ 

sxemplo  allato  est 

1 

2 

1 
~~~~3 

-P- 

1 
_  87i  9  ~ 

7 

a 
a'  ■ 

b 
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retineanturque  denotationes  superiores ;   nempe 


A  __l_      B  _a_ 
A       o'     B       a" 

C          a 

C      ~ ,__  b 

a+J, 

m  genere 

K       Ii 
~K'~ "l'\ 

'+Hi 

'+H'i" 

K=  li 

+  Hi, 

K'=r 

'+  H'i ; 

adeo    ut   lex   formationis    cuiusvis    approximantis    e    prsecedentibus  iuxta 
tabellam  sequentem  pa*teat. 


a,  a 

b,  b' 

c,  c' 

d,d 

0  A 

1  A 

a        B 
a'  ~  B 

C. 

c 

Bb'+Ab 
B'b'+A'b 

D 

Cc'+Bc 
Cc'+Bc 

atqii' 


substituendo    h'- 


I  =  Hh'  +  Gh, 
J'=H'h'+Gh, 


ipsi  h ' ,  patet  prodire  -™- ;  est  autem 


H\h'+.\  +  Gh 
Gh 


H'(h'+j, 

quia  per  hypothesim 


H  h'i'+  Hi  +  G  hi___Ii'+Hi_ 
'  H'h'i'+H'i+  G'hi'~"  l'i'+  H'i ' 


Hh'+Gh  —  I, 
H'h'+  G'h  =  F. 
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18.  Erit  autem 

A  __  B_=  -a 
"A       B      A'B" 
B  _  C  __B  C—  B  C  _  B  <B'b'=  A'/>i  -  BBb'-h  Ab)  _ 
~B       C~~       B'Cr  BC 

__  _______  BAYb        ab 

BC  BC" 

Atque  in  frenere  si 

/       K  _______ 

r    k    *  i'K  ' 

est 

K__L_  —  ab  .  .  .  ik 
K       U  ~  h     K'JJ      ' 
Nam 

KL-  K'L  =  K(K'k'-h  I'k)  —  K  [Kk'-hM  =  (KT—  KI)  k  = 

=  - [IK—  KI"\ k=  +  ab  .  .  .  i k. 

Erit  itaque  series  differentiarum  cuiusvis  a  sequente 

a  ab  abc       abcrf 

~  AB  +  B C  ~  ~CD  ~h LTE  ~'"' 
atque  quum  sit 

A  __  B  _  -a 
~A       B      A'B' 
est 

A       _a_    =  B  . 
A '     AB     ~~~B" 
et  quia 

B ___=_ab 

B      C  ~BC' 

B ab    _C  _A  a ab 

B      BC       C       A      AB     BC" 

quoci  continuari  patet,  ut  pro  A  =  o  sit 

a  ab         abc  abcd 

AB~B'~C '     ~~~~7     DE'~~E" 
et  ita  porro. 

Ponatur 

a— I,  b  =  0.\  c  =  b*,  d=C\  y 
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a'=a,  b'=b  —  a,  c'=c  —  b,  d'=i>  —  c,  & 

B'=a,  et  C—  !?&-+-  A'b  —  a  {b  —  a)  -+-  aa  —  ab ; 

//'-  ab  .  .  .  g, 

r=ab  . . .  gtj, 

-fiT'=ab  .  .  .  glji; 

a"=  /v+  #"*■-  r  ii  -  t?i  ■+-  h'\(  = 

~ab  .  .  .  afai  —  ab  .  .  .  g[j2-nab  .  .  .  alf~ab  .  .  .  Iji  —  K'. 
Atque  hinc  generaliter  est  pro  quavis  differentiarum  dictarum : 


atque 

erit 

atque  si 

et 

est 

nam 


ab  ■  ■  ■/__           alb*  .  .  .  e2          _  1 

Itaque 

F'G'         ab  .  .  .  e.  ab  .  .  .  cf       f 

~~T~ 

ab            abc          abcd        E        1        1         1 

~~~C ~CW~l7~~~~¥~~a  _~b      c  ~ 

1 

idemqne  continuari  usqueqno  Hbuerit  patet. 
Unde  manifesto,  si 

I         1         1 
-.—^. +  __... 

series  convergens  sii,  et  tendat  ad  s,  etiam 


tendet  ad  s.  Hinc 


quse  expressio  dimidii  quadrantis  pro  radio  1  a  Lord  Brounker 
primo  fractionum  continuarum  auctore  est,  et  cum  serie  Leibnitiana 
;pag.  334)  convenit,  pro 
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a—i,  b  =  3,  c  — 5,  .  .  . 
adeoque 

b  —  a  —  2  —  c  —  b— .  .  .  ; 
nimirum 

13        5        7  4 

Potest  etiam  terminis  fractionis  permutatis,    valor   fractione    continua 
exprimi ;  nempe 


-9-  25 


per  /  exprimatur  ;  ltaque 


A=,+y=,+i+i 


19.  Applicatur  fractio  continua  et  ad  resoiutionem  aequaiionis  quad- 
ticae,  modo  sequenti.  Sit 

x{a-hx)=  b:  est  ;v=: ■ — , 

'  a  -hx 

et  hoc,  substitnendo  ipsi  x  ad  dextram  semper— — — — ,  fiet 

=  __fi__ b_ 

X       a-i-x  b 


continuando  in  infinitum.  Quaeritur,  num  valor  usque  ad  aliquod  a  accep- 
tus  valori  ipsius  x  dato  quovis  propius  accedat? 
Quod  in  prsecedentibus 

a,  b,  c, .  , .  d ,  b',  c, . . . 
fuit,  est  hinc 

b     et     a ; 
atque 

A        o       B       b        C  ab  D_a*b  +  b* 
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Differentias  vero  sunt 

b  b%         __!___        _____ 

A'H  '       B'C"        CD"   h  D'E'  '  "  ' 

ubi  exponentera  ipsius  b  semper  porro  uno  crescere  patet ;  atque  etiara 
quodvis  ipsorum 

A,  B,  .  .  .  ,  A',  B\... 

si    -jr  ab    -.-,  incipiendo  («H-2)-tura  sit,   exprimi  per  n,  a,  b  potest ;  nempe 

A        rt  0  -+-  «  —  n«       o+- —  a      4b]-\- ... 

I         __.•__ 

1'  «+•  ra-ri  .    (» — 1){» — 2)     n-u?  , 

«   T  -+-  na       o-\ ■ a      'o  -+-... 

1.2 

terminis  tam  in  numeratore  =  /,  quam  in  denominatore  =/'  eousque 
acceptis,  donec  factor  aliquis  o  fiat.  Est  nempe  pro  (n  -+-  2)-to  terminus 
ultimus  numeratoris 

(„—p)(n  —  \p  +  \)){n-  (p-h2i)...(n  -(_>p-i))  ^„_2/  ^+ , 
1.  2  .  3  ....  p 

si  p  denotet    —  pro    n    pari,  et pro  n  impari.  Denominatorisautem 

terminus  ultimus  est 

{n-(p'-i))(n-p')  .  .  .  (n-{2p'-2))a„_(ip_1)5p 

1       .         2     .     3  .  .  .  p' 

lod 

Nimiriim  si  aliquot  ipsorum 

A        B_ 
A"     B" ' '  ' 

computentur,  facile  animadvertitur,  e  quovis  prodire  sequentis  denotni- 
natorem,  si  illius  denominator  per  a  multiplicatus  numeratori  eiusdem 
addatur,    et    prodire  numeratorem,  si  illhjs    denominator  per  b  multipli- 
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cetur ;  unde  tabula  coefficientium    numericorum,    qui    terminis    literarum 
prasfixarum  appertinent,  sequens  conficitur. 


A',B 

i 

o 

B\  C 

i 

o 

c,n 

i 

i 

o 

D',E 

i 

2 

o 

E',F 

i 

3 

i 

o 

F',G 

i 

4 

3 

o 

Manifesto  secunda  columna  numerorum  verticalis  est  series  nume- 
rorum  naturalium,  tertia  est  series  secundi,  quarta  tertii  ordinis,  .  .  .  et 
quivis  terminus  est  summa  suprastantis  et  illius  qui  ad  laevam  in  co- 
lumna  horizontali  superius  sequenti  est.  Hinc  ad  expressionem  dictam 
perveniendo,  de  quovis  ad  sequens  concluditur ;  nempe  si  valeat  usque  ad 
-p-,  quod  sit  («-H2)-tum,  valet  et  de  -  jt-,,  nempe  (tt+31-to.  Erit  enim 

K  ^la-h  Hb 
K~ "l'a  -H// V 
estque  per  hypothesim  : 

r  «4-iE        -  \    «-i  zz        (n— 2)  (»  —  3]     «--jh 

la—a^b-\-\tt  —  i)a        b  H~  — —         --  a      3b^-+-..  .-i- 

i      .      2 

(«  —  «){»  —  (it  +l))...(«  —  12«  —  2])(n  —  (2ti  —  i))    „    ,„.,,„,, 
H -*-  — - J- i — '- J-i --i !-a       ^   b/l+1-i~... 


jn-  i*){tt-ilu^i)),..(n-{2fi-2\)  u+i 

I    .    2    .    .    .    (jU—  I)  

ubi   considerando    formulam,    eamque    applicando    ad    «    et    k — i,    patet 
terminum  ultimuin  prioris  et  posterioris    terminos  generales,  atque  valo- 
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ribus  dictis  ipsorum  p  et  p'  substitutis  ultimos  esse,  nempe  terminum 
immediate  sequentem  factorem  o  ingredi ;  imo  eadem  substitutione  pro- 
dit,  pro  denominatoris  termino  ultimo  ipsius  a  exponentem  o  fieri  pro 
n  impari,  et  i   pro  n  pari,  atque 

(«  —  (/— ii)  («—/)(«  —  (/+!))...(«  —  (3£___) 

i   .  2  ".  3  .  .  .  p 

esse  —i  pro  n  impari,  et  9-H-i  pro  n  pari  ide  («-j-2]-ta  fractione  lo- 
quendo). 

Si  vero  in  dictis  terminis  generalibus  coefficientes  eiusdem  facti  e 
potentiis  ipsorum  a  et  £  coufiati,  reducendo  ad  denominatorem  eun- 
dem,  addantur;  factore  communi  exemto,  erit 

fi  -i-n  —  (2,«  — 1 1  =  n  —  [ju  — iij 
atque  prodibit 

(n  —  \ft  — i))  {n  —  ,u)([n  —  (fi-hi)) ...(»— (2,«— 2 1)    „ _ ^ + ,     + , 
1.2.  3  .  .  .  [x 

quod  pro  a"~2h+'  b^',  in  A^  in  quo  terminus  primus  est  a"  +  Ib,  regulas 
dictse  conveniens  esse  applicando  patet.  Eodem  modo  autem  de  K 
demonstrari  potest. 

„.  .  .  la^-Hb  .     .        K 

oi  vero  ni  expressionem     .,        w.  ipsms     „,  ponatur  a-\-x   pro  a\ 

prodibit 

I(a-*-x)  +  H6 
f\a  -\-x'-\-H'b         ' 

nempe  nonnisi  pro  uno  a,  quod  infimum  in  fractione  continua  est,  poni 
a-\-x  debet,  ut  valor  ipsi  x  eequalis  sit ;  et  peracta    operatione    prodibit 

-Hb        I a-h  Hb  _  b  \a  -+-  jci  {H'f-~  Hf)  •+-  ba  {Hf—  HI) 


f[a  -+-  x)  -t-  H'b       fa  -\-H'b  "  ~({a  -+-  xjf-h  H'b)  \T'a-\~ff'b) 

bx\H'I-fff) 
~     KK+xfK  "' 

quod,  nempe    differentia    fractionis    approximantis    a   valore  unius  radicis 
jequationis  quadraticas,  pro  a  et  b  positivis  ad  limitem  o  tendit,  si  n^—oo. 
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Sit  enim 

|/f+*  =  ±(f-H 

pro  «  positivo  ;  erit  — ~  +  — -  +  o=o)  unus  valor  ipsius  #  ;  eruntque 
in  hoc  casu  a,  b,  ©,  atque  omnes  termini  ipsorum  /',  K  positivi ;  et  si 
b~\  ponatur,  et  -^S-  sit  fractio  («-H2)-tapro  n  impari,  coefficienspotentiae 
ipsmsimtermino  ultimo  denominatoris  (pag.  444)  erit  (~  +  ij  a  ;  est  autem 
K  (et  tanto  fortius  K'K'-\-  o)J'K)  isto  maius  ;  numerator  5#  [H'I—  HI'\ 
vero  est  =±«,  quia  b~i,  et  /A" — F K  signiratione  non  habita  est  potentia 
ipsius  b  (pag.  443);  atque  manente  numeratore  denominatorem  utvis  augere 
licebit. 

Ex.  gr.  pro  a  —  2  et  b=i  sit 

x2  +-  2x  =  1  ; 
erit  unus  valor  ipsius  x 


et  hinc 

unde  etiara  si  pro  x*-i-2x—i  fiet  »* —  2ar=i,  adeoque  unus  valor  ipsins 
x  =  1 1— 1 1^2 ,  erit 


nempe   facile    patet,    quotamvis   fractionem    approximantem    computatam 
iisdem  terminis,  eodemque  signo  —  gaudere. 
Sit  »*  +  k=-i,  erit 

*  =  -  r+l/i+^ 
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-I*T5  = 


nempe  supremi  fractionis  continuie  termini  id,  quod  infra  lineam   supre- 
mam  est,  divisor  est.  Hinc  vero 


quod  etiam 

i 

—  —  I  +2 

ex  x3-h4x=i, 

Ita  ex  x-  —  x—  5  est 

-S-        5 
- +  _!+... 
unus  valor  ipsius  x. 

20.  Brevitatis  studio  casus    pro  b  negativo  prteterire  liceat,  quum  et 
de  resolutione  Eequationis 

x*  —  x~a 

aualoga  aliquid  dicendum  sit.  Est  nempe 

x3  —  a  -+-  x, 
adeoque 

x  —  \a  -V-  x, 

et  hoc  ipsi  x  semper  substituendo  donec  libuerit,  erit 


x  =  y  a-*r\  a-¥x=  V  a-\-\  a  +  V 'a-\-x 

et  ita  porro ;  atque  hoc  quoque  pro    a    positivo    eousque  continuari  po- 
test,  ut  omisso  x  quovis  <y  minus  ab  x  differat,  ut  statim  patebit. 
Ex.  gr. 
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Ci*vi*^*...-.±^  , 

ex  «'-i-i-O    et  - 

Ita  ex  x*  —  x — 2=0  est 

V  2^/2^ )/ ^2^. . .— .  ± 2, 

et  2  est  unus  valor  ipsius  x,  uti  —  2  in  zequatione 

x1  ■+■  x  — ■  2  =  o. 
Unde  etiam  ipag.  446—7)  e  t 

—      2  (=  y  21 — 1  y  21 — 1 1/  21 — 1 . . .  ==j 2 

I  H 2  '  r  —  H 2 

Nempe  |/~"  ,  inde  ab  secundo,  sive  ubique  positive  sive  ubique  ne- 
gative  accepto,  duo  valores  oppositi  alioquin  Eequales  prodeunt ;  quos 
etiam  tales  esse  oportet,  ut  eorum  unus  Eequationi  x--\-x  —  2=0,  alter 
ipsi  xz  —  x  —  2=0  satisfaciat ;  ut  statim  patebit,  quum  —  2  pro  casu  utro- 
que  idem  maneat ;  quamobrem  ---  in  casu  priore,  et  — — --  in  pos- 
teriore  accipi  nequit. 

Potest  quippe  etiam  xm  pro  x'  poni,  denotante  m  qucmvis  integrum 
positivu  m 

pro  aequatione  xm  —  x  —  a  =  o. 
Sit  pro  a  positivo 

V  a *i*y  a  —  b,  ^a^b  —  V  Esf 
erit 

Va<b<b'  £5; 

prius  b  ipsi    y  a,  tum  b'  ipsi  b   ls  substilutis.  Hinc  si 
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quousque  libuerit  ad  lasvam  continuatum,  generaliter  N  dicatur,  crescet 
N  semper  quovis  novo  i^ffHh  prEeposito ;  manebit  tamen  <n-  2a ; 
nam  si 

Va^fa^...^Va=Nt 
erit 

N'"  —  a^  V a  y^h  ■  ■  ■  HH  V&  ] 
adeoque 

N"  —  a  =V a^  ■  ■  •  y^Va  < N 

atque  binc  quodvis  N  est  <l-t-2«;  nam  si  N=  aut  ~>l-\-2a  esset, 
tum  N"  —  a~>  N  esset ;  nempe 

(i~\-2a)m —  a>-i+2a 
pro  m~>i.    Itaque    crescens  A7"  sine    fine,    manens   tamen    minor,    quam 
i-\-2a,  gaudet  limite.  Sit  limes  is  a,  et  sit 


f  d  ^ . . .  ^f~a~=  a  —  A ; 
erit  primo  V^    omisso 

(a  —  &)m  —  a  i-J-^y  a  HH  .  .  .  »^h  l^a  =  a  -J-  a  —  A 
Sed  tam  «,  quam  A  tendit  ad  o ;  atque  tum 

(a  —  a)m^~-am,  et  a-\-a —  X*~-a-\-a. 
Consequenter  am  =  a-\-a;  atque  limes  ipsius 


Va^fa^---^fa 

est  radix  sequationis  xm —  x  —  a=o;  atque  si  m  par  sit,  radicali   nega- 
tive  accepto  prodibit  radix  asquationis  xm-\rx —  a=o. 

21.  Notandum  quoque  est  et 

y a  Va  Va~.T. 
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limitc  gaitdere,  csseyue  iimitcm  imnc  a""1;  excepto  a  =i,  nempe  tum  non 
limes,  sed  quivis  valor  =  a~"'  =  i.  Nam  incipiatur  a  dextra  ad  Isevam 
praeponendo  radicalia  in  infinitum ;  erit  prius 


dein 
atque 

y  a  =  am , 
]/  a\  a  =  (am .  am)m  =  am'" , 

v. 

Si  vero  prodeat 
fiet   j/fl  prasponendo, 

ia  ™*   =  (a ml  ,a  mX ) m  —  a      ",3 
mt +m*-'+.  ..+■! 

exponens  hic  ipsius  a  autem  est 

mp+2—i 
m  —  i 

quod  tendit  ad       _    ;  namque  si  (pag.  150)  dividatur  mp+*—  1  per   m — i, 
quotus  erit 

i^+I+^  +  .  .  .4-1. 
Consequenter 

Vafa~7T7fa~.^amh. 

Ex.  gr.  === 

V  2\  1^2.  .  .^2~~~~  =  2, 

f  5  ^5  ^5— =  5^  =/5- 

22.   Plura  huius  generis  construi  posse  cuique  succurrere  potest ;  sed 
his  amplius  immorari  non  vacat.  Inteiim  patet  etiam,  quod  si  fuerint 
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1'ERTIA. 

d 

=  ?. 

/3 
rf 

=  0+i: 

r 

=  ?', 

rf 

2" 

=  *-£ 

r 

=  ?", 

rf' 
d" 

=  Q'  +  h 

P~  fi:d~' 


'i^~i^~$+i+'-i+sQ. 


d" 


at  pro  q,  q\  .  .  .,  Q,  Q\  .  .  .  integris,  si  a,  ft  incommensurabilia  fuerint, 
residuum  nunquam  o  erit ;  quamvis  ex.  gr.  /'  et  d"  per  dato  quovis 
minus  d'"  dividi  possit,  prodeunte  Q'"  utvis  magno  cum  residuo  r"<Cd"\ 
adeoquequoto  =  (9-f--w,  ubi  •  -»,-, <C  i  ;  at  continuari  donec  libuerit,  et  — 
per  fractiones  approximantes  dicLas  approximari  posse  e  iam  dictis  patet, 

§■42. 
Appiicatio  fractionis  coiitinuae  ad  rcsohitionem  tie.quati.onis  indeter- 
minatae  gradus  primi,  pro  valoribus  integris,  (pag.  373)  exponenda  venit. 
Sit 

±  ax  ±  by  —  ±  c, 

pro  a[>b,  pro  a,  b,  c  integris,  et  a,  b  inter  se  primis  atque  signis  ± 
sive  ubique  idem,  sive  diversa  denotantibus. 

1.  Si  quodvis  ipsorum  a,  b   integer    aliquis    i   metiatur  tertium  haud 
metiens,  tum  x  et  y  valoribns  integris    minime    gaudent.  Nam  si  x  et  y 

-hax-\-bv  c 

mtegn  essent,  tum  — — ===—•£■  quoque  mteger  esset ;  -.-  vero  non  esset 

integer ;  atque  integer  esset  non  integro  tequalis. 

2.  Ponatur  coefficiens  inaior,  qualicunque  signo  gaudeat,  loco  primo; 
atque  si  signum  —  habeat,  multiplicetur  sequatio  per  — I,  ut  ex 
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—  ax  ±  by  =  ±  c 
fiat 

a#  T  by  =  ^F  c. 

Tum  evolvatur  —  in  fractionem  continuam,  et  quasratur  approximantiutn 
penultima ;  sit  hasc  ex.  gr.  -^r,  erit  sequens  -£-  atquei*  =  b,  et  F— a, 
quum  b  et  a  inter  se  primi  sint,  (pag.  435) ;  eritque  EF' — E'F—-+-l,  si 
w-  fuerit  a  y-  inclusive  numerando  72-ta  et  «  par  sit,  et  — 1  pro  n 
impari.  Unde 

aE—  b£"=±i, 
adeoque 

aiifc  —  b£"c  =  ±  c ; 

atque  addito 

abq  —  abg  =  o, 
fit 

a  (.£fc  —  bq)  —  b  (E'c  —  aq)  =  ±  c. 

Itaque  si  signa  ipsorura  b  et  c,  quibus  in  hac  Eequatione  gaudent, 
cura  signis,  quse  in  asquatione  proposita  habent,  convenirent,  tum  q  rite 
accepto,  Ec  —  bq  ipsi  x,  et  E'c  —  aq  ipsi  y  substitui  possent ;  at  si  signa 
dicta  non  convenerint,  transforraanda  erit  aequatio  modo  sequenti,  ut 
hoc  obtineatur. 

3.  Si  b  in  asquatione  proposita  signum  -j-  habeat ;  pro  —  b(Fc — aq) 
ponatur  -+-b( — Ec-+aq).  Nerape  factore  utroque  per  — 1  multiplicato, 
signum  ipsius  b  salvo  valore  mutatur. 

Si  vero  signum  ipsius  C  sit  diversum  in 

a  (Ec  —  bq)  —  b  (E'c  —  aq)  —  ±  c, 
aut  in 

a  (Ec  —  bq)  -+-  b  (—  E'c  ■+■  aq)  =  ±  c, 

tum  ±c  et  coefficientes  ipsorum  a  et  b  multiplicentur  per  — 1  ;  nempe 
hoc  pacto  eequatio  tota  per  — I  multiplicata,  atque  ad  formam  asquatio- 
nis  propositaa  reducta  erit. 

Pariet  autem  queevis  duarum  harum  asquationum  duas  aequationis 
formas,  prouti  c  signo  -I-  vel  —  gaudebit.  Nempe 


,Google 


5ECTIO   TERTIA.  453 

e  priore  a (Ec  —  bq)      —  b (Ec  —  ag)      =  ± C 

et  a  (—  Ec  -+-  bg)  —  b  (—  E'c  -\-ag)  =  ^-  c, 

ex  altera  a{Ec—  bg)      +&(—  Ec-Y-ag)  —  ±c 

et  a  (—  Ec  -+-  bg)  -f-  b  (Ec  —  ag)      —  =F  c. 

Unde  videre  est,  quod  ubi  signa  ipsorum  Ec  et  Ec  conveniunt, 
etiam  signa  ipsorum  aq  et  bg  conveniant,  sed  illis  contrarientur,  et  ubi 
illa  diversa  sunt,  heec  quoque  tam  inter  se  quam  cum  illis  contrarientur. 

4.  Queeritur,  quomodo  g  pro  quavis  harum  asquationum  eligi  debeat, 
ut  valores  integri  positivi,  imo  valores  minimi  prodeantf 

Oportet  q  esse  integrum ;  quia  nisi  ag,  bg  integri  sint,  Ec  —  bg  et 
E'c  —  ag  integri  non  erunt,  si  vero  ag,  bq  integri  essent  et  q<\l  esset, 
fieret  — %-  fractio  terminis  minoribus  expressa  quam  —  (pag.  426),  quum 
b  et  a  sint  inter  se  primi   Ejf. 

In  forma  prima,  ut  Ec  —  bq  et  E'c  —  aq  positivi  fiant,  debet  esse 
Eo-bq  atque  E'Oag;  itaque  g  <C  tam  ipso  -?--,  quamipso- ■■—  -.  Unde 

manifesto  ex  integris,  qui  infra  utrumque  valorum  — ,—  et  -— - -  sunt,  ma- 

ximus  integer  eligendus  pro  q  erit,  ut  quam  plurimum  destruendo,  quam 

minimum  positivum  relinquat. 

In  forma  secunda  debet  esse  bg~>  Ec  et  ag>E'c;  itaque  9>—jr-, 
.     .    ^  Ec  '  .         .         ' .  Ec  .    D 

et  simui  qj>  ;  adeoque  pro  g  ex  integns  tam  ipsum  — ? —  quam  ipsum 

— —  superantibus  minimus  eligendus  est,  ut  terminus  negativus  e  posi- 
dvo  destruens  quam  minimum  relinquat.  Unde  forma  secunda  semper 
gaudet  valore  petito ;  uti  etiam  prima,  quum  ibi,  si  pro  q  alius  integer 
non  detur,  o  accipi  possit ;  nempe  si  aE — bE= ±1,  tum  aEc — bEc=±c 
[pag.  sequ.). 

In  tertia  forma  debet  esse  bq<.Ec  et  aq>Ec:  itaque 

Ec    .       .  Ec 
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atque  si  inter  — — -  et  — r—  integer  detur,  quivis  ipsi  q  substitui  poterit ; 
si  vero  nullus  detur,  nec  ipsorura  x  et  y  valores  ulli  integri  positivi 
erunt.  In  hac  jequatione  autera,  si  minimus  valor  ipsius  x  quseratur,  tum 
omnium  valorum  dictorum  ipsius  q  raaximus  accipiendus  est,  ut  quo 
plus  destruat  e  positivo ;  si  vero  minimum  y  quseratur,  minimum  accipi 
debet,    ut   negativum    destruens    quo    minus    relinquat.    In    forma  quarta 

Ec      .      ^  Ec     ■  .    ,  ,       .  t  Ec  E'c 

—r—  <.  y<:  ;  ltaque  si  detur    mteger  lpso     ,       maior    et  lpso  — — 

minor,  is  accipi  poterit ;  atque  pro    minimo    x  minimum    q,  pro  minimo 

y  maximum  q  eligendum  est. 

5.  Si  C  — i,  tum  nonnisi  in  casu  formas  secundse  addi  modo  relato 
abq —  abq  debet;  nam  si  aE — bE—  +1  cum  asquatione  proposita  con- 
veniat,  tum,  ut  statim  patebit,  E  et  E  valores  minimi  erunt ;  si  vero 
non  convenerit,  in  quavis  forma  praster  secundara  q  fractio  vera  erit, 
quia  E<.b  et  E<.a,  adeoque  (pag.  452)  valor  non  erit  integer. 

Quod  E  et  E  valores  minimi  sint,  ti  aE — bZT—  +1  propositae  asqua- 
tioni  convenerit,  patet  sic.  Nisi  minimi  sint :  sint  E —  n  et  E' —  m 
minimi ;  erit 

aE—an  —  Eb-hbm^^ti, 

et  subtrahendo  jequationem  priorem,  est 

bm  —  an  —  o, 
adeoque  bm  =  an\  et  hinc 

a        m  ' 

atque  per  fpag.  426} 

n  —  bk    et    m—ak 
pro  k  integro ;  unde 

E—n  =  E — bk,     et     E — m  —  E'—ak 

valores  negativi  essent  non  positivi,  quia  E<b,  et  E'<a. 


,Google 


SECTIO    TERTIA.  455 

6.  Exempla. 

a)  Siquis  debeat  cruciferum  alteri,  atque  is  monetas  17  cruciferorum, 
et  hic  nonnisi  monetas  7  cruciferorum  habeat ;  quasritur  numerus  mo- 
netarum  minimus,  quo  solntio  fiat, 

Erit  i7»-7>=i. 

Evolvatur  3-  in  fractionem  continuara:  fiet  17:7:3:1,  etapproximanteserunt 

— ,  — ,  — ,  — ,  ubj  E=  2  et  E'=s  ;  atque  EE'—  EFidest  Ea  —  E'b~  —  1, 
i1  2'  5'  17'  _>     4 

quia  -4cr  est  tertia,  et  3  est  numerus  impar ;  itaque  signum  ipsius  1  non 

convenit  cum  sequatione  proprosita.    Fiet  vero   iuxta   formam    secundam 

a  f  —  E  ■+-  bq)  —  b  {—£'+  aq)  =  i, 

E       2  E       5 

nempe    heic    c  —  1  :    est    vero  --,-=_. — ,  et  —  =  — -  ,     atque    ut    dictum 
f  1  p         7 '  a        17  '        ^ 

est,  q  minimum  integrorum  utrumque  valorem  superantium  esse  debet ; 
erit  igitur  q  =1  ;   atque 

I7(-2  +  7)_7(-5+i7)  =  i, 

I7.5—7-I2=I. 

/Vlltavulgareproblemaresolvitur:  100  thaleris  coempta  sunt  100  pecora, 
vaccee  10  thaleris,  oves  5  tbaleris,  et  sues  dimidio  thalero ;  queeritur 
quotnam  fuerint  vacca?,  quot  oves,  et  quot  sues? 

10«  -+-  Ky-i z  =  100, 

X  -\-y  -\-Z  =  IOO. 

Unde  multiplicando  per  2  asquationeui  priorem,  et  tum  subtrahendo 

ex  ea  posteriorem,  erit 

I9X  +  9J--IOO; 

0  .  .  ^-i-2-. 

et  si  —  in  fractionem  continuam  evolvatur  fiet  19:9:1    atque     approxi- 

mantes  erunt  — ,    — ,  et  ultima  fractio  est  — ,  penultima    vero    est  — ; 
I  '     2  '  19'  *  2  ' 

atque 

EF'—  E'E=  19  —  9.2=1  ; 

et  per  c  =  ioo  multiplicando,  fit 
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I9.IOO  — 9.200  =  100; 

atque  hinc  fit 

19(100 —  gq)  -4-9( —  200-4-  19^)— 100 

sequationi  19x4-9^=100  conveniens.  Unde  per  formam  tertiam 
200    ^      „  100 

adeoque^-integerinter  10-H  —  et  11 -h— esse,  pro  valoribus  integris  posi- 
tivis  ipsorum  x,  y  debet ;    quapropter    q  nonnisi  1 1   esse  potest ;  eritque 

x—ioo  —  9.11  =  1,     et    y  = —  200+19.11=9. 
Unde 

z=loo  —  x  — y=loo  — (i-H  9)  =  90. 

c)  Ex  eodem  demonstratur  peripheriam  per  factum  e  quotvis  numeris 
primis  constructione  geometrica  dividi  posse,  si  per  quemvis  eorum  id 
fieri  queat,  et  nullus  eorundem  in  facto  pluri.es  quam  semel  occurrat. 

Sit   nempe    peripheria    =i,    et    sint   primi    dicti   a,   /5,    7,  .  .  .    singuli 

diversi,  et  accipiantur  prius  tantum   a  et  /?;  erit  pro  certis  x,  y  integris 

et  /?>a, 

*.    l       .,  l  —    l 
X--a-~-yj~-aJ- 

Nam  reducendo  ad  denominatorem  eundem,  est 

0x~ay _l_^ 

aj3       ~~  afi  ' 
et  hinc 

j3x  —  ay—i  ; 

quod  semper   valores    integros    positivos   pro  x  et  y  per  formam  secun- 
dam  habet ;  si  nempe  penultima  approximans  ipsius  -~  det 

EF'-E'F=i, 
erit  x  =  E  ety  =  £'~  si  vero 

EF'—  £'F=  —  1, 

per  formam  secundam  prodibunt  valores  quaesiti. 
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Atque  si  de  certo  quovis  factorum  a,  fi,  .  .  .  primorum  numero  con- 
stet,  et  de  uno  pluribus  constabit.  Sit  enim  a/? .  .  .—p,  et  accedat  factor 
primus  (« ;  erit  aut  p> ,«  aut/<_«,  quia  $ip  =  tu  esset,  _«  compositus 
fieret ;  sit  igitur  ex.  gr.  /  >  //  ;  erit 

i    i  i_  _ 

A"         '  i"  p  ' 

nam  per  hoc  esset 

/-x  —  Mjy  —  i , 

ubi  /  et  ,u  inter  se  primi  sunt,    adeoque   x  et  y  valoribus  integris  posi- 
tivis  gaudent. 

Si  vero  factor  aiiquis  pluries  occurrat,  hoc  modo  neutiquam  habe- 
bunt  x  et  y  valores  integros  positivos.  Nam  ex.  gr. 

i     __  x         y 
aafi        a  —  cr/3 

pro  x,  y  integris  esse  nequit ;  nam  tum  esset 

i—  afix±ay, 

et  hinc  —  esset  =  ^xjzay,  quod  fieri  nequit,  quum  — fractio  vera  mem- 
brum  ad  dextram  autem  integer  sit. 

Interim  alio  modo  factorem  2  quotiesvis  ingredi  posse  ex  elementis 
Geometrise  notum  est.  Videatur  opus  fpag.  206}  citatum. 

§•  43- 
In    opere    eodem    sequatio    indeterminata    gradus    secundi    generaliter 
resolvitur ;  quod  quum,  uti  pro  x,  y,  .  .  .  aequationes  altiores,  referre  insti- 
tuti  ratio  haud  permittat,  cum  pluribus  aiiis  supplemento  reservatur.  Ali- 
quid  tamen  ad  illustrandam  (pag.  395)  addendum  est 

I.  Si  m  aut  numerus  impar  fuerit,  aut  pro  m  pari,  t  negativum  sit, 
xm  -i-px'"-1-^-  .  .  .  -+- sx  + 1  semper  radice  reali  gaudet.  Potest  enim  in  casu 
primo  x  tam  magnum  accipi,  una   vice    positive,  altera  vice  negative,  in 
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casu  posteriore  vero  una  vice  tam  magnum,  altera  vice  tam  parvum,  ut 
in  utroque  casu  valor  expressionis  ima  vice  positivus,  altera  negativus 
sit ;  atque  tum  transitum  per  o  dari  statim  patebit. 

Sit  pxm~ J-+-gxm~2-h  .  ,  . -{- rx2 -\- sx -\- t  ~  a,  id  est  dicatur  «,  et 
xm-hpxm~ '  -i- .  .  .-V-rx2  dicatur  #  et  xm  -i-pxm  ~ l  ■+■ .  .  .-hsx  dicatur  y. 

Si  integer  i  quovis  coefficientium,  et  coefficiente  ipsius  x°,  maior, 
atque  x^>mi  accipiatur,  erit  omnino 

/'"1^>x"'_J>xw_3|>    .    .    . 

enmtque  post  x'"  termini    numero    m,    quorum    quivis   <\ixm~J ;  itaque 
mixm~">>-a,  seu  mi[mi)m~i,  id  est  xm^>a.    Itaque  pro  m  impari,  si  .v 
accipiatur  —  mi  positive,    valor  expressionis  positivus  erit,  si  vero  idem 
negative  accipiatur,  valor  negativus  fiet. 
Pro  m  pari  autem  et  t  negativo,  si 

"  —  i{m—  i) 

et  i  talis  integer  sit,  ut  is  sit  maius  quovis  coefficientium  :  erunt  pro  /? 
ante  sx  termini  numero  m  —  i,  atque  quum  x<^i  sit,  erit 

*aJ>*3  !>*+>•.  .  .>;*'"-' >.v'\ 
adeoque 

\m  — i)six%ip>$, 
seu 

sx  >  jft 

Aut  vero  si  i  ita  accipiatur,  ut  it  J>  quovis  coefficientium  sit,  et  x 
ponatur  —  —■  ;  constabit  y  e  terminis  ante  /  numero  m,  et 

x  >>  x"  >■  x^  J>  .  .  ., 
atque    mit . -.-,  id  est 

t>y. 
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Itaque  pro  m  pari  et  t  negativo  poterit  quoque  per  plane  dicta  x 
una  vice  tam  magnum  accipi,  ut  valor  functionis  positivus  sit,  et  altera  vice 
tam  parvum,  ut  valor  negativus  sit ;  nempe  si  x  =  — , — — ~r  accipiatur  ne- 
gative,  si  s  positivum,  et  positive,  si  s  negativum  fuerit,  erit  y  negativum, 
adeoque  et  addito  t  negativo  functio  tota  negativa  fiet ;  pariter  si  x  modo 
posteriore  ita  accipiatur,  ut  t\>y  sit. 

Consequenter  in  omnibus  casibus  dictis  datur  functionis  valor  tam 
positivus  quam  negativus ;  et  tum  valorem  =o  dari  (praster  pag.  408) 
et  raodo  sequenti  constat. 

Pro  quovis  a  datur  tale  w,  ut  F\x)  dicta  functione 

xm~hpxm~ !-H-  .  .  .  -hSX-ht, 
sit 

Fix  -hco)—  F{x)  <]  a. 

Nam  terminus  ultimus  t  adest,  imo  et  reliqui  tennini  omnes  ipsius  F(x) 
adsunt  in  Ffa-ho),  adeoque  differentia  est  summa  ceterorum ;  quse  non 
maior  esse  potest,  quam  si  termini  hic  omnes  signo  eodem  gauderent, 
sed  minor  est,  quam  si  generaliter  pro  A(x-i-(o)u  praeter  Ax^  accipiatur 

2Au.X^fO 

--■ T  __-  y—  •  m  termino  quovis  ;  nempe 

A  [xK  -f-  px"- '  &  +  <u  {'U~l)- x^W -H  .  .  .  +  af,)-Axu 

est  minus  quam  si  a  ,«;c"~7<>  incipiendo  series  infinita  exponentis  ^ — 

esset;    nam    sequentes    exponentes    decrescunt,     atque  -^ ^<|ifit,  si 

2x  2X 

W<;1 — ZI~  accipiatur;  essetque  tum  limes  summae 

2x       I        2x  —  (/u  — l)ro  ' 

Sunt  autcm  in  F(x-\-a)  termini  numero  m  (praeter  t)  sub  formam  A(x-\-o>'f 
venientes ;  eritque  quodvis 

A(x  +  af -Ax"<^-,  si  _!f^^_  =  JL; 

^  m  '        2x —  (u  — 1)0)       m  ' 


„Ax"- 
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fiet  vero  hoc,  si 

2ax 

a  — — — , 

2m/.iAxl  ■+-{,«  —  \)a 

nempe  ex  eo  valor  iste  ipsius  <:o  prodit,  in  quo  ita  augere  m  licet,  ut  a 
dato  quovis  l  minus  fiat ;  exprimatur  enim  per  - — -,— y,  et  ponatur  vm 
pro  m  ;  erit 


h 

=  X, 

vmk  H-  / 

v_     h 

mkk 

l 
mk 

accipiatur ;  estque  manifesto  v  eo  maius,  quo  minus  k  est.  Si  igitur  quas- 
ratur  tale  a,  ut 

et  idem  fiat  pro  quovis  termino  usque  ad  s(x~\-(o)  —  sx ;  accipiatur  mini- 
mum  illorum  a,  sive  X  quovis  eorum  minus,  cum  v>J  ;  eritque  quum 
termini  preeter  t  numero  m  sint, 

F[x-\~co)  — F[x)  <|  m  .  —  —  a. 

Concipiatur  iam  (Fig.  55)  ^x>  mi,  atque  feratur  extremitas  eius  re- 
trorsum,  ut  decrescat  usque  ad  o  in  p,  et  inde  porro  crescat  negative 
semper  porro  ;  erit  prius  aliquamdiu  valor  funclionis  poskivus,  adeoque  datur 
(pag.  20)  punctum  aliquod  ultimum  *,  intra  quod  valor  semper  positivus 
fit,  post  quod  autem  aliquamdiu  non  est  positivus.  Erit  autem  p#  radix 
sequationis,  nempe  x,  quod  inter  p  et  #  est,  ipsi  x  substituto,  i\t  F[x)  =  o. 
Nam  valor  is  nec  positivus  nec  negativus  (nisi  0}  esse  potest ;  si  enim  po- 
sitivus  esset,  sit  —  i-f*  a  ;  accipiaturque  x  =  p*  -I-  a>,  ita  ut  o>  ultra  *  ad  dex- 
tram  et  tale  sit,  ut  si  valor  novus  functionis  b  dicatur,  sit  b — a<Z\a  ; 
erit  b  necessario  positivum,  quia  si  negativum  esset,  fieret  b  —  a^>a;  si 
vero  b  —  o  esset,  radix  ibi  esset.  Essetque  idem  pro  quovis  adhuc  minori 
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negativo  ro ;  itaque  punctura  ultimum  ulterius  esse  deberet.  Si  vero 
J^fx)  —  !^^*)  negativum  esset  sit  —  i— <b,  et  accipiatur  tale  i-j-<A  intra  * 
ad  lasvam,  ut  sit  pro  x  —  p# —  l  valor  functionis  c,  atque  c —  (■— \b)<^b; 
erit  c  necessario  negativum ;  si  enim  positivum  esset,  fieret  c4->5J>6; 
itaque  punctum  ultimum  ante  *  esset,  et  in  neutro  casu  in  #  caderet. 
Consequenter  in  omni  casu,  excepto  si  m  par  et  t  positivum  sit, 
datur  radix  realis ;  et  nonnisi  de  hoc  casu  quasstio  est.  Realem  aliquando 
et  aliquando  nonnisi  imaginariam  dari  casus  ostendunt ;  ex.  gr.  #a  ±  3» -+- 2 
habet  utramque  realem,  ita  X17  — 1  =  0  unam  realem,  at  x%-\-x^-2  non- 
nisi  imaginariam  radicem  habet.  At  vero  semper  si  non  reali,  saltem  ima- 
ignaria  radice  quasvis  asquatio  gaudet. 

2.  Demonstrationem  huius  tamen  ad  casum  exceptum  restringere  ne- 
cesse  non  est;  quum  iam  anno  1799  prodierit  «De/nons/ratio  nova  theo- 
rematis,  ornnem  fu.uciiijue.ni  alge.br aicam  ratioualem  integram  unius 
variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse ; 
auctore  Carolo  Fridekico  Gauss.»  —  Primitias  messis  ditissimas  — 
quasi  stella  venientis  solis  nuncia  —  veteranum  iuvenis  opus  —  adinstar 
Herculis,  dutn  serpentem  infans  disrupit.  Demonstrationum,  quas  summi 
Geometrje  dederant,  defectu  summa  cum  modestia  revelato,  ibidem  non 
solum  exacta,  sed  valde  clara,  elegans,  et  evidens  exponitur  ;  fit  quidem 
Geometriae  subsidio  ;  sed  veritas  veritati  heterogenea  non  est,  quippe  quas 
omnes  ccelesti  fraternitatis  vinculo  iunctas,  ad  quamvis  tuendam  confluunt ; 
monitum  tamen  ibidem  est,  totam  demonstrationem  mere  analytice  tradi 
posse,  sed  methodus  ista  rem  clarius  ob  oculos  ponere  videbatur.  Trium 
quas  dedit  auctor,  prima  hsec  tantum,  et  quidem  plane  nunc  huc  per- 
venit. 

Instituti  ratio  eam  tantum  partem  breviter  referre  permittit,  quze  in 
quovis  casu  unam  saltem  imaginariam  radicem  dari  probat ;  unde,  ut  ibi- 
dem  traditur,  id  quod  titulus  pollicetur,  facile  sequitur. 

Est  (pag.  197.) 

A  -+-  BY—  1  =  « fcos.  z  ■+■  Y  —  1 .  sin.  z), 
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et  hoc  ad  n  elevatum  est 

=  un{co%.  nz+-y — I.  sin.  nz). 

Unde  si  xm  -\-axm~l  ■+-  .  .  .  -+-kx+-l  dicatur  X,  substituendo 

r  (cos.  z-t-V — i.sin.z) 
ipsi  x,  erit 

X=       rm  cos.mz +- arm~s  cos.(m  —i)z+-  .  .  .  -+- kr cos. z -+-  l 
-+-  (rm  sin.  mz-+-arm~I  sin.  (m  — i)z-\-  .  .  .  ■+■  krs'm.z)V  —  1  ; 

quod  si  dicatur    £/"-!-(/—  1.  7,  erit  X=  o  pro  illis  z,  r,  pro  quibus  £/=0 
et  simul   T—  o;   quia  tum 

U-i-V^i-  T=o-hf^.o  =  o, 

atqne  substituendo    ncos.z±Y  —  i.sin.s)  ipsi  x,  fiet  X=^o. 

Talia  z,  r  igitur  dari  pro  quovis  determinato  integro  positivo  m 
demonstrandum  venit.  Sit  in  plano  P  quaquaversum  infinito  (Fig.  56) 
recta  ab  utrinque  infinita ;  et  in  ea  punctum  fixum  c ;  et  cuiusvis  puncti 
ipsius  .Pnomen  generale  sit  p,  dicaturque  r  recta  pc,  et  angulus  acp  genera- 
liter  z  dicatur.  Concipiatur  porro  quovis  radio  r  positive  accepto  in  plano 
P  circa  centrum  c  circulus,  et  in  quovis  puncto  p  erectum  ad  P 
perpendiculum  =  7]  et  quidem  supra  planum,  si  valor  ipsius  T  pro 
illo  p  positivus  sit,  et  infra  si  negativus  sit,  atque  in  plano  si  7"=o 
sit ;  dicaturque  complexus  omnium  extremitatum,  in  qua  aliqua  ordinatarum 
dictarum  terminatur,  superficies  prima.  Pari  modo,  normisi  U  pro  T 
ponendo,  fiat  superficies  secunda.  Erit  manifesto  superficies  utraque  con- 
tinua,  et  quaquaversum  infinita  ut  planum,  spatium  quaquaversum  infini- 
tum  in  duas  plagas  dividens;  complexus  autem  omnis  eius,  si  quid  prima 
cum  plano  P  commune  habeat,  dicatur  linea  prima,  et  complexus  eius, 
si  quid  superficies  secunda  cum  /'commune  habeat,  dicatur  linea  secunda  ; 
nempe  lineas  esse  sensu  in  Geometria  sublimiore  patebit.  Si  quod  pun- 
ctum  superficiei  primas  cum  P  commune  fuerit,  manifesto  ibi  ordinata 
T=o  est;    et    in  puncto  superficiei  secundse  cum  P  communi  ordinata 
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U—o  est.  Determinantur  idcirco  lineae  prima  et  secunda  per  .equatio- 
nes  T—  o,  et  U=  o.  Atque  si  probetur,  lineam  primam  cum  linea  se- 
cunda  punctum  aliquod  p'  commune  habere,  tum  si  recta  p'c  dicatur  r\ 
et  augulus  acp'  dicatur  z  erit  /  (cos.  _,-_-y-—  i.sin.  z'\  radix  eequationis ; 
quia  pro  illis  r ,  z'  tam   T,  quam    U  erit  simul  =  o. 

3.  In  opere  citato  plura  commemorantur,  curvam  hanc  singularem 
concernentia ;  quas,  prouti  m  et  coefficientes  accipiuntur,  varia  pluri- 
busque  ramis  utrinque  inhnitis  complexa  esse  potest ;  et  quum  plures 
haud  tanti  momenti  ab  inventoribus  nuncupatas  sint,  nisi  inter  tot  tan- 
taque  alia  auctoris  inventa  occasum  quasi  heliacum  pateretur,  Gaussiana 
dici  posset. 

Ex.  gr.  est  curva  utraque,  si  ad  coordinatas  orthogonales,  id  est 
rectangulas,  revocetur,  ordinis  m.  Est  nempe  (Fig.  57) 

x  —  r  cos.  z,  y  =  r  sin  z  ; 

et  per  (pag.   195.)  quidquid  sit  n,  est 

,,   ■  „_,         n  (n —  i){n  —  2)    „_,    , 

'/■  ■  Slll.  il;J  -----  l/X  V ; — -X        J  VJ  +  ■  •  •  . 

1.2.3  y         ' 

et 

*  n       n{n  — l)     ,,_,    2       nln  —  i)(n  —  2](n — 3)    »_.    , 

r   cos.  nz—x * '-  x      3  -y  -. * ___________  x»    4  v4_[_  _  _  _ 

1.2  -^  1.2.3.4  y 

Itaque  tam  functio  superior  ipsum  T,  quam  functio  ipsum  U  expri- 
mens,  pro  T—  o  et  _/— o,  pro  abcissis  »  e  centro  acceptis,  et  ordi- 
natisjy  ad  x  perpendicularibus,  constabit  per  (pag.  195.)  e  certo  terminorum 
formaa  Ax"y?  numero,  denotantibus  ct,  /?  integros  positivos,  quorum 
summa,  ubi  maxima  est,  fit  —  m, 

Danturque  ad  minimum  m  intersectiones  line.e  primae  cum  secunda  ; 
quatnquam  fieri  etiam  possit,  ut  prima  a  pluribus  ramis  secundas  sece- 
tur,  et  tum  X  plures  factores  a_quales  habebit.  Intersectio  autem  sub 
angulis  rectis  fit ;  et  si  plura  crura  utriusque  curvce  in  eodem  puncto 
convenerint,  totidem  crura  lineee  prima_  adsunt,  quot  crura  secundae, 
hsecqtie  alternatim  posita,  sub  angulis  asqualibus  secant   se    invicem    _/ ; 
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sed    totam    dissertationem   describere    nimium    foret.     Hic    sufficit   unius 
intersectionis  necessitatem  demonstrare. 

4.  Demonstratur  ibidem  ad  scopum  praesentem,  e  centro  C  descrihi 
posse  circulum,  in  cnius  perifrheria  sint  2W  puncta,  nec  plura,  in 
quibus  7'—0,  totidemque  in  quibus  U—o;  et  quidem  ita,  ut  singula 
posteriora  inter  bina  priorum  iaceant. 

Dicatur  enimvero  (//)  extremitas  arcus  z  ex  a  positive  supra  ac  inci- 
pientis,  si  z  =  ft-^r  pro  q  asquali  dimidio  quadranti,  atque  data  asquatione 
X  gradus  certi  wi-ti ;  dicaturque  5  summa  coefficientium  omnium  ter- 
minorum  post  xm  sequentium  positive  acceptornm ;  dicaturque  R  quod- 
vis  Hh  r,  quod  tam  posita  omnino  unitate  quam  ipso  S\f~2  maius 
est.  Eritque  pro  quibusvis  J?  ei  (i(,atque2  — -^-,  per  superius  (pag.  462.) 
dictum, 

t         Dtn     ■  Mq  r>m—<         ■       /  \    UO  ,-.,     .        (1(7 

J  —  Km  sm.  mJ-*~-\-  Rm    'a  sm.  (m  —  i  M  x  -+-...-+-  Rksm.-^ '-  ; 
m  '  m  m    ' 

quod  item  est 

£>m-i  tf?sm  W/,  +  asin  Jm  —  l)  ^--\-  ,,,-\ sin.  ^-^-) ; 

V  f"t  ■  m  Rm-2  m   ! 

atque   hoc  pro  ^  =  8;'  -+-1  aut  ^=8/'+ 3,  denotante    i  integrum    quem- 
vis,  positivum,  et  pro  «  —  8/ -4-5  aut  ^  =  82'-!- 7  negativum  est.  Nam  si 

z  =  (8t-hi)-2-, 

m  ' 

erit 

sin.  mz  —  sin.  \8iq  -j-  q)  —  sin.  q  —  i-£i  1/  -— - ; 

nempe  sinus  dimidii  quadrantis  (pro  radio   1) 


2  y  2  *    2 


ita  pro 
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»  =  (8i-t-3)-2- 

sin.  m  —  sin.  3^  =  *i*  1/  —  ; 


*  =  (8l  +  5) 

iL 
m' 

sin. 

mz  — 

sin.  5y  —  sin.  (- 

-39)  =  *-* 

z  =  (8*4-7) 

3- 

m' 

si  1 1 

.  «2z  =  sin.  7^  - 

="!/?• 

/i; 


Unde  substituendo  in  valore  proximo  + 1/  —  ipsi  sin.  /nq;  erit  mani- 
festo  pro  signo  +  valor  positivus,  pro  signo  —  vero  negativus;  nam 
etsi  termini  intra  parenthesim  post  primum,  nempe  +.^?l/----,  sequen- 
tes,  pro  signo  +  omnes  negativi,  pro  signo  —  vero  omnes  positivi 
essent,  quum  in  nullo  termino  sinus  unitate  maior  per  coefficientem 
multipHcetur,  summa  eorum  \>  S  esse  nequit ;  est  vero  S<\Ry-- 
quia  7?>  5/2  ;  consequenter  R  j/  -*-  sive  positivum,  sive  negativum  fue- 
rit,  per  summam  sequentium  nonnisi  ex  parte  destrui  poterit. 

Sed  etiam  pro  quovis  valore  ipsius  z  inter  (8t+i)-^-  et  (8* +  3)-^ 
cadente,  valorem  ipsius  T  positivum,  et  pro  quovis  valore  ipsius  z  inter 
(8»  +  5)-^-  et  (8*  +  7)  -£-  cadente,  negativumessepatet;  nam  sismaiusacci- 
piatur  ipso  (8t+i)  ■*-  et  minus,  quam  (8*'  +  3)-^-,  erit  sin.  »z#  =  sinui  arcus 
ipso^maiorisetipso3^minoris,  adeoque  |>|/^-,  eritque  positivum  ;  ita  si 

(8,"-*-5)£  <z<   (8*'+7)  m< 
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erit  sin.  mz  —  sinui  arcus  negativi  ipso  i— <g   maioris  et  ipso  >— <  3y  mino- 
ris  ;  adeoque  sin.  mz  erit  negativus  et  [>  j/  ---. 

Pariter  patet,  valorem  ipsius  U  esse  negativum  ubique  pro  valore 
ipsius  z  a  (8z'-t-3)-^-  usqne  ad  (8z*H-  5) -^-  (inclusive),  etpositivum  ubique 
pro  z  a  (8/-1-7)  usque  ad  (Si-j-a,)  terminato  (inclusive).  Neuipe  pari 
ter  est 

U=Rm~J[Rcos.fAq-\-acosAm  —  i)-^--v...  +  ,■     ~zn  ^os.  — *--\ — ■^rzrX 
V  '    '  m  Rm  rn        R        I 

atque  pro 


id  est  pro 
fit 

et  pro 
fit 


z  =  {$i-\-2,)-^, 

,"  =  8*  ■+-  3, 

cos.  mz  —  cos.  2><J  —*—*y  — , 

u  =  8;'  -t-  5 
cos.  mz  =  cos.  5^=1— il/  — : 


estque  cosinus  ubique  pro  ms  crescente  a  37  usque  ad  $q,  negativus  et 

cos,  [8*H-  7)q  =  cos.  7^  —  cos.  ( — y)  =  <-£-"  1/  --, 
et 

cos.  (8?'h-9)^  =  cos.  5c  =  ^|/  —-. 

Unde  in  peripheria  circuli  cuiusvis,  cuius  radius  R  est,  inter  quodvis 
punctum  arcum  z  =  [8i-hi)^-  terminans,  id  est  inter  punctum  superius 
per  (8*'-t-i)  designatum,  et  punctum  (8M-3),  dari  aliquod  punctum  debet, 
ubi  U=Q  est ;  ita  inter  quodvis  punctum  (Sz*  — I—  5}  et  punctum  (81  +  7). 
Nempe  concipiatur  z  tanquam  abscissa  ab  a  positive  crescens  in  peri- 
pheria  dicta;  erunt  ordinatse    U  semper  usquequo  2-H-~-,  imo  etiam  ul- 
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terius  aliquamdiu,  positivas,  pro  z  =  -^-  erit  iam    U  negativum  ;    itaque 


M. 


Pariter  pro 

est  U  negativum,  et  pro 


terminato  valor  ipsius    U—Q  esse    debet. 


-■    1)1. 


=  (8i-)-7)-^ 


fit  U  positivum,  adeoque  et  inter  ha;c  puncta  terminari  tale  z  debet, 
e  cuius  fine  erectum  perpendiculum    U  fiat  =o. 

Ita  inter  quasvis  puncta  (8* +  3)  et  [8i-\-  5),  atque  inter  puncta  (81—1-7) 
et  (82'+ 9)  alicubi   T—o  esse  debet.  Itaque 

U=o  fit  inter  (1)  et  (3),  (5)  et  (7),  (9)  et  (11)  y, 
T—o  inter  (8m  —  1)  et  (1),  (3)  et  (5),  (7)  et  (9)   Es\ 

Danturque  in  peripheria  quavis,  cuius  radius  /^  est,    2tn    puncta,    ubi 
T~o,  totidemque,  ubi    U—o.  Nempe  peripheria  — — — -*-,  atque  pro 

i=m—i,  fit  8i'-H7  =  8«2  —  8-H7~8«i—  i, 

qui  numerus  impar  4772-tus  est,  quem  excipit 

8m-i-l  —  8z'+9, 

pro  dicto  i—m  —  i;  inter  puncta  (8m  —  1)  et  (8m-t-l)  autem,  id  est 
inter  finem  arcus 

*  =  {8»-i)£ 
et  finem  arcus 

z  =  [8m+i)-^ 

pariter  datur  punctum,  ubi  7"=o,  nempe  ubi  z  =——%-,  etsinus  =0  est. 
Itaque  in  tota  peripheria  \m  puncta  erunt  numeris  imparibus  parenthesi 
clausis  signata,  atque  simul  cum  intervallo,  quod  a  \m-Xo  impari  usque 
ad  (4«?-l-l)-tum  cum  puncto  (1)  coincidens  est,  fiunt  intervalla  numero4w; 
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cuius  diraidium  est  numerus  punctorum  ubi  T=  o,  et  alterum  dimidium 
est  numerus  punctorum  ubi   U=o. 

Sed  neque  plura  quam  2m  puncta  sunt  in  peripheria  eadem,  ubi 
T—o  fit,  nec  plura,  ubi    U=o  est. 

Denotentur  enim  puncta,  ubi  T  aut  f/fiunt  =  o,  per  numeros  absque 
parenthesi;  nempe  punctum,  ubi  T—0  fit,  inter  (8m  — l)  et  (i),  dicatur 
punctum  o;  ubi  £7  =  0  fit  inter  (i)  et  (3},  dicatur  punctum  1;  ubi  7=o 
fit  inter  (3)  et  (5),  dicatur  punctum  2;  porro  ubi  U=o  fit  inter  (5)  et 
(7),  dicatur  punctum  3,  et  ita  porro.  Patet  punctum  quodvis  numero 
pari  signatum  esse  lineas  primas,  impari  signatum  Iinese  secundse ;  dica- 
tur  illud  brevitatis  gratia  punctum  par,  hoc  vero  punctum  impar,  et 
dicantur  puncta  similia  quee  in  diversis  circulis  eodem  numero  paren- 
thesi  clauso  gaudent,    ita   quas    numero  parenthesi    destituto    denotantur. 

Si  iam  in  eadem  peripheria  plura  quam  im  puncta  darentur,  ubi 
7  =  o,  tum  alicubi,  ubi  punctum  par  est,  in  arcu  inter  prsecedentem 
et  sequentem  numerum  imparem  parenthesi  clausum  comprehenso  ad 
minimum  duo  puncta  esse  deberent,  ubi  T=o ;  quod  fieri  nequit.  Con- 
cipiantur  enim  ordinatas  T  ab  extremitate  crescentis  arcus  z  ex.  gr.  a 
puncto  (3)  usque  ad  (5),  fiatque  prima  vice  T=o,  pro  z  in  puncto  b 
terminato ;  erit,  si  ante  (5)  detur  adhuc  punctum  ubi  T=o  est,  aut 
post  b  aliquamdiu  T=o,  aut  in  aliquo  puncto  e  erit  post  b  prima  vice 
7"=o;  neutrura  vero  esse  potest ;  nam  statim  patebit  post  0  non  esse 
continuo  aliquamdiu  7  =  o;  crescet  igitur  aliquamdiu  T  a  o,  et  demum 
decrescet,  dum  ad  e  item  T—o  fiet ;  cogitetur  nempe  punctura  in  arcu 
be  porro  raotum,  secum  ferre  perpendiculum,  in  quo  punctum  ex  b  inci- 
piendo  semper  in  extremitatem  ordinatse  T  veniat,  usquequo  in  e  desi- 
nat ;  punctura  hoc  in  perpendiculo  moto  prius  ex  b  porro,  tum  eundo 
ad  e  retrorsum  movebitur  ;  in  puncto  perpendiculi  eodem  manere  nus- 
quam  potest,  ut  statim  patebit.  Itaque  si  ubi  prima  vice  incipiet  retror- 
sum  moveri,  abinde  usque  ad  e  semper  retrorsum  eat,  ibi  T  maximum 
habet,  ubi  punctum  retrorsum  moveri  ccepit ;  si  vero  revertatur,  prius- 
quam  in  e  pervenit,  ubi  prima  vice  revertitur,  ibi  T  minimo  gaudet. 
Ut  vero  hoc   fieri    possit,    aut    ut    T  aliquamdiu    idem    maneat,    deberet 
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esse  «17  —  0  (pag.  345.};  quod  pro  z  inter  puncta  dicta  terminato  fieri 
nequit.  Nam  pro  quovis  v  est  d  sin.  vz  —  vz  cos.  vz,  et  «f  sin.  vz  (quoadw*) 
est  cos. 7'S-,  at  alsin.  yz  (quoad  .2)  est  vco%.vz\  itaque  v)T  (quoad  2)  pro 
quovis  J?  constante,  erit,  si  in  expressione  ipsius  T  superiore  pro  ter- 
mino  primo  intra  parenthesim  ponatur    mRcos.mz,  pro  secundo    autem 

/            >         /            i          m[m  —  1 )  ,  ,      , . 

[m —  i)cos.  [m —  \)z  = ~ cos.  (m  —  i)z  er, 

itaque  m  tanquam  faetor  communis  extra  parenthesim  poni  poterit,  eruntque 
— m — '  '  m  ~"  ^  fractiones  veras ;  adeoque  ubique  inter  (82-1-3)  et 
(8*4-5)  valor  negativus  erit,  nam  ibi  cos.  mz  est  negativus  et  X>\\\ 
ita  inter  puncta  (8/-}-  7)  et  (8/4-9)  valor  positivus  est,  ut  supra,  quum 
cos.  mz  ibi  positivus  et  |>  1/  ---  sit.  Itaque  W7"in  his  intervallis  nequit 
—  o  esse,  adeoque  in  quovis  iutervallorum  eorundem  unum  etquidem 
solum  punctum  datur,  ubi   7"~o. 

Idem  de  U  eodem  modo  patet ;  nempe  »l£7pro  z  inter  (8*4-1)  et 
(8*4-3)  terminato  ubique  negativum  et  inter  (8*4-5)  et  (8*4-7)  "bique 
posidvum  est ;  quum  4  cos.  mz  (quoad  z)  sit  —  —  m  sin.  mz,  quod  in  priore 
intervallo    negativum,    in    posteriore    vero    positivum,    et   in  utroque    est 


>Vi- 


5.  Patet  in  peripheriis  omnium  R  puncta  (1)  in  recta  centrum  pe- 
tente  esse,  uti  puncta  qusevis  eodem  numero  impari  parenthesi  clauso 
signata.  Ita  rectam  ab  utrmque  iniinitara  ramum  unum  lineas  primee  pro 
quovis  m  esse  manifestum  est ;  nam  pro  z  =  o  aut  2  — ------  fit 

sin.^— ro  =  sin.  2z  =  sin.  [m  — l)z=sin.mz  = -.  y ; 

adeoque  pro  quovis  valore  ipsius  r  (a  o  in  oo)  ad  puncta  (o)  et 
(4;«)  fit  T—  o;  estque  punctum  O  cum  (o)  coincidens  inter  impares 
[8*4-7)  et  (8*4-9),  punctum  (4»*)  vero  cum  puncto  im  coincidit,  ca- 
ditque  inter  impares  (8**4-3)  et  (8* +  5)  pro  m  impari  =  2n —  1  et 
z  —  n  —  i,  pro  m  pari  =  2v  autem  et  i=v — 1  cadit  inter  impares 
(8*4-7)  et  (8/4-9)  i  riempe  4W- — 1  est  impar  2w-tus,  et  pro  m  =  2n  —  1,  ex 
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^m  —  i  =  8/ -1-3,     8«  —  4  —  4  =  8/ 
fit,  adeoque  i—n —  1;  ita  pro  m  =  2v,  ex 

47»  —  1  =  8/^-  7,     8j-  —  8  =  8/ 

fit,  adeoque  i=v — 1.  Estque  post  secundum  numerura  iraparem  nempe 
inter  (3)  et  (5)  punctum  lineae  primas  numero  2  (absque  paranthesi)  sig- 
natum :  ita  post  2OT-tum  imparem    sequitur   punctum    2tn    lineas    primas. 

6.  Sed  etiam  quivis  circulus  A  sit  radio  R  maiore  tam  ipso  S]f^ 
quam  ipso  1,  centro  c  descriptus,  si  complexus  omnis  puncti  numero 
parenthesi  clauso  eodem  signati,  numero  eodem  romano  denotetur, 
reprassentent  (3)  et  (5)  quosvis  numeros  impares  proximos,  inter  quos 
T—o  fit;  inter  rectas  III  et  V  ramus  unus  lineEe  primae  ex  infinito 
veniens,  circulum  A  ingredietur,  atque  ex  eo  via  continua  alibi,  adeoque 
in  puncto  pari,  quum  T  non  alibi  =0  esse  queat,  egrediens  abit  item 
in  iniinitum.  Nam  in  quovis  arcu  centri  c  inter  III  et  V  comprehenso 
datur  punctum  linese  primas ;  dicatur  y  complexus  omnis  eiusmodi  puncti; 
manifesto  etiam  intra  peripheriam  A  manebit  aliquamdiu  R^SY^  et 
simul  |>i,  adeoque  inter  III  et  V  etiam  y  intra  peripheriam  A  pro- 
tendetur. 

Sed  consideretur  in  cuiusvis  A  peripheria  T  puncti  (3),  quod  dica- 
tur  t,  et  T  puncti  (5),  quod  dicatur  E ;  erit  illud  T  positivum,  hoc  vero 
negativum.  Itaque  t  et  f  in  plagas  diversas  superficiei  primae  cadunt ; 
consequenter  ex  i  nulla  via  puncti  usque  ad  E  datur,  nisi  quse  per  super- 
ficiem  primam  transeat.  Atque  hinc  non  y  solum  interruptum  esse  nequit ; 
sed  etiam  f,  plano  P  et  superficiei  primas  communi  continuo,  circulum 
A  post  (3)  ingrediente,  atque  post  (5)  alicubi  exeunte,  seclusum  ab  i  esse 
necesse  est ;  namque  secus  punctum  in  plano  P  ex  i  in  ?,  ex  una  plaga 
superficiei  primaa  quaquaversum  infinitse  in  alteram  venire  posset,  absque 
eo,  ut  per  eam  transeat.  Exire  autem  continuum  dictum  ex  A  nonnisi 
per  punctum  par  peripherias  A  potest,  quia  T  nonnisi  ibi  o  fit;  atque 
si  punctum  illud  par  2V  dicatur,  de  y  dictum  et  ad  complexum  omnis  puncti 
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2?'  applicari  poterit ;  at  sufficit  ad  scopum,  quodvis  punctum  par  cum  aliquo 
puncto  pari  peripherias  eiusdem  iunctum  esse ;  atque  etiam  demonstra- 
tione  eadem  ad  U  applicata,  quodvis  punctum  impar  cum  numero  aliquo 
impari  peripherise  eiusdem  iunctum  esse. 

Nimirum  tum  linete  primee  cum  secunda  intersectionem  aliquam  dari 
pluribus  modis  evincitur.  Ex.  gr.  suppositio  nullam  intersectionem  dari 
necessario  dari  aliquam  ponit ;  quod  simul  constare  nequit.  Consequen- 
ter  nullain  dari  falsum  est,  id  est  dari  aliquam  constat.  Si  nimirum  sup- 
ponatur  nullam  dari,  punctum  i  cum  nullo  puncto  ultra  axem  ab  sito 
iunctum  est ;  nam  l  est  punctum  lineie  secundse,  recta  ab  autem  est 
pars  HneEe  primae,  itaque  si  i  in  peripheria  radii  ac,  pro  ac  ^>SY  2 
posito,  cum  puncto  ri  iunctum  sit,  nempe  cum  aliquo  puncto  impari 
iunctum  esse  debet ;  erit  numerus  n'<2«,  nempe  ad  b  est  numerus 
par  2m,  et  ri  impar  ante    2m   inter  2  et  2m    cadere    debet ;   inter   o   et 

1  ac  1  et  2  enim  numerus  nec  par,  nec  impar  datur,  2  vero  est  par, 
atque  si  ri  ultra  2tn  esset,  ab  per  i^ri,  id  est  ramum  qui  ab  1  usque 
ad  ri  est,  secaretur.  Dicatur  porro  n"  punctum  par,  cum    quo   punctum 

2  iunctum  est ;   erit  pariter  n"<iri,  nempe  punctum  par    n"   cadet    post 

3  et  ante  ri ;  quia  si  retrorsum  in  o  caderet,  o#2  et  i#h'  se  mutuo  se- 
carent,  ita  si  post  ri  caderet,  i%ri  et  2#w"  se  invicem  secarent.  Sit  porro 
ri"  punctum  impar  cum  quo  3  iunctum  est ;  cadet  ri"  ultra  4  et  ante 
n" ;  nam  cum  impari  quod  antea  fuit  (modo  cum  1)  iungi  3  nequit,  quia 
tum  2%ri'  et  3^1  secarent  se  invicem,  ita  si  ri"  ultra  ?t"  caderet,  2%n" 
et  3W»'"  secarent  se  invicem.  Sit  porro  »IV  punctum  par  cum  4  iunctum ; 
cadet  riv  ultra  5  et  ante  ri"  ob  eandem  rationem.  Sit  item  nv  punctum 
impar  cum  5  iunctum  ;  cadet  ri1  ultra  6  et  ante  nlv  ;  quia  si  retrorsum 
iungeretur  cum  aliquo  impari,  sive  1  sive  3,  5^1  vel  5#3  et  4#kiv  seca- 
rent  se  invicem  &.  Continuandoque  hoc,  usquequo  tres  numeri  h,  fi-hi, 
k-i-2  supersint  ante  proximum  n,  versus  a,  quod  cum  accentorum  nu- 
mero  certo  prodiit,  punctum  illud  p,  cum  quo  h  iunctum  erit,  ultra 
dictum  n  cadere  non  poterit ;  nam  tum  h^p  et  ramus,  qui  ab  n  usque 
ad  punctum  anterius  est,  cum  quo  inngitur,  secarent  se  invicem ;  itaque 
h  necessario  cum  h-\-2  iungetur;    atque   h#h-\-2    et  ramus    qui    a  h-hi 
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usque  ad  punctum,  cum  quo  iungitur,  est,  sive  antrorsum,  sive  retrorsum 
esset  hoc,  se  invicem  secare  debent.  Q.  E.  D. 
In  (Fig.  58),  quam  auctor  pro 

X—x*  —  2;«3 -H  33C -4-  10 

construxit,  ramis  lineas    secundas    per    puncta    denotatis,    res    oculis    sub- 
iecta  est. 


§•  44- 
Pauca  adhuc  arboris  ramos  fpag.  205}  illustrantia,  addenda  sunt. 

1.  Dictum  (pag.  209.)  erat  e  quavis  fimctione  F[x)  seriem  deduci, 
cuius  terminus  generalis  est  F\mx) —  F([m — i)x),  terminorum  summa 
vero  est  —F(x)  —  ^"(o).  Facile  cogitatur,  ipsi  x  constantem  aliquam  ex. 
gr.  1  aut  generalius  — -  substituere,  ut  sit  x~nx  —  —,  et  terminus  ge- 
neralis  sit 

atque  summa  sit 

nempe  in  F(x),  ponatur  prius  nx  pro  x,  et  tum  pro  x.  Ita  deindelice- 
bit  n  sive  ut  numerum  constantem,  sive  ut  in  inrinitum  crescentem  con- 
siderare. 

Ex.  gr.  Sit 

J?(x)  =  ^^- 

erit 

F"{mx)  — F([m —  i)x\ 

terminus  generalis  seriei  ex  F(x)  deductse,  qui  pro  x  —  I  fit 

m     m  —  1     _  1 

\-\-m      H-  m  — 1  "     m\m  +  1)  ' 
summa  vero  est 

F(x)  —  F(o)  =  F(n)  —  F(o) 
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pro  x—i  adeoque  nx~-n.  Substituendo  igitur  in  — - —        .    ipsi    m   nu- 
meros  ab  i   usque  ad  n  inclusive,  fiet  series 

i         i  i 

"2"'    2T3'    3^4'*"' 

et  summa  est 

n  o        _      n 

i-\-n       i  -\-n       n  -t-  1 

quod  tendit  ad   1,  si  n  ■—■  00. 

Si 

1  '       c  —  r  ' 

erit  seriei  deductEe  terminus  generalis 

,.  .■     .         r./  .\       ae""' —  ae""~  }"        aetm~Ti-(e*—l) 

r  1. mx  —  f\[m  —  1 1  a;  I  — ■■  -  -  — , 

■  v  ;  e  —  1  e  —  I 

et  summa  est 

Si  x  ponatnr  — 1;  est 


Si  vero  x  ponatur  =77;   erit  termitms  generalis 


ae  <*    [e"  —  i| 
e  —  1 
et  sunima  erit 


Prodit  autem  sic  series  geometrica,  cuius  (substituendo  numeros  1,2,. 
ipsi  m)  terminus  primus  est 

ae  '•  fg-"  — i) 
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et  secundus 

ae*   [e*1 — i) 
e  —  i        ' 

et    quivis    per    eu    multiplicatus  dat  sequentem.   Unde  etiam  pro  n  =  tu, 
summa  priorum  tu  terminorum  erit 

ae — a  __ a  ie —  i) 

e — i    ~    e—i  ' 

et  pro  n  —  2jit  erit  summa 

ae2  —  a      a\ez  —  i )       a  (e  ■+■  l)  (e  —  i ) 

—  — . — 1 — - —  —  a  -+-  ae  ; 

e  —  i  e  —  i  e  —  l  ' 

atque    in   genere    si  n=kfi,  denotante    k    integrum    quemvis    positivum, 
erit  summa 

qg*  — a a[eh  —  i) a(e — i)  (i  ■+-  e-i-e1-*- ...  -+-g*~'.i_ 

e  —  i  e  —  i  e  —  i 

—  a  -+-  ae  -+-  ae2-i-  .  .  .  -\-aek~\ 

quse  est  summa  k  terminorum  seriei  geometric££    prioris.  Quod  vero  sit 

ek  —  i  =  (e  —  i)  ii  -he-he1-)-  .  .  .  -he''~') 

patet  dividendo  eh — i   per  e — I  (pag,  151).  Solet  autem  wz-tus  seriei  huius 
terminus,  --- -tus  prioris  appellari. 
Ita  si 

,-,,  ,  xad  —  xd 

2 

erit  terininus  generalis  F\mx) —  FUm — i)x) 


quod  ponendo  ---  pro  x,  fit 


,_^_______ d md 

U  2tl  2u2  U1   ' 
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patetque  seriem  esse  arithmeticam  primi    ordinis  ;    prodeunte    e   termino 
quovis  sequentem,    addendo    -  -t-.  Summa  vero  erit 


quum  /^{o)— o  sit ;  adeoque  pro  /u=l  fit  terminus  generalis  a-him —  i)d, 
et  summa  est 

(n2  —  n)d       ia-\-u)n 


uti  ipag.  152)  pro  serie  arithmetica.  Si  vero  tuk  =  n  (pro  quovis   integro 
positivo  k)  fiet  summa 


quse  est    summa  priorum  k  terminorum    seriei    arithmeticae    prioris ;    so- 
letque  et  terminus  m-tus  seriei  huius  -7^-tus  prioris  dici, 

Ita  ex  innumeris  functionibus  totidem  series  deduci  possunt,  quarum 
tam  termini  generales,  quam  summse  datae  erunt ;  at  quasstio  suboritur, 
num  e  termino  generali  seriei  alicuius  ad  functionem  e  qua  deducitur 
perveniri  queat?  Quo  pacto  etiam  summa  data  esset.  Expressio  sumras 
talis,  in  qua,  ipsi  m  quivis  numerus  substituatur,  totidem  terminorum 
summa  exhibetur,  vocatur  terminus  summatorius ;  qui  si  =f{m)  sit, 
pro  termino  generali  prodibit  omnino  f[m) — f{m — i). 

2.  Ad  3.  (pag.  205)  pertinet :  quod  si 

Axa  -4-  Bxh  -+-  Cxc  ■+■  .  .  . 

pro  quovis  valore  ipsius  x  sit  o ;  erit 

A  =  o  =  B  =  C=&, 

nempe  quiiibet  coefficientium    erit    o.    Nam    tum    eriam    per    xa  utrinque 
dividendo,  et 

A  -t-  Bxb~a  -t-  Cxc-<*  -*-.., 
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y  dicto,  erit  _y  =  o,  pro  quovis  valore  ipsius  x,  etiam  pro  x  =  o ;  namque 
verum  de  x  utvis  parvo  est,  si  non  sit  o;  si  vero  x--~.o,  tura  Bxc~a  —  o 
aut-— .0,  ita  Cxc~ "  —  o  aut  ^o^;  adeoque  quotvis  termini  numero  certo 
accipiantur,  pro  dato  quovis  o  fieri 

A  -+-  Bxl'~a  -+-  Cxc~a  -+-  ...  —  (A  -+-  i?o*-"  -4-  O^-l-  .  .  .)  <  « 

potest  nisi  —  o  sit ;  sed 

A  -+-  Bx1'-"  -+-...  —y  —  o 

pro  x  non  =  o.  Consequenter  quum  y~  o,  et  jy  —  A  —  o  vel  —  o,  est 
A—o  (pag.  81,  4.).  Idem  etiam  porro  continuatur  ;  ut  nempe  utrinque 
dividendo  per  xb~ a,  prodeat 

B-hCxc-a~(t-a)+  .  .  .  =  B-+-Cx*-b+  .  .  .  =0, 

atque  inde  B  =  0  et  ita  porro. 
Ex.  gr.  sit 

~  1  -+-  ax  -+-  bx-  -+-  <;.\-j  -+-... 

1  —  .v  —  #3 

Muttiplicando  utrinque  per  denominatorem,  et  subtrahendo  numeratorem 
functio  ad  o  reducetur,  et  collectis  ubique  coefficientibus  eiusdem  po- 
tentias  ipsius  x,  erit 

o=(a—\)x+-  ib  — a  — j)xz-\-  \c —  b  — i)x3  -+-  [d  —  c  —  a>x'  -+-  .  .  . 
atque  hinc 

a  —  1  —  o,  b  —  a  —  1=0,  !  c  —  b  —  I )  =  O,  d  —  c  —  a  =  O  £5", 
adeoque 

a  =  1,  i-(i  +  i  =  2,  c  =  3,  c/=  4,  e  — 6,  /=9,  ^  —  13  63, 

quibus  valoribus  substitutis,  prodibit  series  functioni  fractae  aequivalens, 
si  nimirum  convergat,  aut  terminata  sit. 

Facile  autem  perspicitur,  in  isto  casu  quemvis  tenninum  a  quarto 
incipiendo,  esse  summam  primi  et  tertii  ad  sinistram,  ex.  gr.  9=6-4-3; 
dicitur  series  eiusmodi  recurrens,  cuius  terminus  quilibet    certorum    nu- 
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mero  tt  ad  l_evam  pra_cedentiuin,  utpote  ,w'-ti  ,«"-ti  .  .  .,  per  certos 
factores  multiplicatoruin  surama  est,  ita  ut  pro  quovis  tennino,  3'-tus  ad 
laevam  per  eundem  factorem  multiplicetur.  Dicitur  quoque  series  recur- 
rens  eiusraodi  ordinis  ,«-ti,  et  factorum  dictorum  series  scaia  seriei  recur- 
rentis  audit. 

Ex.    gr.  pro  termino    primo    =o,    et    secundo    — i,  atque    scala   i,  3, 
fit  series 
o,  1,   1.1+0.3-1,    1.1+3.1=4,   4.14-3.1=7,  7.1+3.4  =  19,   _, 

ncmpe 

0,  1,   j,  4,  7,  19,  .  .  ., 

Sed  methodus  antea  dicta  appHcatur  etiam  si,  quod  szepius  requiritur, 

fix) 
uti  (pag.  2591,  functio  fracta  --U - ---    ut    sumraa    simpliciorum    exhibenda 

sit ;  siquidem  denominator  in  requisitos  factores  siraplices  resolvi  possit, 

quod    efficitur    saspius,    quaerendo    radices    aequationis   jP(»)  =  o ;    qua.    si 

fuerint  a,  b,  c,  erit 

F\x)  —  [x  —  a)  [x  —  b)  [x  —  q  ; 

sed  utcunque  deventum  ad  hos  factores  fuerit,  ponendo 

/M  ^    A  B  C 

/•  jx)        x  — ■  a       x  —  0       x  —  c 

determinantur  A,  B,    C  modo  sequenti. 
Ex.  gr. 

l _-_.    -.._-__    ==A  +  .__^_+_c_. 

a*x~x*       x{a-\-x)[a — x)       x        a-\-x      a—x  ' 

et  reducendo  ad  denominatorem  eundetn,  atque  per  eum  utrinque  raulti- 
plicando,  et  numeratorem  qui  ad  leevam  est,  subtrahendo,  fiet 


nnde 
adeoque 


o -__(«„!  —  i)~\r{aB-¥-aC)x-\~[C-—B  —  A)x*\ 

a%A  —  1  —o,aB-\-aC=otC—  B  —  A—o 

_____  —t,B--Q 
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atque 


unde 
atque 


C=B-hA=--—C\ 

a2 

2C=—„    et   C=-^r, 

B  = —, 

2a* 
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SECTIO   IV. 

ADDITAMENTA    IN    PRAECEDENTIBUS   TRADITA    CONCERNENTIA. 

A. 

DE    BEATITUDINE. 

In  Introductione,  ubi  desideria  aeterna,  nempe  veritatis,  et  amoris 
fraterni  reciproci  in  eodem  Patre  uniti  exponuntur ;  id  est  quze  nulli 
tempori  finito,  nec  ulli  existentiee  formae  propria  sunt,  et  notam  Auc- 
toris  communis  eandem  referentes,  nonnisi  claritate  potentiave  differunt : 
vocabulum  brachiis  per  errorem  omissum  est.  Praeterea  nec  beatitudo 
deiinita  est ;    sit    igitur   fas    aliquot   verba    ex   olim  editis  addere. 

Quis  est,  qui  reflectens,  se  infinitas  caussse  superiori  subiectum  esse 
non  sentiat,  eoque  per  se  infirmus  non  refugiat?  Certe  si  nil  admirari 
rectum  sit,  in  quantum  effectus  quilibet  e  sua  caussa  promanat :  omne 
admirari  rectius  est ;  quocunque  enim  sensus  internos  externosve  por- 
rigamus,  sive  cogitare  nos,  bonumque  omnium  velle  simus  conscii,  sive 
ad  voluntatis  nutum  moveatur  corpus  (unum  aut  millia  simul),  sive  flos 
nocte  apertus  gemmam  aurorae  ferat ;  admirando  omnia,  ad  summe  et 
denique  solam  admirandam,  supremam  omnium  caussam  inconceptibilem 
provocant,  nobis  infinite  superiorem,  attamen  intus  extusque  ubique 
proximam. 

Indicium  beatitudinis  esset :  gratitudo  ex  omnium  et  singulorum 
gaudio  suas  existentiae  resultans,  caussam  hanc  communem  dulci  desi- 
derio  quasrens ;  quanquam  et  illi,  cui  inter  ruinas    templi  quondam  pul- 
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chrius  nitente  sole  exstructi,  niillum  terrestre  gaudium  germinat,  aut 
cuius  idealibus  sethereis  disparentibus,  quasi  de  ccelo  deiecti,  et  ex  arida 
paradiso  respicientis  labentes  lachrimas  nullas  amicas  inveniunt :  in 
mcestissimas  tenebras  descendant  candidi  angelorum  chori,  desertumque 
teterna  resonet  lgetitia  —  nec  Deus  infinitus  ullibi  magis  appareat,  quam 
ad  pectoris  vulneribus  immeritis  gementis  solitudinem  derelictam  ex- 
plendam  —  imo  infinitus  quidem  ubique  prassens,  proxiraus  ad  lectum  mo- 
rientis  sentiatur.  Certe  veluti  terra,  si  oculis  pro  videndo  sole  desti- 
tuta,  sensu  polleret,  calorem  attractionemque  eius  persentisceret ;  simili 
raodo  sensus  animas  intimus  de  Deo  testificatur,  et  omnes  mundi  ex 
immenso  abysso  micantes  annuunt ;  ae  suprema  manu  sacrosanctissima 
pectoribus  imis  inscripta,  dummodo  lux  alma  faveat,  nec  falsa  spuriaque, 
generi  humano  inimica,  mortales  oculos  obccecet,  ultro  leguntur ;  lec- 
taque  e  procellis  temporaneis  ad  asternitatis  tranquiliitatem  elevant. 

Absoluta  beatitudo  vero  (quaa  omnium  et  singulorum  est),  consis- 
teret  obiectivc  in  eo,  ut  sub  quovis  tempore,  et  in  quavis  existentia? 
forma,  omnes  et  singuli  simul,  ut  infantes  teteniitatis  eiusque  certi  hse- 
redes,  incrementum  quam  maximum  capiamus  ;  id  est  quo  ciariora  for- 
tioraque  reddamus,  expleamusque  in  quantum  fieri  potest,  zeterna  desi- 
deria,  temporaneis  quoque  satisfaciendo,  in  quantum  priora  requirunt 
(saltem  permittunt).  Subiectiva  autem  est,  dulcis  omnium  necessitas  ob- 
iectivam  dictam  semper  volendi,  sensusque  ccelestis,  dum  in  almo  veri- 
tatis  die,  gelidte  individualitatis  glaeie  undique  soluta,  omnibusque  amore 
reciproco  in  brachiis  infinitis  Patris  communis  unitis,  reflexione  luminis 
calorisque  divini  ex  omni  in  omne,  oo",  pulchritudo  originalis  absokita 
teternaque  patefiet ;  adeo  ut  pulchritudiuis  huius  absolutse  desiderium 
quoque  asternis  adnumerari  possit,  (ut  numero  sacro  trina  sint),  quam- 
quam  saspe  tempore  aeternitatem  mentiente,  splendida  imago  evanescens, 
telam  fcedam  post  se  relinquat. 
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B. 

DE    PROPORTIONIBUS,    LOGARITHMIS,    NUMERATIONEQUE    ARABICA. 

Sequentia  in  gratiam  Tyronum  addere  libet. 
Quum    proportio    geometrica  (pag.  87)  per 

a:ae  =  b:be 

expriini  possit :  patet  factum  cxtremorum  esse  facto  mediorum  aequale, 
nempe  abe  =  aeb. 

Conversim  quoque,  si  A,  B,    C,  D   talia  fuerint,  ut  AD—BC,  est 


A:B- 

=  C:L 

"Jnm 

dividendo 

per 

BD, 

erit 

AD 
BD 

BC 
BD 

iqiu: 

A 

B  ' 

C 
D' 

A:B  =  C:D. 

Unde  heec  nota  proportionis  geometricEe  fit :  ex.  gr.  2,  3,  4,  5  non 
sunt  in  proportione  ;  nam  2 .  5  non  —3.4,  et  si  proportio  esset,  2.5  —  3.4 
esse  deberet. 

Hinc  etiam  c  quibusvis  ditobus  factis  aequalibus  proportio  institui 
potest.  Ex.  gr.  ex  cx~a  id  est  cx=l.a  fit 

c  :  r  =  a  :  x  ; 
nam  cx  —  a.i. 

Imo  etiam  quaevis  tria  in  proportione  data  fuerint,    quartus   repe- 

ritur,  dividendo  factum  dati  paris  per  illum  cuius  socius  quaeritur ;  per 

par  inteliigendo  par  extreraorum,  aut  par  mediorum ;   nempe    e    duobus 

paribus  ununi  datum  est,  et  quantitas  tertia  est,  quze  suo  pari  caret. 
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Ex.  gr.  Si  A:B  =  C:D,  et  A,  B,  D  data  fuerint,  erit  AD  =  BC\ 
adeoque 

AD _  BC  _r 
~~T~  B    ~°' 

Ita  reliqui  casus  patent. 

Quum  vero  si  —  —  — ,  sive  AD=  BC  fuerit,  (per  quorum  quodvis 
unum,  ponitLir  alterum),  tum  A,  B,  C,  D  in  proportione  sint :  per  hoc 
ex  una  plures,  atque  e  pluribus  novas  promanant. 

I.  Ex  una,  a:ae  =  b  :  be ;    erit  permutatido  terminos  prins  internos, 
a  :  b  —  ae  :  be, 
pennutando  vero  externos  est 

be  :  ae  =  b  :  a. 

Ita  aliquod  extrernorum  et  siwnl  aliquod  internorum  per  idem 
multiplicando,  aut  per  idem  dividendo,  proportio  erit.  Nempe  si 


a  :  ae  = 

--b;be, 

est 
et 

ap  :ae  = 
a  :  aeq  — 

■  bp  :  be, 
"-  b  :  beq 

Ita 

ap  :  aeq  = 
a  ,  ae 

P '  q  ~ 

■  bp  :  beq. 

b  .  be 
p-   q  ■ 

Ita 

componendo  ex  a:  ae  =  b  :be. 

sequitur 

■+-  a  -+-  ae  :  -\-  ae  — 

--\-b-\-  be 

:  ± 

be, 

_  «  ±  ae  :  ±  a  — 

±d±be  : 

± 

°\ 

notando,  quod  in  his  duabus  Imeis  ae  et  be  eodem    signo,    ita    etiam    a 
et  b  eodem  signo,  sive  diverso  a  priore  sive  non,  accipiantur. 
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II.  t.  E  pluribus  quotquot  fuerint,  sequitur  esse  etiam  factum  termi- 
norum  primorum  ad  factum  secimdorum,  uti  factum  tertiorum  ad 
factum  quartorum.  Nempe  si 

a  :  aq  —  b  :  bq 
et 

c  :  cr  —  d :  dr, 
est 

ac  :  aqcr  —  bd :  bqdr. 

Unde  semper  ad  una  plures  concludere  licet ;  qusecumque  proportio 
enim  e  pluribus  hoc  pacto  prodierit,  per 

P:  Pm—p  :pm 

exprimi  potest,  cui  accedente  alia 

z  :  zn  —  x  :  xn  : 
erit 

Pz  :  Pmzn  —px  :pmxn. 
Si  vero 

A:B=C:D  =  E:F=  .  .  .; 
erit 

A  +  C+E+  ■  •  -:B-^D  +  F^-  ■  ■  -—A:B. 

Nam  B  per  Aq,  D  per    Cq,  et  F  per  Eq  exprimi  potest ;  adeoque 

B  -1-  D  -+-  F—  [A  -t-  C+  E)  g, 
et 

A  +  C+J5+  --_=±=A. 
B+Z)  +  F+---         q      B' 

Solet  hoc  ita  enunciari:  summa  anteccdeiitiit.ni  est  ad  summam  con- 
sequentium,  ut  quilibet  antecedens  ad  suum  conscquentem  ;  nempe  ex. 
gr.  si  A,  B,  C,  D  in  proportione  fuerint,  dicebatur  A  antecedens,  B 
vero  consequens  rationis  A  ad  B,  ita  C  antecedens,  D  consequens 
rationis    C  ad  D. 

In  omnibus  casibus  relatis  autem,  patet  proportionem  esse ;  sive  per 
quotos  ex  antecedentibus  per  suos  consequentes  ubique  aequales,  sive 
per  facta  extremorum  factis  mediorum  aequalia. 
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2.  Si  veru  dua?  proportiones  fuerint,  et  tam  a  quam  b  utriusque 
terminum  aliquem  constituat \  atque  reliquorum  duorum  terminorum 
in  una  ad  Isevam  alterius  termini  cadens  dicatur  c,  et  alter  ab  hoc  ad 
dextram  cadens  d  dicatur,  in  altera  autein  ad  Isevam  cadens  ff  et  alter 
g  dicatur :  quseritur,  c,  d,  f,  g  quando  et  quo  ordine  sint  in  propor- 
tione?  et  quando  non  ? 

Aut  efficiunt  a  et  b  in  utraque  proportione  par  aliquod  (nempe 
extremorurn  vel  mediorum),  aut  non ;  si  non,  aut  in  neutra  efficient, 
aut  in  una  tantum. 

Si  in  utraque  efficient,  erit  c  :f=  g :  d,  quod  perturbatim  dicitur, 
Si  in  neutra  efficient ;  tum  a  aut  in  utraque  ad  lasvam  a  b,  aut  in 
utraque  ad  dextram,  aut  in  una  ad  laevam,  in  altera  ad  dextram  cadit : 
in  duobus  casibus  prioribus  est  c:  d=f:  g,  quod  ordinatim  vocatur ; 
in  casu  posteriore  vero  est  c:d  =  g:f. 

At  si  in  una  tantum  efficiant  par,  tum  nonnisi  pro  certo  valore  ipsius 
a  vel  b  proportio  est. 

Etenim  si  a,  b  in  utraque  par  efficiant :  tum  et  c,  d  et  f,  g  par 
efficient ;  fietque  ab  =  cd=fg\  adeoque  c  :f=g:  d, 

Si  vero  a,  b  in  neutra  effecerint  par ;  stet  prius  a  in  utraque  ante  b  ; 
tum  si  a  aliquod  extremorum  fuerit,  quum  ante  b  sit,  nonnisi  primo 
loco  stare  potest,  et  tum  b  ad  finem  esse  nequit,  (quia  a  et  b  par 
extremorum  efficerent) ;  adeoque  b  aliquod  mediorum,  ac  d  terminus 
quartus,  et  ad—bc  erit.  Si  vero  a  aliquod  mediorum  sit,  b  necessario 
ad  finem  erit ;  quia  a  ante  b  stat,  et  si  b  loco  tertio  esset,  a  et  b  par 
efficerent;  itaque  Ioco  primo  c  est,  et  alterum  mediorum  d  est ;  adeoque 
bc  =  ad  ut  prius.  Pariter  in  proportione  altera  fit    ag  =  hf\    atque    hinc 

bc       bf 

d        g 

et  dividendo  per  b  fit  c:  d=f:  g. 

Si  b  stet  ante  a  in  utraque,  in  demonstratione  proxima  ubique  b 
pro  a  et  a  pro  b  ponendo,  fiet  ac  =  bd  et  bg=af\  et  hinc 
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a  —  M.—bi. 

e       f    ' 

atque  hinc  df=cg\  consequenter  et  tum  c ;  d=f:  g. 

At  si  in  una  (ex.  gr.  in  qua  c  est)  a  ante  b,  et  in  altera  post  b  stet ; 
e  prEecedentibus  patet  fore,  ad=bc  in  priore,  et  af—bg  in  altera;  atque 
hinc 

bc  __bg 

a~^r~j) 

adeoque 

d       /' 

id  est  c:d  =  g:f  non  ordinatim  c  ;  d=f;  g, 

Si  vero  a  et  b  in  una  (ex.  gr.  in  qua  c  est),  efficiant  par,  et  in  altera 
non,  tum  fiet  ab  —  cd,  et  in  altera  factor  socius  ipsius  a  nonnisi  /  aut 
g  esse  poterit ;  erit  igitur  aut  af=bg,  aut  ag=fb.  Combinetur  iam 
ab  =  cd  cum  casu  utroque  ;  ex 

ab  =  cd    et     af=bg, 
lit 

cd       bg 

atque  hmc 

cd=f~, 

e  quo  bb  nonnisi  ita  deleri  potest,  ut  tantutn  literte  c,  d,  f  g  maneant, 
si  b  =  l,  aut  c  —  b,  aut/=6,  aut  d—b,  Pariter  ex 

ab  —  cd    et    ag  =fb, 
fit 

cd      fb 
b        g' 
adeoque 

g 

ubi  pariter  bb  tolli  nequit,  nisi  b—i,  vel  c  aut  d  vel  g  fuerit  —  b. 
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3-  Ita  si  fuerint  proportiones,  quas  ipsse,  et  termini  earura  (per  pag.  482) 
ita  ordinari  queant,  ut  cuiusvis  terminus  secundus  sit  sequentis  primus, 
excepta  proportione  ultima :  tum  primfe  terminus  primus  est  ad  ulti- 
mse  secundum  uti  factum  e  terminis  tertiis  ad  factum  e  terminis  quartis. 
Nam  ex.  gr.  si 

A:B  =  h:i 

B:  C  =  k:l 

C  :  JD—m  :n  • 


(per  pag.  483)  est 
seu  (per  pag.  482} 


ABC;BCD  =  hkm;iln\ 
A  :  D  —  hkm  :  iln, 


quEe  reguia  catenaria  vocatur,  et  applicatur  ad  varias  monetas  mensu- 
rasque ;  si  ex.  gr.  A,  B,  C,  D  variae  mensurte  fuerint,  et  quasratur 
ratio  ipsius  A  ad  D,  datis  A:B,  B:C,    C:D, 

III.  Praeter  baec  aliquid  adhuc  de  compositione  (et  antehac  usitato 
numero)  rationum,  cuius  vicem  hodie  exponens  potentiae  subit,  adden- 
dum  est. 

l.  Plurimas  quantitates  ab  aliis  certo  modo  dependent :  dependentiae 
varii  modi  innumerabiles  cogitari  possunt :  at  hic  nonnisi  eiusmodi  de- 
pendentia  quantitatis  z  ab  alia  u  considerata,  ut  dura  ex  u  fit  ku,  ex  z 
fiat  aut  kz  aut  ,-;  dicitur  z  ab  u  in  casu  primo  directe,  in  casu  pos- 
teriore  inverse  dcpendere. 

Sit  x  quantitas  rei  alicuius,  pro  rerum  certarum  quantitatibus  a,b,c,. . ., 
et  dependeat  x  ab  omnibus  iis  directe ;  fiatque  na  =  A  ex  a  (manen- 
tibus  ceteris),  fiet  nx  ex  x;  et  postea  mutetur  b  in  mb  =  B  (item  ma- 
nentibus  ceteris)  fiet  mnx  ex  nx ;  tum  mutetur  c  in  pc  —  C,  fiet  pmnx 
ex  mnx ;  est  vero 

A  B       ,       C 

n=~,    m  =  ~,     p  =  —, 


pmnx- 
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atque  idem  pro  quarto    prodit,  si  ad  abc,  ABC  et  x,  quarta    proportio- 
nalis  quseratur.  Quotvis  fuerint  autem  a,  b,  .  .  .  ,  idem  continuari  patet. 
Si  vero  x  ab  aliquo  ipsorum  a,  b,  .  .  .  ,  ex.  gr.  a  b  inverse    depen- 
deret ;  tum  ex  x  fieret 

pnx  _  AbCx 
m  aBc 

Solet  autem  hoc  ita  enunciari ;  quod  quantitates  generis  x,  sint  in 
ratione  composita,  e  rationibus  ipsorum  a,  b,  .  .  .  ,  directis  in  casu 
primo,  in  posteriore  vero  e  rationibus  ipsorum  a,  c  directis,  et  inversa 
ratione  ipsorum  b,  (per  literas  quantitatum  literis  nominis  eiusdem  deno- 
tatarum  genera  intelligendo).  Unde  et  alite  eiusmodi  denominationes 
iiit.e1.Hgunt.ur.  Ex.  gr.  in  raotu  uniformi  sunt  spatia  in  ratione  composita 
e  rationibus  directis  temporum  et  celeritatum,  celeritates  autem  sunt  in 
ratione  composita,  e  directa  spatiorum  et  inversa  temporum.  Ita  quo 
maior  pecunia  ad  lucrum  elocata,  et  quo  maius  tempus  elocationis,  eo 
maius  lucrum  est ;  ut  si  elocatas  pecunise  fuerint  P  et  p,  et  tempora 
T  et  t;  fiet  lucrnm  prioris  ad  lucrum  posterioris  (pro  iisdem  conditio- 
nibus),  uti  PT  ad  pt. 

Quum  emsmodi  problema  ut  antea  proponitur;  quasrendo  quidnam 
ex  x  fiat,  mutatis  a  in  A,  b  in  B,  et  c  in  C;  nonnisi  data,  modo  se- 
quenti  describenda  sunt :  nomen  generale  rerum  a,  A,  ad  laevam  pona- 
tur,  et  post  hoc  eadem  linea  horizontali  scribantur  a,  A ;  sub  hanc 
lineam  in  sequenti  nomen  generale  ipsorum  b,  B  scribatur  pariter  ad 
lsevam ;  et  post  hoc  scribantur  b,  B  sub  a,  A  ;  et  ita  porro  in  deorsum 
sequenti  linea  horizontali,  sequentis  literse  nomini  generali  postponantur 
literas  ipsee,  prius  minuscula,  tum  altera ;  donec  nonnisi  x  supersit ;  et 
tum  ponatur  x  ad  dextrara  loco  tertio ;  atque  quairatur,  quomodo  x  a 
literis  singulis  dependeat,  prius  ab  a,  tum  a  b  E^,  et  si  ab  aliqua  inverse 
dependeat,  literse  noiuinis  eiusdem  loca  permutent,  reliquis  manentibus. 
Atque  demum  quivis  terminornm  columnas  primje,  simul  cum  aliquo 
terminorum  columnas  secundte,  aut  cum  termino  tertio  nempe  cum  x, 
per  idem  dividi  potest,  si  per  id  numeri  minores  remaneant ;  atque  hoc 
continuetur,  donec  numeri  amplius  minui   nequeant :    et    tum    proportio- 
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nalis  quarta  qutesita  prodibit,  si  id  quod  loco  tertio  remansit,  multipli- 
catum  per  factum  in  columna  secunda  remanentium,  per  factum  e  columna 
prima  remanentium  dividatur.  Ratio  facile  patet,  cum  proportionalis 
quarta  sit  ex.  gr.  in  casu  primo 

_  ABCx 
abc      ' 
in  altero  sit 

AbCx 


aBc 


ubi  superius  inferiusque  per  idem  dividendo  valor  idem  manet. 

Vocatur  autem  regula  ista,  si  iuxta  denominationem  prascedentem, 
literarum,  e  quibus  incognita  quseritur,  fuerit  numerus  /./,  regula  de  ,«  ; 
nempe  regula  de  tri,  si  prseter  x  nonnisi  duse  ex.  gr.  a  et  A  fuerint, 
de  quinque  si  et  b,  B  adfuerint  y. 

2.  Sed  etiam  quum  in  proportione,  etsi  tantum  duo  termini,  et  summa 
reliquorum  data  fuerit,  (per  pag.  482)  reperiatur  quartus :  sit  arti- 
ficii  huius  cum  compositione  rationum  combinati  exemplo,  regula  so- 
cietntis. 

Si  nempe  duorum  pecuniae,  simul  lucrandi  caussa  elocatae,  fuerint 
P  et  p,  et  tempora  T  et  /,  lucrumque  commune  (t-t1  aut  1 — 1)  fuerit  X ; 
erit  L  lucrum  prioris  ad  /  lucrum  posterioris,  in  ratione  composita 
directa  pecuniarum  et  temporum,  adeoque 

L\l—Pt:pt; 

atque  hinc 

(PT-hpt)  -.  PT=  (_  +  /):  Z  =*:  Z  ; 

et  quotvis  fuerint,  summa  productorum  eiusmodi,  erit  ad  cuiusvis  factum, 
uti  lucrum  universum  ad  lucrum  illius. 

Nam  si  de  quibusvis  n  eiusmodi  factts  valeat  regula,  valebit  et  de 
(m-4-i)  factis.  Sit  enim  ex  («H-i)  productis,  quodvis  aliquod  F;  exemto 
hoc  manebunt  facta  numero  n,  quorum  summa  sit  S,  et  quodvis  ali- 
quod  sit  f  sitque  k  lucrum  ipsum  f  nempe  pecuniam,  quae  unus  factor 
ipsius  /  est,  concernens,  atque  Iucrum  ipsum  F  concernens  sit  * ;  et 
lucrum  totius  S  sit  R :  erit 
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S:f=R:k 

f:F=k:x 

Sf:fF=Rk:kx 

S :  F=  R  :  x, 

[S-hF):F=:{R-i-x):x. 

3,  Quid  autem  per  numerum  rationum,  uncle  nomen  logarithmi  ve- 
nit,  intelligatur.  e  sequenti  patet.  Sint  fi   et  v  integri,  prius  positivi. 

Ratio  q":i,  dicebatur  (/u  :  j^-tuplicata  rationis  q" :  i ;  nempe  q1 :  i 
componitur  e  numero  v  rationum  q :  1,  ex.  gr.  pro  )'— 2,  componitur 
q3 :  1  ex  ^  :  1  et  £• :  I;  fiet  enim  multiplicando  antecedentes  et  conse- 
quentes,  q':i;  atque  q!' :  1  componitur  e  numero  /.f  eiusmodi  rationum. 
Exprimitur  autem  hoc  brevius  clariusque  hodie  per 

{q'Y  =  ?", 

ubi  yv  pro  basi  accipitur.  Ex  gr.  si  hasis  logarithmorum  sit  io  =  qy,  et 
v  denotet  10  milliones,  erit  ^  —  radici  decies  millionesimi  gradus  ex  10. 
et  radix  ista  nempe  ioT,  elevata  ad  ,u,  erit  =  ia":i',  quod  idem  est, 
ac  si  ex  10  ad  su  elevato,  radix  gradus  v  extraheretur ;  et  ,u  :  v  est 
quoad  10  logarithmus  ipsius  W;v;  quod  olim  dicebatur,  quod  ratio 
ipsius  iau:1'  ad  i  sit  (.«  :  ?')-tuplicata  rationis  10  ad  i. 
Imo  posita  serie  geometrica 

t 

9 
et  inferius  supposita  serie  arithmetica 


qq,   q,  -*  -  =  l,  — ,  -  -  -, 
q  q      qq 


non  solum  ratio  qq  :  i  dicebatur  duplicata  rationis  q :  I,  sed  etiam  ratio 
-— :  1  dicta  est  (— 2)-tuplicata  rationis  q\l\  nempe  -,—  :  i  componitur  e 
duabus  rationibus  q  :  1   inversis,    nimirum   ex   1  :  q  et   1  :  q  ;  est  enimvero 
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Interim  adhuc  aliquid  de  logarithmis  Neperi  (Scoti  Baronis  Mer- 
chistonii,  ex  antiqua  et  insigni  prosapia  oriundi;  addere  in  gratiam  Tyro- 
num  paulo  ulterius  provectorum  libet. 

Calculum  trigonometricum  sublevare  eius  propositum  fuit ;  sinum 
totum  (nerape  radium)  ponit  — 10  ooo  ooo,  quod  sit  =  n;  atque  inde 
descendit  in  serie  geometrica,  cui  snbscribit  seriem  asquidifferentium, 
ita  ut  cuivis  termino  K  seriei  superioris  respondeat  terminus  k  expri- 
mens  numerum  rationis  K  ad  n  (saltem  cum  errore  exiguo),  ratione 
ipsius  n  —  i  ad  n  pro  basi  posita,  (etsi  basis  apud  Neperum  mtllibi 
nominetur) ;  ut  nimirum  moderno  loquendi  usu  sit 

K  _ln— 1\* 
n        \    n    i  ' 

cum    errore    exiguo ;    et  k  fit    logarithraus  ipsius  — quoadbasim . 

Atque  hinc  est,  quod  quamvis  nullibi  videatur  Neper  de  logarithmis 
qui  naturales  vocantur,  cogitasse ;  tamen  per  — 10  ooo  ooo  id  est  — n 
multiplicatus  logarithmus  naturalis,  in  prioribus  notis  cum  hgarithmo 
Neperiano  conveniat.  Nimrrum  e  basim  logarithmorum  naturalium  deno- 
tante  sit 

K__  ,. 

quum  (pag.   183)  sit 

dum  n  ■"—  00  ;  erit  etiam  pro  n  satis  magno,  cum  errore  exiguo 

((,+  -L)"V =^  =  (1+  J-)~=  (:--!-)-"*=  (t=±f=*L  ■ 

y<         n '   I         n        v         n '  v         n  '  K    n    '         n   ' 

adeoque — nx=k.  Consequenter  x,  id  est  log.  nat. — ,  per  — n  multipli- 
catus  cum  logarithmo  Neperiano  eiusdem  —  convenit,  cum  errore  exiguo. 
Facile  etiam  patet  logarithmum  Neperianum  fractionis  veras  posi- 
tivum,  et  quantitatis  unitate  maioris  negativum  esse :  nempe  -~—  est 
<i,  adeoque  ad  negativnm  elevari  debet,  ut  unitate  maius,  et  ad  posi- 
tivum,  ut  fractio  vera  prodeat. 
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Adhibuit  autem  Neper  motus  ideam,  uti  Newton  ad  calculum  fluxio- 
nura ;  nempe  in  duarum  rectarum  una  A,  puncto  certa  lege  moto, 
seriem  geometricam,  (quod  facile,  et  clarius  quam  a  Nepero  exponitur, 
fieri  potest) ;  in  altera  B,  motu  uniformi  seriem  asquidifferentium  pro- 
duxit,  terminosque  posterioris  terminis  prioris  pro  iisdem  temporibus 
asqualibus  respondentes,  horura  artificiales  dixit,  hoc  nomine  pro  loga- 
rithmo  usus. 

Sinum  totum  divisit  per  n—io  000  000,  et  tot  eiusmodi  partium 
artificialem  dixit  o,  pro  quo  nullus  adhuc  motus  evenit  in  linea  B; 
nempe  log.  -=log.  1  =0;  postea  quasrendo  ingenti  labore  inter  1  et 
p  1  et  —  y  proportionales  medias,  atque  inter  quasvis  item  novas, 
pervenit  ad  seriem  continue  proportionalium  geometricam,  cuius  ter- 
minus  primus  ab  —  decrescendo,  cum  errore  exiguo  ~~  erat,  et  huius 
artificialem  (motu  in  B)  posuit  1;  atque  ita  porro,  omnino  cum  errore 
aliquo,  ipsi  I — - — )  respondent  artificialis  2,  et  ipsi  —  respondet  arti- 
ficialis  6  931  469 ;  nempe  ratio  -|-  n  :  n  componitur  ex  tot  rationibus  ipsi 
— — — :  1   asqixalibus,  cum  errore  exiguo, 

Tantse  molis  erat,  adminiculis  hodiernis  adhuc  deficientibus,  systema 
logarithmorum  prasclarum  seculi  septimi  decimi  inventum  condere ; 
quanquam  Neper  quoque  numerorum  primorum  logarithmis  per  multo 
labore  quaesitas  proportionales  medias  repertis,  compositorum  logarith- 
mos  omnino  per  additionem  computaverit. 

De  usu  tabularum  et  certis  applicationibus  pag.  512— 20  et  569—81 
dicetur:  at  de  logarithmis  Gaussianis,  etiam  aliquid  dicendum  foret,  siqui- 
dem  ad  nos  pervenissent ;  ex  onmibus  summi  viri  operibus  desideratis,  non- 
nisi  (pag.  384  et  461)  citata,  et  T~heoria  motus  corporum  coelestium 
adsunt ;  primae  linea^  theoriae  imaginariorum  quoque  sero  pervenerunt, 
quum  iam  theoria,  quae  in  hoc  tomo  habetur,  taiis  qualem  concipere 
poteram,  impressa  erat. 

IV.  Coronidis  instar  (quoad  pag.  33)  addatur  nurneratio,  cuius  pro- 
xima  origo  quidem  arabica  est,  sed  a  scriptoribus  Arabicis  quoque 
Indis  attribuitur;  non  de  signis  o,   1,  .  .  .  ,  sed  de  lege  ingeniosa  qute- 
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ritur,  qua  per  ro  signa  quivis  integri  /  et  /,  imo  et  — r  describi  possunt, 
Utcunque  vocatus  Auctor  et  sine  nomine  viget,  vigebitque  in  omnibus 
calculis. 

Romanonim  et  facere  et  pati  fortia  fuit :  sed  mirum  est,  Graiorum 
quibus  Musa  ingenium  dederat  methodum  tam  complicatam,  imperfec- 
tamque  fuisse ;  nempe  qui  37  signis,  ab  1  incipiendo  continuative,  non- 
nisi  usque  ad  99  999  999  (decadice  intelligendo)  scribere  poterant ; 
quamvis  eorum  modo  quoque  levi  additamento,  quivis  numerus  describi 
potuisset.  Nempe  1,  2  ...  9,  per  literas  a,  /?...,  ita  10,  20  ...  , 
90,  100,  200  .  .  .  ,  900,  1000,  2000  .  .  .  ,  9000,  per  literas,  et  quum  non 
sufficerent,  accentis  suppositis,  aliaque  signa  derioLabant;  atque  demum 
10  000  nempe  myrias  per  M  denotabatur  ;  regula  vero  heec  erat,  quod 
post  M  eorum  qua5  signa  particularia  denotabant  summa,  ante  M  vero 
(ad  lasvam)  factum  in  M  accipiebatur  summae  eorum,  quse  signa  particu- 
laria  ante  M  denotabant ;  ex  gr.  fiMa  denotabat  20001;  at  per  MM 
denotari  10000.10000  — 100  000  000,  ac  post  il/J/adhuc  id  quod  iOf  — 1 
M2 — 1  denotabat,  scribi  potuisset. 

Potuissent  quoque  et  hoc  modo,  posita  lege  sequenti,  numerum 
quemvis  describere,  et  omnia  peragere  :  nempe  ubi  plura  M  se  invicem 
excipiunt,  productum  eorum  intelligatur,  et  quasvis  imago  sive  ab  initio 
usque  ad  proximum  M,  sive  inter  duo  proxima  M  fuerit,  ut  factor 
proximi  M  ad  dextram  reputetur  ;  alioquin  autem  summa  omniumintel- 
hgatur.  Multa  ob  defectum  cifrarum  breviter  exprimuntur ;  ex  gr. 
MMMaMMfiMa  =  billioni  -+-  100  millionibiis-f-  20001,  ~  M^M^ 
-f-2if-4-I. 

Simplex  et  elegans  lex  Indica  est  sequens  : 

1.  Detur  numero  cuivis  a  o  incipiendo  signum  proprium,  usque  quo 
libuerit ;  atque 

2.  ponatur  aliquorsum  comma  in  lineam  horizontalem ;  et 

3.  quodvis  signorum  dictorura  ponatur  ante  comma  ad  ltevam,  deno- 
tet  id  illud,  cuius  signum  est ;  at 

4.  si  numerus  signorum  datorum  simul  cum  O  fuerit  n,  quaecunque 
eorum  Eequalia  se  inviceLn  in  linea  dicta  excipiant,    valor  illius  quod  afl 
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lasvam  est,  sit  valoris  illius  quod  ad  dextram  est  rc-tuplus;  valoremque 
eum  quodvis  retineat,  etsi  in  quemvis  alium  locum  aliud  signum  pona- 
tur ;  denique 

5.  tota  imago  denotet  summam  omnium  eorum,  quse  per  signa  parti- 
cularia,  valores  a  Iocis  (ut  seepe  et  in  mundo  fit)  sortita,  denotantur. 

Patet  hinc 

...iii,iii... 
denotare 


nempe  in  i,  i  denotatur  i  per  notam  ante  comma,  et  simul  n-ies  plus, 
quam  in  loco  sequenti,  ita  in  n,  denotat  nota  prior  /z-ies  plus,  quam  i; 
ita  valor  ipsius  2,  2,  adeoque  ipsius  1,  2  y  patet.  Est  etiam  manifesto 
1,    111   .  .  .  series  iniinita,  cuius  summa  (pag.   152)-^  -  — -. 

Ouod  hoc  pacto  numerus  quivis  a  o  incipiendo,  post  quemvis  ul- 
terius  sequens,  exprimi  possit,  patet  sic.  Denotetur  n  —  1  per  m;  si  in 
loco  ultimo  ad  dextram  ante  comma  sit  signum  particulare  k,  aut  zero 
aut  integrum  ipso  m  minorem  denotans,  poterit  in  locum  ipsius  k  sig- 
num  numerum  uno  maiorem  denotans  poni ;  si  vero  m  fuerit  in  eo  loco 
tum  ad  laevam  eundo,  aut  aliquamdiu  signa  m  se  invicem  excipient,  aut 
post  prius  m  quod  ante  comma  est,  statim  aliud  sequetur  ad  laevam ; 
sit  k  signum  illud  quod  prima  vice  non  excipit  signum  m,  et  si  nullum 
tale  sit,  reputetur  o  pro  k.  Accedente  1  ad  m,  iiet  n,  quod  cum 
ad  laevam  prtecedenti  m,  denotante  m.n,  facit  n2,  adeoque  id  quod 
I  loco  ad  laevam  sequenti  denotat,  et  hoc  si  et  ibi  m  fuerit,  deno- 
tans  m.n%  efficit  cum  eo  (« — 1 -k- 1)  n1  —  n* ;  et  ita  porro  donec  ad 
k  deventum  fuerit,  et  tum  augebitur  k  uno,  denotabiturque  prseter 
valorem  ipsius  k,  etiam  potentia  nova  ipsius  n  quas  prodiit,  relictis 
cifris  in  locis  omnibus  ad  dextram. 

Quod  etiam  ad  legem  numerationis  Grascorum,  quse  tam  facile  ex- 
tendi  potuisset,  applicari  manitestum  est ;  dummodo  pro  potentiis  ipsius 
10  potentiae  ipsius  M  ponantur,  subibit  nempe  ipsius  n  —1  vicem  M —  i, 
etsi  plura  loca  occupet.  Ex.  gr.  pro  y=M—  1,  ex  yM3yM3yMy,  (per  quod 
yMi-hyM1!-+-yM-\-y  intelligendnm),  accedente  1  fiet  aM*,  id  est  M'\ 
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Patet  etiam,  ipsum  i  postpositis  quotvis  cifris  esse  >  eo,  quod  in 
locum  cuiusvis  cifrae  m  posito,  per  ista  m  denotatur ;  atque  quivis  nu- 
merus  non  >  m  ponatur  in  locum  ipsius  i ,  ad  numeros  abinde  uno 
crescentes  denotandos,  imagines  prascedentes  eodem  ordine  quo  antea 
prodierunt,  sequi. 

In  nostra  numeratione  «  decem  est  ;  sed  n  quidcunque  denotare 
potest,  nempe  integruin  quemvis  fimo  et  ad  fractos  extendi  posset). 
Elegans  est  Leibniiii  ingeniosa  similitudo  in  Xeniis  ad  Principem  missis, 
a  Dyadica  numeratione  nonnisi  per  duo  signa  nempe  i  et  o  petita : 
quod  nimirum  sic  Deus  unus  ex  nihilo  infinitum  composuerit;  ac  veluti 
imagines  dyadicaa  imperito  confusas  videntur,  claras  peritis,  ita  confusio 
mundi  mortalibus  apparens,  spiritibus  superioribus  sapientissimus  ordo  est. 

Certe  dyadica  ista,  nisi  ad  nnmeros  maiores  exprimendos,  plures 
notas  requireret,  se  quoad  omnes  operationes  valde  commendaret ;  nempe 
nullhis  tabulee  Pytbagoricas  egeremus,  et  operationes  omnes  perfaciles 
essent,  si  prius  duas  tantum,  tum  summa  harum  cum  tertia  linea,  et 
semper  nova  summa  sequenti  lineze  adderetur,  ut  omnis  molestia  evite- 
tur  in  additione  plurium  linearum. 

Si  vero  n  ex.  gr.  viginti  esset :  tum  omnino  ingentes  numeri  breviter 
describerentur ;  tanto  fortius,  si  n  —  37  esset,  (nempe  37  signa  ut  apud 
Graecos  assumerentur) ;  at  pro  n  =  20  tabulam  Pytbagoricam  pauci  ad- 
discerent,  quum  pro  hodiernis  36  productis  171  addiscenda  essent.  No- 
tandum,  tabulam  per  diagonalem  in  duas  partes  aequales  dispesci. 

In  decadica  vero  qua  utimur,  10  dicitur  decem,  io"  autem  centum 
et  io3  dicitur  milie,  et  io6  nempe  103 .  io3  id  est  millies  mille  dicitur 
millio,  patetque  1  cum  6V  cifris,  millionis  v-X&m.  potentiam  denotare, 

Si  comma  ad  dextram  plane  ad  finem  sit,  omitti  (uti  -+-  rn  initio) 
solet,  parsimonix  gratia ;  si  vero  comma  non  ad  finem  fuerit,  expressio 
fractio  decimalis  dici  solet.  Est  nempe  tequalis  fractioni  communi,  cuius 
numerator  est  ipsa  imago  decadica  commate  ad  finem  posito,  aut  deleto, 
denominator  autem  est  1  tot  cifris  postpositis,  quot  notas  post  comma 
erant,  quse  etiam  notae  decimalcs  audiunt.  Nam  ex.  gr. 
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,  63        5  i         6300        50  i         6351      ,  si 

6^,   S  I  —  — -+-  — — h —  — ■ h  -—  -  4 —  -  -  -    —  63  -+-  -  5  -. 

*"  J  I         10        100        100         100        100         100  J       100 

Conversim  quoque  quasvis  fractio,  cuius  numerator  integer  et  deno- 
minator  est  1  cum  cifrarum  numero  N,  est  numeratori,  factis  in  eo 
numero  Ar  notis  decimalibus,  asqualis ;  nam  hoc  tali  fractioni  aequalis  est, 

Patet  etiam,  fractionis  decimalis  valorem  non  mutari,  quotcunque 
cifree  ad  dextram  postponantur :  nam  numero  notarum  decimalium  aucto, 
tot  cifras  accedent  nnmeratori  quam  denominatori,  adeoque  per  idem 
multiplicabuntur. 

Si  vero  comma  mutet  locum,  promotum  ad  dextram,  vel  lsevam, 
locorum  numero  fi  :  in  casu  priore  mnltiplicabitur  valor,  in  posteriore 
dividetur,  per  10''.  Nam  si  comma  ad  dextram  migret  fi  locis,  totidem 
notis  decimalibus  pauciores  manebunt,  adeoque  in  denominatore  post 
1  tot  nempe  fi  cifris  pauciores  erunt,  manente  numeratore ;  itaque  valor 
io"-ies  maior  evadet.  Si  autem  comma  ad  leevam  ft  locis  migret,  toti- 
dem  notis  decimalibus  plures  ernnt,  adeoque  denominatori  accedent  fi 
cifrae ;  quapropter  valor  io^-ies   minor    erit.    Ex.    gr.    ex    2  =  2,    =0002, 


230,  —  2,3. 100  = 
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C. 
DE    OPERATIONIBUS    VULGARIBUS    DECADICIS. 

De  numeratione  et  fractione  decimali  generaliter  dictum  (pag.  491 — 95) 
est.  Dicatur  quasvis  lege  numerationis  decadicae  facta  expressio  imago 
decadica ;  sive  ad  finem  sit  comma  sive  antea  sive  nullibi,  at  in  casu 
postremo  semper  ad  finem  cogitetur,  adinstar  +  in  initio  omissum. 


Est  qusevis  imago  decadica  fractio  (pag.  495} ;  et  imagines  decadicas  D 
et  d,  si  notas  decimales  in  D  numero  D',  in  d  numero  d'  sint,  et  D'>d' 
fuerit,  (per  pag.  495)  ad  denominationem  eandem  reducuntur  :  adiectis  ipsi 
d  ad  dextram  (manente  commate)  numero  D'—d'  cifris ;  ita  ad  tertiam 
et  de  quavis  ad  sequentera  progredi  licet.  Tumque  patet  in  additione 
nonnisi  nuraeratores  nt  integros  addendos  esse,  uti  in  subtractione  nu- 
meratorem  subtrahendi  ex  altero  subtrahi  debere,  in  resultato  totidem 
notis  decimalibus  factis,  quot  in  una  imaginum  sunt.  Divisio  autem 
(quum  denominatores  aequales  facti  sint)  peragitur  numeratore  dividendi 
per  numeratorem  divisoris  diviso.  Potest  autem  divisio  et  absque  re- 
ductione  ad  denoniinaturem  eundem  perhci :  nempe  sint  imaginum  D,  d 
numeratores  N,  n  ;  erit 


D 

atque 


D  _  N.  io*'  =  N_       ,r 
d  ~    n  .  10"'        n 


Multiplicatio  autem  fit  sic  : 


itaque  tot  notae  decimales  finnt  in  facto  numeratorum  (ita  consideratorum, 
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quasi  comma  ad  finem  esset)  decadice  expresso,  quot  notse  decimales  in 
utroque  factore  simul  sunt.  In  quoto  N:  n  vero,  si  d'—D\  quotus  N:  n 
est ;  nam  tum  iorf_D'  —  io°  —  i;  at  si  d'~D-\-m  (pro  m  integro),  N:  n 
per  io'"  multiplicari  debet ;  si  vero  D'~d-hm,  tum 


adeoque  N :  n  per  10"'  dividere  oportet ;  et  si  N:  n  imagine  decadica 
expressum  fuerit,  quomodo  multiplicatio,  aut  divisio  mutato  commate 
peragatur,  (pag.  495)  dictum  est. 


Summa  binc  imaginum  decadicarum  decadice  expressa  reperitur 
modo  sequenti :  scribantur  horizontaliter  imagines  decadicse  addendse  ita, 
ut  commata  omnium  in  eandem  lineam  verticalem ;  atque  pariter  in 
omnibus  imaginibus  qusevis  «z-tse  notse  a  commate  ad  Isevam  in  eandem 
iineam  verticalem  cadant ;  et  pariter  ad  dextram,  si  fuerint ;  atque  tum 
Hnea  ducta,  quse  addenda  superius  relicta,  a  summa  qujesita  distingvat, 
incipiendo  ab  ultima  columna  a  dextra  ad  Isevam  fiat  operatio  sequens. 
Consideretur  in  hac  operatkme  in  quavis  columna  numerus  quivis,  quasi 
tot  unitates  denotaret,  quot  per  se  denotat ;  atque  incipiendo  ab  huius 
columnae  ultimee  termino  afiquo  extremo,  quseratur  numeri  huius  et 
sequentis  ■  summa  decadice  expressa ;  et  quasratur  summa  cuiusvis  sum- 
mge  repertae,  cum  numero  in  eadem  columna  proxime  sequenti,  donec 
nullus  supersit ;  et  e  qnacunque  columna  prodierit  summa  =  v  deca- 
dibus  cum  n  unitatibus  (pro  n  non  >9),  in  columnam  eandem  infra 
lineam  scribatur  n  ;  et  v  (tanquam  unitatum  numtrus)  addatur  numero 
extremo  columnse  ad  lzevam  sequentis,  et  in  eadem  columna,  quaevis 
summa  addatur  ntimero  sequenti,  donec  nullus  in  eadem  columna  su- 
persit ;  atque  si  prodeat  columna  ultimse  summa  —  v  decadibus  cum  n' 
unitatibus  (pro  n  non  >9)  in  eadem  columna  infra  lineam  scribatur  n  ; 
et  v   decadice  expressum  scribatur  ad  lsevam  ante    n\    si    nulla    amplius 
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ad  laevam  columna  snpersit.  Deinum  vero  summa  infra  lineam  prode- 
unte,  ponatur  comma  in  lineam  commatis  addendorum. 

Quod  snmma  hoc  modo  rite  prodeat,  sic  patet :  qmim  hoc  pacto 
omnia  addenda  ad  eundem  denominatorem,  qui  etiam  in  summa  per 
comma  modo  dicto  positum  fit,  reducta  fuerint,  qusestio  eo  redit  ;  num 
summa  numeratorum,  id  est  si  comma  in  omnibus  addendis  et  summa 
quoque,  ad  finem  posita  esset,  rite  prodierit.  Hoc  autem  inde  patet, 
quod  a  columna  ultima  A  ad  dextram,  progrediendo  ad  sequentem  B, 
inde  ad  C,  et  ita  porro  usque  ad  extremam  nihil  sub  ullam  scribatur, 
quod  in  columnis  eousque  additis  non  adest ;  demum  vero  omne,  quod 
ex  addendis  superest,  summse  adiiciatur,  prastereaque  nihil. 

Nimirum  sit  columna 

A  —  fi  .  10-hm, 

erit  /?  dicendo  id  quod   i   in  B  significat 

B-h,tt  .\o  =  B  +  ?A.p, 

sitque  hoc 

=  ,«'.  lo.fl-h  m'./3; 
adeoque 
A  -h  B=  B-\- [a  .  io-h  m  — //.  io./?-h  m '.  (1 '-h  m  =  u '.  io.fi-i-m'.  io-h  rn  ; 

in  summam  scriptum  autem,  nempe  mm  (decadice  intelligendo)  denotat 
m'.\o-\-m.]  itaque  nonnisi  /*'.  io/J  desunt.  Si  vero  usque  ad  certam  co- 
lumnam  G  (exclusive)  in  qua  i  denotet  g,  omnia  columnarum  usque  ad 
illam  B  (inclusive)  quse  ipsam  G  prascedit,  summa  rite  inscripta  fuerit, 
nonnisi  numero  v  decadum  illius  f  quod  i  in  columna  ^denotat,  super- 
manente  :  tum  si 

G-\-v .  10  .f=y'.  10. g~\-n.g 

(pro  11  non  >9),  et  summae  in  columnam  G  inscribatur  n  ;  e  summa  co- 
lumnarum  A,  B,  .  .  .,  F,  G  nonnisi  v.io.g  supererit.  Hoc  pactoque 
usque  ad  columnam  extremam  pervenitur ;  et  si  ex.  gr.  ista  G  esset, 
atque  ipsi  n  .  .  .  m'm  (decadice  intelligendo)  anteponatur  v'  decadice 
expressum,  v'n  .  .  .  mm  denotabit 

V.  lOg-b-  11  .g-\-...  -h  m '.  lO-h  111, 
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adeoque    summam    totalem ;    nempe    v'n   (decadice    intellectum)    denotat 
v.  io.g-\-n  ,g,  (denotante    i   nnum  g  in  loco  n). 

Scholion.  Sumnin  quorumvis  duorum  numerorum  ipso  10  minorum, 
uti  etiam  differaitia  cuiusvis  numeri  n  ipso  10  minoris  a  nuniero 
minori  quam  (io  +  b),  e  tabula  sequente  constat :  nec  necesse  est, 
inter  axiomata  referre  ex.  gr.  quod  3+5—8,  et  8 — 5=3;  8-1-7=15,  et 
15-7-8    ■■ 


0  .   I  1  1 

3 

4 

; 

6 

7 

8 

9 

'  1     »|    3 

4 

6 

7 

8 

9 

10 

2  I     3       4 

! 

' 

' 

8 

9 

10 

11 

3 

4 

7 

6 

7 

8 

9 

10    |    II    !    12 

4|     ! 

6 

7       8 

9 

10 

Tl    -:    12        13 

6 

7  |     8  !     9 

10 

11 

12 

J3 

H 

6 

7 

8 

9 

10 

11  jia  j  13     14  1  15 

7 

8  !     9 

10 

n 

12 

13 

14 

15 

16 

8 

9 

10 

11 

12 

t3 

14 

15 

10 

17 

9 

,0 

" 

1! 

13 

'4 

i  = 

,6 

'7 

T.S 

Constructio  tabulas  ex  inspectione  patet ;  nempe  in  linea  superiore 
sunt  numeri  a  o  usque  ad  9,  et  in  omnibus  columnis  verticalibus  deor- 
sum  a  quovis  numero  supremo  sequuntur  item  nuraeri  naturales ;  adeoque 
in  quavis  columna  ex.  gr.  ipsi  7  tot  unitates  adduntur  usque  ad  iineam 
horizontalem  (inclusive)  post  ex.  gr.  5  (in  columna  extrema  ad  laevam 
posita),  quot  unitates  in  5  sunt ;  itaque  nbi  columna  ipsius  7  cum  hori- 
zontali  ipsius  5  concurrit,  numerus  12  smumam  ipsorum  7  et  5  decadice 
exprimens  reperitur ;  et  differentiam  ipsius  7  a  12  ostendit  5,  uti  7  dif- 
ferentiara  ipsius  5  a  12. 

Hinc  etiam  casus  sequentes  patent :  si  ex.  gr.  numero  <( .  I0./J-I-8  .$ 
sit  addendum  7./-?,   fiet  surama 

=  £1.  10.f3-\-  l$.fi  =  \u-h  1).  IO.jS-f-5./?; 
ita  si  ex  hoc  subtrahendum    sit    7.  f3,    remanet    /.i,  lo./J-h  8  ./?;    adeoque 
in  casu  primo  fit  fi  nnmero  Gw-i-iJS,  in  posteriore   autem  ,«8,  decadke 
utrumque  intelligendo. 
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Subtractio  autem  peragitur  hoc  modo :  scribantur  ita  (ut  in  addi- 
tione},  ut  comma  sub  comma,  decas  sub  decadem,  .  .  .  decima  sub  de- 
cimam,  .  .  .  cadant :  erunt  pariter  ad  denominatorein  eundem  reducta, 
et  quasi  comma  ad  finem  esset  tractanda ;  dummodo  et  in  differentiam 
comma  in  lineam  commatum  verticalem  ponatur.  Sit,  fiteris  numeros 
infra  10  denotantibus,  et  imagines  decadice  intelligendo  maior 

NM  .  .  .  DCBA, 
minor  sit 

n  m  .  .  .  d  c  b  a  ; 
erit  differentia 

(N-ri)  (M-m)  .  .  .  (D-d)  [C-c)  (B-b)  {A—a) 

pro  casu,  si  quaslibet  litera  superior  maius  inferiore  denotet ;  namque 
omnia  decadice  intelligendo  Hnea  infima  linese  medise  addita,  lineam 
supremam  prasbet;  in  quavis  columna  enim  ex.  gr.  in  secunda  ad 
lasvam  est 

b  +  {B—b)  =  B. 

Itaque  in  hoc  casu  in  quamvis  columnam  id  scribi  debet,  quo  superior 
inferiorem  excedit. 

Si  vero  in  columna  quapiam,  superior  inferiori  asqualis  (ex.  gr.  D—d) 
sit,  tum  etiam  D—d=^o  in  columna  eadem  rite  scribetur  in  differentiam 
sive  o  denotet  D  sive  alium  numerum,  nam  [D—d)-\-d—D. 

At  si  quis  superiorum  minor  inferiore  sit,  aut  superior  o  et  inferior 
non  o  sit;  tum  sit  ex.  gr.  b~B-\-b'\  in  hoc  casu  quoque  minor  e 
maiori  demi  poterit,  si  in  eadem  columna  o  scribatur,  et  infra  o  scriba- 
tur  b',  tamquam  negativum  pro  differentia,  quas  prius  modo  dicto  pro- 
diit ;  nempe  ubi  numerus  inferior  excedit  superiormn,  iibique  o  ponendo, 
et  excessum  inferius  scribendo,  excessus  inferiores  subtrahantur.  Prodi- 
bit  enim  differentia  vera  ;  namque 

o—(&  —  B)  =  B-b. 
Si  B  —  o  sit,  tum  b—b'. 
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Subtractio  hasc  posterior  autem  ita  peragi  potest ;  ut  in  cokminam 
ipsius  b  infra  b  in  differentiam  scribatur  b'  —  10  —  b',  ita  tamen,  ut  ad 
Eievam  in  differentia  quse  prius  prodiit,  usque  ad  numerum  illum  proxi- 
mum  eatur,  qui  non  o  est,  atque  hic  unitate  miuuatur ;  quotcunque 
cifrEe  autem  fuerint  eousque,  in  9  mutentur.  Sit  nempe  plane  B  =  o  aut 
B<ih,  atque 

B—b=—b',     et     10— b'=b"  \ 
adeoque 

b"=\o-hB  —  b: 

unde  etiam  idem  est,  pro  b>B,  sive  B  ex  b  subtractum  ex  10,  sive  b 
ex  B-\- 10  subtrahatur;  dummodo  in  tali  casu  proxime  ad  laevam  uno 
minus  scribatur.  Denotet  nempe  1  unum    fj  in   columna    ipsius   B ;    erit 

(C—c—i).io.p-+-(io-hB—b).&=(C—c).io[i—io.p-+-io.p-*-(B—b).fi= 
={C—c).io.p+(B—6).p. 

Si  vero  C=c,  adeoque  C — c=o,  aut  etiam  D—d=o,  imo  porro  su- 
perior  sequalis  inferiori  fuerit  usque  ad  certum  ex.  gr.  E ;  erit  E  aut 
>e,  aut  E<.e;  si  E>e,  tum 

(E—e—i) .  io3.  ff-+-(D—d-\-g) .  10* . £-+( C—  c-1-9) .  10 . ^+^-i+io) .  /2= 
=(is— ej.io3.  fi-h(D—  d).  10'.  ft-h(C—  c).  \oft-\-(B— b)./3; 
nain 

990 .  /?■+- 10 .  /2— 1000 .  /9=0. 

Si  vero  E<Ce,  aut  etiam  sequentes  numeri  superiores  minores  infe- 
rioribus  fuerint  usque  ad  certum  aliquem  ex.  gr.  G>g;  in  cohunnam 
ipsius  E  scribatur  non 

e"—  io — [e—E) 
sed 

e" — 1=9 — (e — E)— 9-1- E — e  ; 

in  columnam  ipsius  _/■"  pariter  non 

f"=io— (f—E) 
sed 

9-{f-F)=9+F-f 

et  in  columnam  ipsius    G  scribatur    G' — g — 1:  eritque 
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( G—g—i) .  io\  i3-h-(F—f-h<)) .  io4 .  /3-4-Zi—  «+9) .  io1 .  fi-hiD—d-i-g) .  ioJ ,  ft 
-h(  C— c+qj .  10 .  fi-h(£— b-t-io) . 0=( C— £■} .  itf.  iU-lF—f) .  10*.  /9 
+(_£"—  e) .  io\  fi-h(D—d) .  io!.  /?-h( C—o .  w.ft-HB—b .  fi ; 
nam 

99990 .  /?-h  io/i —  io\  /S=o. 

Eritquc  difjerentia 

(G—g—i)  {f"—i)  («"— 1)996" 
(decadice  intelligendo}. 

Patet  etiam  modo  consueto  in  columnam  ipsius  5  scribi 

b"=io-^B—b  ; 

nempe  si  C  non  fuerit  o,  demitur  i  ex  eo,  quod  io./i  facit,  si  vero 
C=o  imo  etiam  sequentes  superius  cifrae  sint  usque  ad  certum  E,  tum 
i   ex  E  demtum  erit 

loh  fi—  99.  iotf-4-io./?; 

itaque  cifras  in  columnis  D  et  Cin  9  mutantur,  et  ex  B  fiet  (10-hZ?)./?. 


i  4- 

Quoad  multiplicationem   integrorum:   sit    imago    decadica   DCBA 
per  imaginem  decadicam  t/jti  multiplicanda  ;  erit 

D  CBA  =  />ooo  -h  Coo  ■+-  Z?o  -4-  ^i , 
et 

c/)(?  =  coo -*- Ao -+-  a  ; 
atque 

D  CBA  .  cba  =  a  (Dooo  -h  Coo  -h  Bo  -h  A)  -h  bo  .  (Dooo  -h  Coo  -h  Z?o  -h  ^4i 

-+-  coo .  (Dooo  -h  Coo  -i-  Bo  -h  A )  =  c .  Dooooo  -4-  (c .  C  •+-  b .  D)  0000 
-+-(c.Z?H-5  .  C-\-a.  D)ooo-h\c .  A-]-b .  B  -y-  a  .  C)  00  -\-\b  .A  -ha.BjO+a.A; 

quod  ordine  evidenti  modo  sequenti  dispositmn  additumque,  factum 
praebet;  patetque  a.A  summam  unitatum,  columuam  sequentem  deca- 
deSj  et  ita  porro  esse, 
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\a.Da.C\a.B\a.A 
b.D-b.C  b.B\b.A\ 
c.D\  c.C  \c.B  c.a\ 

Est  vero  multiplicatio  integri  M  per  integrum  m  additio  ipsi  M 
ipsius  M,  (m — i)-ies  iterata ;  at  peragitur  modo  sequenti  consueto  bre- 
vius  :  accipitur  prius  «-ies  A,  et  si  hoc  <io  fuerit  infra  lineam  sub  a 
scribitur ;  si  vero  fuerit  —  tu  .io-4-a',  eo  nonnisi  a'  scribitur,  et  /u  addi- 
tur  ipsi  a.B  :  atque  notse  multiplicandi  semper  porro  ad  leevam  singuli 
a-ies  accipiuntur,  et  si  e  qnacunque  nota  per  a  multiplicata  transierit  v 
(uti  antea  fi)  et  nota  sequens  per  a  multiplicata  det  h.io-H^,  scribitur 
in  facti  iocum  proximum  ad  laevam  k,  et  v-hn  additur  facto  e  nota  se- 
quente  in  a\  si  vero  nulla  supersit,  v-{-n  anteponitur  facti  parti  qua? 
eousque  prodiit.  Eademque  operatio  fit  cum  omnibus  multiplicatoris 
notis,  dummodo  factum  quodvis  partiale  sub  nota  multiplicatoris  illa 
terminetur,  per  quam  multiplicatio  facta  est.  Denique  facta  partialia 
adduntur. 

Patet  M  per  />.io  et  c.ioo  multiplicandum  esse,  atque  idem  pro- 
dire,  si  b .  M  sub  b  et  c  .M  sub  c  terminetur :  in  additione  factorum 
partialium  enim  tantum  est,  ac  si  post  b.Muns  cifra  et  post  c.Mdwee. 
essent. 

Quod  facta  partialia  rite  prodeant,  e  conceptu  iteratas  additionis  pa- 
tet.  Factum  e  quibusvis  duobus  novenario  minoribus  e  tabula  Bytha- 
gorica  patet,  ubi  quivis  sibi  iterato  additum  (pag.  4991  toties  continet 
supremum,  quot  unitates  habet  numerus  extremus  line£e  horizontalis. 

§  5- 

Divisio  peragitnr  sic  :  sit  dividendus  D  et  divisor  d,  et 

D=D".io-hC 

idenotante    C  notam  infra  10)  et  sit  q  talis    integer,    ut    q.d  non    ~>D', 

sed  \q  -\-i)d> D  sit ;  atque  integri  r  et  c  tales  sint,  ut  r<Cd,  et 

c.  d-{-r=  \D'—q.d)  10  +  C 
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sit  :  erit 

D'.  io-hC—  q  .d .  10  +  c.d-i-  r  —  d.\q.  io  +  c)  +  r-  D. 

Consequenter  q.io-l-c  cum  residuo  r  est  quotus  ex  D  diviso  per  d. 
Hinc  qusevis  nota  dividendo  adiecta  novam  notam  quoto  adiicit ;  et 
qusestio  eo  redit,  quomodo  a  Iseva  incipiendo  prima  quoti  nota  prodeat, 
et  qusenam  quoti  nota  pro  sequente  dividendi  nota  sit. 

Quseritur  prius  a  laeva  incipiendo,  num  d  in  prima  dividendi  nota 
reperiatur,  et  si  non,  quaeratur  porro  usque  ad  notam  illatn  primam 
taleni,  ut  in  numero  quam  imago  decadica  D'  a  nota  prima  usque  ad 
hanc  inclusive  denotat,  non  sit  <id,  et  in  quotum  scribatur  q  (sensu 
antea  dicto) ;  atque  tum  quasratur  pro  nota  C  dividendi  post  D  se- 
quente,  nota  c  post  q  decadice  sequens  :  et  tum  D.10-k-C  pro  priore 
D  reputato,  si  adhuc  nota  B  dividendi  sit,  quaeratur  nota  b  quoti  post 
qc  sequens  ;  atque  hoc  continuetur,  donec  nulla  dividendi  nota  supersit, 
et  notettir  residuum  ultimum  r  ;  eritque  quoti  completnentum  r':d. 
Patet  hinc  e  tot  notis  constare  quotum,  qtiot  notse  dividendi  post  pri- 
mum  D  sunt,  addito  i  prirao  D  competente.  Nimirum  nec  primum  D, 
nec  ullum  D — dq  quotum  >  9  dare  potest :  nam  et  maximum  <Cd  est 
d — 1,  atque  et 

[d—i).  10  -+-9—  10.  d —  1. 

Si  sit  d  =  d' .  10",  resecentur  ad  finem  dividendi  D  totidem  notse, 
sitque  pars  resecta  k  ad  dextram,  et  ad  lasvam  sit  D  valore  D.io", 
sitque 

D—  q  .  d'-\-  r,  (r  <  d"\ ; 
erit 

D .  10"  —  q  .  d' .  10"  -+-  r .  10"  ; 
et 

D  —  D.  \d"  -\rk—  q  ,d'.  10''  ~\-r  .  \d'  -\-  k  ; 

itaqne  q  erit  quotus  cum  residuo  r .  10"-+^  ;  quod<Crf—  a'.  10"  est, 
nam  r<.d'. 

Si  vero  D  =  a.S  et  d=a.S,  fiet  S:S  —  D:d;  atque  operatio  ab- 
breviatur.  Unde  quaestio  fit,  per  quosnam  numeros  numerus  exacte  dividi 
qneat?  Si  ad  finem  numerus  par  sit,    summa    decadum    et    numeri    paris 
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per  2  dividitur.  Si  postremas  duse  notse  (decadice)  per  4  dividi  queant, 
pars  prior  multiplum  centenarii  est,  adeoque  totum  per  4  dividitur.  Si 
tres  postremge  per  8  dividantur,  pars  prior  multiplum  millenarii  est  per 
8  divisibile.  Si  summa  singularum  notarum  (sine  valore  decadico)  per  9 
dividatur,  totam  imagraem  meritur  9;  ita  3  metitur  imaginem,  si  sum- 
mam  dictam  metitur.  Nam  quasvis  nota  quotvis  cifris  postpositis,  per  9 
divisum  pro  residuo  se  ipsam  aut  o  dat ;  itaque  nonnisi  de  summa  resi- 
duorum  quseritur.  Si  vero  tam  2  quam  3  metiatur  numerum,  etiam  2.3 
metitur  (pag.  427)   Es*. 

Etiam  11  metitur  imaginem  decadicam  dcba,  si  differentiam  summae 
notarura  in  locis  paribus  a  summa  notarum  in  locis  imparibus  metia- 
tur  n.  Nam  si  post  1  numerus  cifrarum  par  fuerit,  per  11  divisum  resi- 
duum  1  dat ;  si  vero  post  1  numerus  impar  cifrarum  fuerit,  residuum 
10  est ;  itaque  pro 

d .  iooo-\-b  .  10  =  N, 
et 

c .  ioo-h«  =  N, 
erit 

N'-\-d-hb  =  ri.  ii, 
et 

N—  (c-ha)  =  n.n\ 

d-hb  —  [c -ha)  =  ju  .  II ; 

N'-h  N=  (ri-+-  n  —  u)  11. 


adeoque  si 
erit 


Et  conversim  si  d-hb —  (c-\-a)  non  sit  multiplum  ipsius  11,  tum   11 
merum  non  metitur ;  nam  tum 

N'=ri.  11  —  (d-hb), 
et 

N=  n  .  n  -hc-ha, 
adeoque 

iV-t-iV=(«'-i-  n)  1 1  -hc  ~\-a  —  (d-h  b), 
et  si 

c-ha  —  (d-\-b) 

non  sit  multiplum  ipsius   n,  nec  N'-\-  N  erit. 
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Si  dividendo  D  cifree  numero  ,«  adiiciantur,  et  diviso  hoc  per 
d  prodeat  pars  quoti  integra  q ;  atque  fiant  in  q  notas  decimales  nu- 
mero  tu  :  prodibit  qnotus  cum  errore  <i:    10".  Nam 

D:d=D.i&:d.  10"  —  (23  .  10"  :  rf)  :  10"  ; 
atque 

qd<D  .id*<{q-*-i).d\ 
itaque 

^,<f  :  l<f<D<Z(q-+-  l).d  :  lo''. 

Unde  etiam  modus  patet,  quo  fractio  qusevis  in  decimalem  cum  er- 
rore  saltem  quantumvis  exiguo  convertatur. 

Quomodo  quaevis  fractio  ad  quemvis  denominatorem  reducatur,  et 
denominator  communis  minimus,  divisorque  communis  maximus  repe- 
riatur,  dictum  est  pag.  68  et  429. 

Scholion,  i.  Proba  novenariorum  in  singulis  quatuor  speciebus  valet 
in  tantum,  quod  si  locum  non  habeat,  operatio  erronea  sit ;  conversim 
autem  patet  resultati  notis  permutatis  etiam,  probam  locum  habere.  In 
subtractione  e  subtracto  et  differentia  simul,  et  tum  e  minuendo  eii- 
ciendi  novenarii  sunt ;  in  multiplicatione  e  facto,  atque  e  factoribus : 
nempe  si  multiplicandus  —«.9-1-«,  et  multiplicator  =  m  .  9  H-  6,  factum 
=  m  .  n  .  9  . 9  -4-  a  .  m  .  9  H-  b  .  n  .  9  -h  a  .  b  ;  itaque  a  .  b  supra  novenarii  multi- 
plum  tantum  residuum  relinquere  debet,  quam  factum  eiectis  novenarns. 

Scholion.  2.  Operationes  istae  cum  numeris  dyadice  expressis  facillime 
peragerentur :  si  ubi  plures  imagines  addendae  sunt,  prius  duaa  addan- 
tur,  et  cuivis  summse  quse  prodiit  sequens  addatur,  donec  summa  om- 
nium  prodeat.  In  multiplicatione,  nonnisi  multiplicandus  describitur 
ubique  sub  multiplicatoris  nota  =1  terminandus.  In  divisione  semper 
patet,  num  o  aut  1  in  quotum  veniat. 
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Radix  m  gradus  autem  extrahitur  sic.  Si  quivis  integer  fuerit 
iraagine  decadica  P  expressus,  et  integer  r  sit  talis,  ut  rHt  =  vel  ■<.!', 
sed  [r-t-i)m>r ;  atque  ipsi  /'  adiiciantur  notce  numero  m,  quarutn 
imago  decimaiis  dicatur  i :  erit  imago  tota  = /'.  Io"*-Hi,  (quas  dica- 
tur  /) ;  eritque  r  cum  nota  aliqua  b  decadica  adiecta  radici  m  gradus 
ex  /  sequalis,  aut  ea  proxime  minor.  Nam  etsi  i  =  o  esset, 

(r.  io)m  —  rm.  \o'" 
esset  —  aut  </'.  I0OT  ;  sed 

((r-Hi).  ioY*=(r-H-  l]m  iom>I'.  \om-t-it 

etsi  in  quovis  loco  post  /'  novenarii  essent  quia  {r-\-  i)w>/'.  Itaque 
nonnisi  nota  illa  b  quEeritur,  qute  post  r  sequitur :  quod  modo  sequenti 
fit.  Si  r  .10  dicatur  a,  erit  a-k-b—^Iy  aut  radice  proxirae  minor;  ad- 
eoque  tale  b  (a  o  usque  ad  9)  quseri  debet,  ut  I—am,  id  est  (/' —  rm) .  lom-i-i 
sit=  vel;> 

ma       '  b  -f-  —A L h  . . .  -+-  b   , 

1.2 

(pag.  178),  et  si  b-\-\  ponatur  pro  b,  expressio  haec  "~>  I—am  sit.  Patet 
in  posteriore,  si  pro  a=r.  10  ubique  r  ponatur,  tenninos  addendos  (omis- 
sis  cifris)  semper  uno  loco  porro  ad  dextram  terminari ;  nempe  m.rm~lb 
haberet  m — 1   cifras  ad  dextram, 

m(m — \)rm~2b2 


\ .  2 


haberet  m — 2  cjfras  propter  I0OT— '  Ss\  Ut  vero  b  paucius  tentando  re- 
periatur;  tentetur  divisio  ipsius  /' — rm,  adiecta  prima  nota  decadice 
sequenti,   per    mrm~l ;  quia  mrm~l  b   erjam    m — I    loca    post   se   habet. 
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Si  vero  post  /  adhuc  m  notse  fuerint ;  (ut  pag.  506)  reputetur  /  tan- 
quam  I'  antea  atque  operatio  eadem  usque  ad  finem  repetatur. 

Patetque  si  nova  m  loca  adiiciantur,  idem  redire ;  in  quadrate  radice 
autem  terminos  addendos  esse  2ab-\-bz. 

Si  vero  nm  cifrte  adiiciantur  nnmero  N\  et  in  radice  m  gradus  ex 
N.  \o"'m  fiant  n  nota^  decimales :  prodibit  radix  vera  aut  proxime  mi- 
nor  e  fractione,  cuius  numerator  est  N.  ionm  et  denominator  \onm,  ad- 
eoque  ex  N. 

Ex.  gr.  _  

J/  2  =  /20000  :  100. 
Sit  primum 

I—  200,    /'=  2,    i  —  00  ; 
erit  r=l,  adeoque 

«—10;  (/'—  r1) .  100-h-  z'—  100; 

quod  si  usque  ad  notam  primam  ipsius  i  (inclusive),  nempe  10  ita  divi- 
datur  per  2r=2,  ut  ratio  etiam  termini  If  habeatur ;  prodibit  5  =  4; 
nam 

2ab  -+-  If  —  20 . 4  -+-  4 . 4  =  24 . 4  =  96, 

et  pro  b  —  §  prodiret  i25>ioo.  Atque  iam  nova  I,  I',  i,  r,  a  accipi, 
et  novum  b  quaeri  potest ;  nempe  pro 

/=20000,   /'=200,  ;'=oo,  r—14,  «=140, 

pariter  prodibit  b=i;  iietque 

171  <  [/20  ooo<  172, 

atque  1^2— 1,    17  cum  errore  <o,oi.  Idem  vero    contiuuare    pro    novis 
I,  I',  i,  r,  a  licet,  donec  libuerit. 
Ita 

fl^=f\$ooo  :  10=  1^15000000: 100  Es\ 
Sit  primum 

/—15000,  /'—15,  i  =  ooo. 
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Erit  r—2,  adeoque  a  —  20,  et 

(/'—  r^) .  1 0;  -4-  i  —  7000  ; 

atque  si  hoc  a  lasva  usque  ad  notam  primam  ipsius  i  (inclusive)  per  ^r2, 
(nempe  70  per  12)  ad  terminos  reliquos  etiam  respiciendo  dividatur, 
prodibit  b  —  4  ;  nimirum 

^6  =  48  .  100.,  3#52  =  q6.io,  et  ^  =  64; 

quorum  summa  non  >  7000,  sed  si  5  =  5  acciperetur,  >  7000  prodiret. 
Pariter  pro  novis  /,  /',  i,  r,  a,  ut  prius  continuari  donec  libuerit,  patet. 

Scholion,  Solet  e  quantitate  algebraica  quoque  radix  extrahi :  at  nisi 
exacte,  aut  serie  lege  certa  progrediente,  complemento  ad  limitem  o 
tendente  prodeat,  aut  saltem  erroris  limites  asstimentur,  exemplum  va- 
num  tantum  eiusmodi  formularum  est. 

Ex.  gr.  Sit  (Tom.  II:  221 1.  V.) 


VJ- 


-  2uE—a-\-  $, 


et  a~  —  ;  erit  a*  —  - 


et 


(«  -+■  /?)'—  a*~  2«/3+  {?  =  —  2uE  —  ^^-u1; 
cuius  si  terminus  rite  electus  per  2a—a  dividatur,  prodibit 

q 2uE 

'  a      ' 

quia  erit 


2«/?-H/^  =  —  2uE- 


4/rE2 


2uE ; 


nam  (ibidem) 
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Eodem  modo  solet  etiam  radix  (adinstar  divisionis  pag.   146)  extrahi. 
Ex.  gr.  pro   Vi  —  x  sit  terminus  primus  1  =  a,  et  sequens  sit  b ;  erit 

(1  —  x)  —  i2  — —  x  =  zab-h-b1 ; 

et  si  per  2s  =  2  dividatur  —  x,  prodibit 

i=-f, 

ac  subtracto  2ab-\-bz,  residuum  erit ^-.    Pro  quovis   novo    a    (id    est 

summa  terminorum  radicis  quas  prodierunt)  autem  duo  priores  termini 
erunt  2-\-x ;  atque  si  terminus  aliquis  residui  fuerit  ~f~,  termino  hoc 
per  terminum  primum  ipsius  (2 — x -+-...)  diviso,  prodibit  terminus  radicis 
sequens     m       ;  et  multiplicando  per  (2 — x-k-...)  prodibit 

_xm  xm+i 


quo  subtracto  ex  -^— - — K..,  manet  - 
2 

et  casu  eodem  redeunte,  prodit  series 


quBe  ubique  referri  solet ;    quamvis  ex.  gr.  pro  x  =  -j,  fiat 

x  3 

1  2~  ~~> 

et  a  — 5-   incipiendo    (inclusive)    summa    seriei    geometricas 
adeoque  series  tota  ^~  —  ,  quod  elevatum  ad  2  est 


576"- 
Generaiiter    pio  -—-O,  series 
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t          X3 

8- 

-$x-\-x: 

•3          2*  ' 

'"^    4 

[2-X) 

(pag.  151);  cuius  ad  2  elevati  differentia  ab  1 — *  fit  =       ,        w  ;  adeo- 

4.4(2     xj 

que  error  aliquatenus  sestimari  potest. 

Si  vero  «:2>i,  tum    series 00.    Ad    /*«=£#    mutatis    mutan- 

dis  applicari  potest. 
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1). 
APPLICATIONES    (pag.    IO9)   QUjEDAM. 

5-    I. 

Proh/cmata   vulgaria. 

I.  Quseritur,  pecunia  a  interusurio  c  pro  centum  elocata,  si  interu- 
surium  ad  finem  cuiusvis  anni  summas  capitali  pariter  elocandse  acce- 
dat:  in  quantum  5  excrescat  ad  finem  anni  w-ti? 

Fiet  ex  100  ad  finem  anni  primi   100 -\-c\  itaque  ex  a  fiet 


a 

■( 

100 
100 

-\-c)  _ 

ac 
«H 

100 

:oo : 

a 

=  ( 

100+c) 

p  a{\oo-\ 
100 

et  hoc  ad  finem  secundi  anni  fiet 


'  100  -+-< 
100 


dicatur  p,  fiet  capitalis  ad  ra-ti  anni  finem 

apn  —  s. 
Hinc 

log.  5  —  log.  a  -+-  log.  {pn)  —  log.  fl  +  jj  \og.p  ; 

et  patet  e  quibusvis  tribus  barum  quatuor  quantitum  reperiri  quartam. 
Ex.  gr.  quseri  potest  ad  quot  annorum  finem  fieret  1000  ex  1  sub  dicta 
conditione  elocato  ;  respondetur 

log.s  —  log.  a 

\og.p  ' 
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Quod  si  vero  et  Perceptori  rem  tractanti  solvendum  sit  quotannis 
c  pro  centum  :  patet  tum  ex  100  ad  finem  anni  fieri  100-+-C  — c';  et 
fieri 

iooh-c  —  c' 

" ~~  IOO 

Si  interusurii  interusurium  solvatur,  tum  fiet 
IOO 


p= 

quia  Yna   est  m^erusiirii  interusurium,  quia 

IOO  :  c  =  c:  ~~r- 
ioo 

II.  Hoc  modo  inpopulationis  incrementum  computatur,  qnantitate  c 
pro  centum  et  numero  viventium  preesenti  datis.  Si  ex.  gr.  c  (nempe 
incrementum  cuiusvis  100  ad  cuiusvis  anni  finemj  esset  2;  quseritur  quot 
fient  ex  millione  usque  ad  seculi  finem. 

III.  Hinc  qua?vis  quantitas  pecuniae  ad  certum  tempus  reduci  po- 
test ;  id  est  5  ad  finem  ?z-ti  anni  tanti  valoris  est  certo  sensu,  quanti 
a  est  in  praesenti. 

Itaque  valores  plurium  quantitatum  pecumas,  diversis  temporibus 
percipiendarum,  ad  idem  tempus  (ex.  gr.  ad  praasens)  reducti,  comparari 
possunt, 

Si  capitali  a  quotannis  non  solum  interusuria  addantur ;  sed  prseterea 
cum  fine  anni  cuiusvis  accedat  capitalis  b  sub  eadem  conditione  elocata  : 
queeritur  ad  finem  K-ti  anui  quanta  fiet  tota  summa  capitalis. 

Ex  a  fiet  apn,  ex  b  quod  cum  initio  anni  secundi  accedit,  fiet  bpn~l , 
e  sequenti  bftn~2,  et  ita  porro  :  atque  hinc  orietur  progressio  geometrica, 
cuius  accipi  pro  termino  primo  potest  id  quod  ex  b  cum  initio  anni 
n-ti  usque  ad  eiusdem  finem  fiet,  nempe  bp  (si  non  accedat  adhuc  b 
cum  fine  anni  n-\\  quoque,  tunc  enim  b  esset  primum) ;  exponens  seriei 
est  p  ;  itaque  ipsi  apn  addi  debet  summa  seriei  huius,  et  prodibit 
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,=gJ)-+W~'-') 
p—i 

cuius  termini,  ubi  n  in  exponente  est,  ope  logarithmorum  seorsim  com- 
putantur. 

Si  vero  etiam  b  =  a  sit,  tum  fiet 

ap(p"-i), 

>-■      ' 
Hinc 

log. s  —  log. a  -+-  \og.p  -+■  log.  (pn—  i)  —  log.  (/  —  i) ; 
et 

log.  a  —  log.  5  —  \og.p  —  log.  (pn—  i)  -+-  log.  (p  —  i). 

Valor  ipsius  n  autem  prodit  ita  : 

s{p  —  i)  =  ap{pn—  i); 
hinc 

s{p—i)  _^  j  _  ,«__  ____±_>   . 

ap  ap  ' 

atque  hinc  log  pn,  seu 

w  log./  =  log.  (ap  ~h  s  (p —  i))  —  log.  ap, 
et 

log. (ap-hs (p  —  i))  —  log.  a  —  \og.p 

\og.p 

ubi  pro \       f.   potest  —  i  post  quotum  adnecti,  ut  fiat 

log. (ap -hs(p—l))  —  log. a    _ ^ 
\og.p 

Heic  patet  valores  ipsorum  a  quotannis  percipiendorum  ad  finem 
anni  »-ti  esse  —  s.  Si  itaque  quaeratur,  quantumnam  aliquis  in  prassenti 
solvat,  ut  quotannis  usque  ad  annum  «-tum  percipiat  a  :  nonnisi  valor 
ipsius  s  ~d  tempus  praesens  reducendus  erit  ;  nimirum  per  pn  dividi 
valoripsius  5  debet.  Aut  vero  quodvis  a  ad  valorem  prsesentem  rednctus 
in  summam  colligi  debet ;  eritque  (pro  a  ad  tinem  anni  dato) 
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P  P2         P3    '    '"    '    P^  P~l  Pnip—1)       P~l         \P  —  l  I 

IV.  Si  b  non  addatur,  sed  dematur  quotannis,  quasri  residuum  r  ad 
finem  anni  «-ti  potest ;  quo  in  casu  erit 

atque  pro  r  =  o  et  dato  b  quteri  a  potest,  ut  quovis  anno  usque  ad 
w-tum  (inclusive),  ad  finem  cuiusvis  anni  b  percipiatur. 

V.  Si  pro  serie 

i,  x,  x%,  x3,  .  ,  .,  x'2, 

ubi  x,2—2,  quasratur  x,  adeoque  ut  dici  solet,  inter  l  et  2  quzerantur 
1 1  proportionales  medise,  ut  in  musica  pro  temperamento  cequalt : 
propter  x1!  =  2  erit 

i2log.  a:  — log.  2 
adeoque 

i„„  „_  loS-2 


VI.  Satis  omnium  constat,  inventorem    ludi    Schacb  grana  tritici  nu- 
mero 

2°  H-  2 [  H-  22  -f- . . .  -!-  2G2 

postulasse ;   cuius  seriei  summa 

=  {26*—l) :  (2—1)  =  26+— 1; 

adeoque    e    numero,    qui    ipsi    64   log.  2    tanquam    logarithmo   respondet, 
1  subtrahi  debet. 

VII.  Si  quid  certa  aliqua  operatione  ----tum  sui  amittat,  et  quodvis  resi- 
duum  post  operationem  [tn —  i)-tam  pariter  — --tum  sui  amittat,  quaari  aut 
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residuum  post  operationem   m-tam   aut   numerus    operationum    pro    dato 
residuo  potest. 

Sit  i  ad  initium  operationis  primae;   erit  ad  huius  finem 


et  si  ad  finem  operationis  (m —  i)-tas  fiat 


erit  ad  finem  operationis  m-tee 

(— "-) 

\     m     I 
Nam 


,«-i,      1,0=1}  :  „=(^iru _!»-■ _!_._ 

\    n    I  \\    n    I  I  n  n        .  n 

_  (n  —  ir~'(«  —  i)  __/«  —  i\m 
nm  \    n    i 

Ita  intensitas  lucis  radiorum  parallelorum  per  strata  tequalia  euntium, 
intensitas  caloris  corporis  refringentis  ad  finem  m-t\  temporis ;  pretium 
vini,  si  quaevis  operatione  -—  -tum  eximatur  atque  vas  aqua  repleatur, 
computantur. 


Quum  nec  logarithmi  omnium,  nec  logarithmis  omnibus  responden- 
tes  numeri,  in  tabulis  adsint :  artificiis  defectus  sublevatur ;  quorum 
fundamentum  sequens  est, 

Est 

______  _  P  ±__ 

i — u  p     ' 

si 

2p+q' 
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estque 

Hinc  (pag.   187)  Sog.  nat.  inteiligendo 
log.  [p  ■+-  ,/)  =  log./>  ■+-  Iog.  (^4^) 


=  log./  - 


(__.-(-  -  ?' ,._?'. 

W/J  +  y       3!2/>  +  ?)]      5(2/  + 


=Xoi-p+  jirq  +ji^h+-' 

ubi  iam  postremus  termitms  si  p  non  sit  <iooo,  habet  in  denominatore 
ad  minimura  10  loca,  in  quovis  sequente  antera  ultra  billionesies  fit 
denominator  raaior ;  numerator  vero,  si  non  sit  >i,  aut  manet  aut 
decrescit;  quivis  terminus  autem  est  maior  summa  omnium  sequentiura 
ipag.   187). 

Hinc  si  p  non  <iooo,  et  q  non  >i,  incrementa  ipsius  p  numerica 
(1  et  /  fractio  vera)  sunt  in  proportione  cum  incrementis  logarithmicis 
respondentibus  (cum  errore  exiguo) :  nam  substituendo  ipsi  q  prius  1, 
tum  /,  erit 

log.(^-+-i)=log./  _ ^— 

/>  +  i 

(prseter  errorem  dictum),  et  incrementum 


log.(/-H/)  =  log./H ij—  , 

.  -t-T/ 

(item  pra-ter  errorem  dictum),  et  incrementum 


.       / 
~/>+Tf' 
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Atque    hinc    proportio    fit   inter    incrementa   numeri   numerum    iooo 
superantis,  et  incrementa  logarithmi  respondentis  ;  nempe  non  est  quidem 

P  +  \    t+\f 
scd 

,:/--!-    -    ■'" 


/>  +  T     ^  +  T 


/  Pf+\-f'-pf~\f 

p+\f~  p"+ \Pp+\p  -+-  \f 
= t/'~t/      . 

p'+\/t+\p+\f 


Ubi  patet  numeratorem  esse  <i,  et  deiiominatorem  >l  ooo  ooo ;  si 
vero  per  modulum  multiplicentur  logarithmi  naturales,  ut  vulgares  pro- 
deant  (pag.   187),  tum  et  ista  differentia  adhuc  ultra  bis  minor  fiet. 

Si  vero  p  non  <  10  ooo,  patet  denominatorem  esse  maiorem  100 
millionibus. 

Atque  hinc  reperitur  ope  tabularum  logarithmus  etiam  numeri  ibi- 
dem  haud  exstantis ;  ita  logarithmo,  qui  in  tabulis  non  adest,  respondens 
numerus  reperitur. 

Nam  numeri  supra  10  000,  incrementa  1  et  /  sunt  (sensu  dicto)  uti 
logarithmica  incrementa  /  et  *  competentia. 

Hinc  si  quseratur  logarithmus  7  689  457,  atque  adsit  in  tabulis  76  894, 
et  sequens  uno  maior  :  est 

7  689  457  =  (76  894,  57).  100, 
et  (pag.   109) 

log.7  689  457^1og.  (76  894,  57) +  2. 

Itaque  adhuc  tantum  incrementum  i  logarithmo  ipsius  76  894  addendum 
quasritur  :  quod  prodit  instituta  proportione 
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100:  s-j  —  I-.i, 
ubi  i  in  centesimis  prodit ;  nempe 

IOO    ' 

/  vero  est  log.  76  895  —  log.  76  894.  Demum  2  quoque  addi  cbaracte- 
risticse  debet. 

Ita  si  logarithmus  L  non  exstat :  subtrahitur  immediate  minor  /  ex 
immediate  niaiore  L',  inter  quos  cadit  L,  et  subtrahitur  etiam  /  ex  L; 
differentia  prior  est  7,  posterior  i\  est  vero  I:i=i\f  (sensu  dicto) ; 
ubi  si  loco  1  ponatur  100,  prodit  f  in  centesimis ;  quia  tunc  1  —  100 
centesimis  accipitur,  adeoque  quartus  per  100  dividitur.  Nempe 

log.  N=  l 
Iog.  \N-\-f)  —  L  =  l-\-i 
\og.(N-hi}  =  L'=?  +  L 

Sunt  tabulse  in  quibus  L,  i  et  f  computatse,  absque  calculi  molestia  re- 
periuntur. 

Scholion  I.  Logarithmus  nonnisi  ipsius  1  cum  certis  quotvis  cifris 
exactus  est;  nempe  ipsius  1  est  o,  ipsius  10  est  1,  ipsius  100  est  2  & ; 
cuiusvis  numeri  alius  vero  logaritbmus  incommensurabilis  est  cum  uni- 
tate.  Sit  enim  integer 

N=*  10* 

erit 

Nm  -  (2.5)". 

Sit  N  imagine  primorum  expressum  ;  in  hac  adesse  oportet  tam  2  quam 
5,  nec  ullus  alius  primus  adesse  potest,  et  2  toties  (ex.  gr.  £-ies)  adest 
quam  5,  ut  m-ies  positum  sit 

h*.  skr  =  Nm  =  itm.  Sim  =  2».  5«  ; 
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unde  sequitur 

km  =  n,  et  ~=  k  integro. 

Itaque  nonnisi  potentia  integra  ipsius  10  idest  i  cum  certo  cifrarum 
numero  habet  logarithmum  integrum. 

Scholion.  2.  Logarithmi  exprimuntur  fractione  decimali,  in  tabulis 
vulgaribus  pro  denominatore  10  000  ooo ;  possunt  vero  quantolibet  mi- 
nori  errore  computari  fpag.  187).  Integer  ante  comma  vocatur  charac- 
tcri.stica,  notas  decimales  post  comma  vocantur  mantissa,  Illa  et  nega- 
tiva  esse  potest ;  uti 

Scho/ion.  3.  Quum  logarithmus  eo  segnius  crescat,  quo  maior  est 
numerus,  fex.  gr.  ab  1000  usque  ad  10000  tantum  unitate  crescit) ;  si  in 
calculo  prodierit  /  logarithmus  characteristica  k  et  mantissa  m  gaudens  : 
qiueratur  mantissa  m  post  characteristicas  maximas,  quae  in  tabula  ad- 
sunt;  et  si  reperiatur  ibidem  numerus  N  respondens  logarithmo  cuius 
characteristica  K  et  mantissa  m  est ;  respondebit  ipsi  /  tanquam  loga- 
nthmo  — gz% !  narn 


N=iqK~™ 


per  m  hic  valorem  characteristicas  additum  intelligendo.  Si  vero  man- 
tissa  m  exacte  haud  reperiatur,  proxime  minor  accipi  debet ;  et  si  opus 
fuerit  (pag.  519),  qusesitum  accuratius  determinatur.  Si  proxime  minor 
accipiatur,  quassito  minus  prodibit. 
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E. 
DE  METHODO  HETEROGENEA  IN  CALCULO  TRACTANDI. 

Possunt  quidem  omnia  in  concreto  tractari.  Nempe 

1.  quaelibe.t  quantitas  speciei  cuiusvis  dcterminationum  ^,  i — ■  aliqua 

2.  et  simul  determinationum  quoad  rcalitatcm  aliqua  affecta  esse 
debet ;  nempe  quoad  operationem  multiplicationis  operationesque  inde 
promanantes  cuivis  unitas  positiva  aut  negativa  attributa  sit,  prouti  sim- 
plicius  ad  scopum  visum  fuerit.  Duplex  nempe  unitatis  dos  est:  ut 
quum  mensura  haud  nominatur,  ea  subintelligatur positiva ;  atque  ut 
operationibus  dictis,  prouti  positiva  vel  negativa  attribuitur \  iuxta 
regulam  dictam  inserviat.  Ex.  gr.  —  ~  significat  oppositum  eius  quod 
unitatis  tertiam  bis  continet ;  atque  si  hoc  per  a  denotetur,  — ai  signifi- 
cat  quantitatem  eadem  nnitate  sed  negativa,  quoad  operationes  dictas, 
prasditam  (pag.   121). 

3.  Quaevis  cxpressio  iia  iniciligaiur,  ut  omnium  terminorum  prae- 
ter  zero  (abstrahendo  a  determinationej  complexus,  quantitas  sit. 
Ex.  gr.  si  a  spatium,  b  tempus,  et  a  mult.  per  b  sit  S,  atque  b  mult.  per 
a  sit  T,  et  unitas  spatii  sit  s,  unitasque  temporis  sit  t;  expressio 
\-\~abi=s-\-  Si  vel  t-\-7i,  prouti  ai  per  b,  vel  b  per  ai  multiplicatur. 

Ita  si  a  =  2s,  b  =  $t,  et  a-\-ab  =  k;  erit  25-1-2.3^  =  8^;  et  utrinque 
per  a  dividendo,  erit  1+3=4  quoad  quamvis  unitatem,  adeoque  et  quoad 
t;  eritque  t-hb  =  4t,  et  b  =  $t. 

Sed  simplicius  fit  rem  ad  arithmeticam  puram  reducendo  modo 
sequente. 

a)  Quantitatum  omnhim,  et  heterogenearum,  quasvis  Q,  tali  recta, 
eius  in  calculo  vices  gerente,  expressa  consideretur,  quee  si  unitas  ipsius 
Q  sit  q,  et  /?  rectarum  unitas  sit,  tale  mensum  ipsius  /?  sit,  quam  Q 
ipsius  q  est. 

b)  Nec  in  calculum  alia  unitas  prseter  +/?  ulla  admittatur ;  quasi 
omnes  quantitates  prseter  o  et  rectam  excluderentur. 


,Google 
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Quo  pacto  factum  unicum,  quotusque  (prteter  o  :  o)  unicus  erit,  imo 
quantitates  abstractas,  de  quibus  [pag.  45,  47,  48,  111,  .  .  .)  pro  funda- 
mento    agere    necesse  fuit,  in  rectas  mutantur. 

Patet  etiam  :  quod  si  prodierit  ex.  gr.  Q  (tanquam  recta  eius  vices 
gerens)  =  2ft,  sit    Q  ipsum  =  2q . 

4.  Expressio  per  rectas  utvisbeterogeneorum  (in  idea  magis  intelligenda) 
baud  innuit  operationes  mere  geometricas  :  addit  quidem  Geometria  re- 
ctam  continuando,  subtrahit  resecando,  et  rectarum  a,  b  fetsi  utraque 
incommensurabilis  fuerit)  tam  factum  quam  quotum  imo  et   ac  pro 


et  n,  m  integris,  exacte  exhibet.  Imo  et  quod  mensuratum  datur,  recta 
exprimere  valet,  unitatem  dividendo  partesque  accipiendo ;  conversimque 
rectam  quoad  unitatem  mensurare  potest,  atque  ubi  exactum  haud  pras- 
bet  (ex.  gr.  dum  mensurationem  finire  nequit  aut  pro  alio  c)  errore 
quantumvis  exiguo  approximat.  Arithmetica  vero,  si  rectarum  utraque 
incommensurabilis  fuerit,  factum  earum  quoque  nonnisi  approximare 
valet,  uti  radicem  quadraticam  binarii  geometrice  prodeuntem  ;  imo  nisi 
mensurata  dentur,  prorsus  heeret,  uti  Geometria  sine  unitate  in  ommbus 
operationibus  a  mensuratione  quoad  unitatem  promanantibus. 

Sit  exemplum  pro  resultato  operationum  cum  heterogeneis  ad  rectas 
reductis  susceptarum.  Si  x  et  y  heterogenea  fuerint,  et 

y  ~  k       pro        x  —  I 
ac 

y  —  qk    pro       x  =  q, 

tum  y,  ut  quantitas  respectiva  quoad  valorem  k  eius  pro  ar=i,  dicatur 
z,  atque  unitas  huius  z  vel  uti  quantitatis  respectivae  quoad  k,  unitas 
huius  k  sit,  sed  in  tali  ab  x  dependentia,  ut  pro  x=i  et  ^— 1  fiat :  tum 
semper 

y  y 

■y  ■=  zx,       X  —  --'-,      z  —  -J  ■ 

J  '  Z  '  X 

Talia  sunt  cehritas  quoad  spatium  sub  temporis    unitate    sequabiliter 
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percursum,    densitas   quoad    massam    sub   voluminis   unitate,  pretiositas 
quoad  pretium  unitatis  mercium  certarum,   S£ 

Et  sit  spatium  S,  tempus    T,  celeritas    C,  spatiique  unitas  sit  U,  tem- 

*   t-                     v    2/:                                 ,                                       lU 
poris  (  et  i    ex.  gr.  sit  — ;  expnmetur  hoc  per  rectam ;  et  si 

C  =  ^ 
5 

S 
fiet  *S—  C  per   T  (non   T  per    C)  multiplicato,  atque    ^  —  ipsuni   T  re- 

2  U  2l 

prLtHtMitanti ,  quod  reversum  fit  — — .    Notandum   in  utroque  casu   T 

esse  multiplicatorem,  cuius  resultatum  nonnisi  ab  eo    pendet   quale    suse 

unitatis  mensum  sit ;  si  vero  factores  rectaa  fuerint,  permutari  possunt, 

Area   per    rectanguli   altitudinis    U=  1,    soliditas    per    parallelopipedi 

quadrato  ipsius   U  insistentis  longitudinem,  ut  recta  exprimitur  :  adeoque 

unitas  arese  erit  quadratum  et  soliditatis  unitas  cubus   ipsius    U  erit.    Et 

hinc  quum  parallelogrammum  altitudinis  a  baseos  h  in  rectangulum  alti- 

tudinis    U  mutari  possit,  patet  rectam  ab  aream  exhibere,  —  pariterque 

rectam  e  tribus  rectis  prodeuntem  soliditatem  exprimere. 
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F. 

DILUCIDATIO    QUORUNDAM     CONCEPTUUM    IN    SECTIONE     PRIMA    TRADITORUM, 
§.    I. 

Generalissima  proportionis,  si  ita  extendere  libeat,  definitio,  quam  et 
quantitates  quaevis  sub  formam  A~\-B  j/" — i  cadentes  ingredi  queant,  non- 
nisi  divisionis  absolutae  conceptu  stabilito  dari  potest. 

i    2. 

Quantitatum  prius  duae  determinationes  nempe  HF1  et  ■— i  considera- 
bantur,  quibus  postmodum  item  duee,  nempe  realitas  quoad  -hi  et  reali- 
tas  quoad  — i  accesserunt  (pag.  121). 

Potest  vero  idem  realitatum  conceptus  aliter  quoqae  exponi.  Multi- 
plicatio  divisioque  tam  quoad  -hi  quam  quoad  — 1  peragi  potest,  omni- 
aque  et  operatione  quoad  —  1  facta  (mutatis  mutandis)  Eeque  prodeunt. 
Ex.  gr.  si  queeratur  spatium  S  tempore  T  celeritate  C  percursum,  pro- 
dibit  S=C  per  T  quoad  -hl  multiplicato  (pag.  48) ;  idemque  est  —  C  per 
—  T  quoad  — 1  multiplicato,  essetque 

S=~C.  T 

multiplicatione  quoad  —  1  facta.  Ne  tamen  semper  commemorandum 
sit,  quoad  quodnam  ipsorum  -i-i  et  —  1  fiat  operatio,  nec  formulse  nunc 
quoad  unitatem  positivam,  mox  quoad  unitatem  negativam  tractata; 
implicentur :  eadem  unitas  quoad  signum  etiam  servatur  pro  omnibus, 
atque  tacite  quantitati  cuilibet  +1  data  est,  nisi  expresse  monitum  fuerit 
cuipiam  — 1  tribui.  Nimirum  quantitas  quaavis  concipiatur  unitate  certa 
gaudens,  quse  illi  quoad  casum  operationum  multiplicationis  divisionisque 
attribuatur.  Manifesto  prouti  quantitati  unitas  positiva  ve]  negativa  tri- 
buitur,  dute  determinationes  diversse,  resultataque  diversa  parientes  oriun- 
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tur ;  adeoque  possent  ea  quae  antea  realia  quoad  4-1   dicta    sunt,    quan- 
titates  unitate  positiva,  et  realia  quoad  —  ],  unitate  negativa  pracdita 
vocari ;  at  propter  nomenclationem    breviorem    denotatio    prior    manere 
potest,  aut  prius  reale  posterius  pure  imaginarium  dici  fpag.   121). 
Hinc  si  tale  x  queeratur,  ut 

x .  x  =  —  4     vel     %x .  x  —  —  4 

sit,  x  impossibile  esse  nihil  aliud  significat  nisi  inter  quantitates  unitate 
positiva  prasditas  tale  x  non  dari,  et  nonnisi  inter  unilate  negativa  pras- 
ditas  esse.  Ita  si  fiat 

y  =  \rx^~a~ 

ia  Geometria,  et  quantitates  unitate  positiva  prteditse  sint,  adeoque  ope- 
rationes  qnoad  H-i  fiant :  ordinata  y  (positiva  vel  negativa)  nonnisi  tunc 
accipitur,  dum  expressio  dicta  valorem  habebit.  Poterunt  autem  fpag.  202; 
ordinataa  alise  quoque  colore  vel  alio  quopiam  raodo  a  prioribus  distinctas 
intuitui  exhiberi,  si  y  x  —  a  pro  quantitatibus  umtate  negativa  pneditis 
accipiatur. 

§•  3. 

Atque  iam  multiplicatione  et  divisione,  in  respectivam  quoad  ±1, 
et  absolutam  (absque  raentione  respectus  quoad  ±1)  distincta  :  prius 
respectiva,  tum  absoluta,  et  demum  proportio  stabilitur.  Si  definitiones 
pag.  75  traditee  ad  multiplicationem  divisionemque  restringantur,  deno- 
tetque  A  terminus  primus  unitatern  positivam  vel  negativam  ;  et  quodvis 
sequentium  trium  terminorum  B,  C,  D  purum  reale  sit  faut  quoad  -M 
aut  quoad  — 1),  sintque  A  et  B  homogenea,  aut  alterutrum  o  sit,  pariter 
C  et  D ;  atque  abstrahendo  ab  omni  determinatione : 

1.  Pro  quovis  nomine  numerico  n,  pro  quo  est 

A  =  nu,     et      C—nv ; 

sit,  m  nomen  numericum  denotante, 
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D  —  mv  -+-  k, 
ubi  oj  —  Q  vel  <>  et  X~o  vel  <> ;  quod  alteri  definitioni  ibidem  datas 
a;quivalet ;  nempe  quod  si  pro  quovis  dicto  n,  nec  u  a  i?  pluries,  quam 
v  a  /?,  neque  v  a  D  pluries  quam  u  a  B  contineatur. 

2.  Si  (pag.  122)  tam  respectu  determinationum  yfr  ett— «,  quam  respectu 
determinationum  realitatis  quoad  -f-i  et  — 1;  dum  A  et  B  eiusdem  de- 
terminationis  fuerint,  et  C  ac  D  sint  determinationis  eiusdem  ;  si  vero 
A  et  B  determinationis  diversas  fuerint,  et  C  ac  D  deterrninationis 
diversaa  sint :  tum  dicitur  C  per  B  respective  qnoad  A  multiplicatum. 
et  D  per  B  vel  C  respective  quoad  A  divisum  esse ;  atque  D  factum 
quoad  A,  et  in  casu  priore  C  quotus  quoad  A,  in  posteriore  vero  B 
quotus  quoad  A  dicitur. 

Pro  casu  incommensurabilitatis  patet  iuxta  (pag.  35)  :  quod  si  n  sem- 
per  porro  uno  crescat,  cuivis  n  suum  m  respondeat ;  adeoque  ipso  n 
in  serie  numerorum  naturalinm  crescente,  certa  m  pro  certis  B  et  D 
eadem  se  invicem  excipiant. 

Scholion.  Pluries  contineri  autem  dicitur  ex.   gr.  v  a  D  quam  u  a 

B,  si 

B  —  mu,       vel       B^>mu       sed       mu-\-u\>  B, 

atque  D  (vel  eius  portio)  sit  terminus  seriei  numerorum  ipso  mv  ulterior, 
nec  sit  simul  D~mv,  uti  si 

v  —  o  =  D. 

»•  4. 

Determinationes  ►+>  et  1 — 1  dant  octo  casus  et  totidem  darent  deter- 
minationes  realitatis,  si  et  unitas  pure  imaginaria  admitteretur  ;  nempe  si 
r  reale,  et  i  pure  imaginarium  denotet,  fient  schemata  sequentia  : 

^^^^  ^^,__  ^^^^,  ^__^-, 

____  _h-H^*'  ^^H^^H  _^^_ 
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Sed  si  pure  imaginariara  miitatem  admittere  haud  libeat,  nonnisi  tres 
superiores  linese  manebunt. 

Patet  vero  ex  ipsis  schematibus  fetsi  admitteretur  unitas  pure  ima- 
ginaria) : 

1.  terminos  extremos  in  quovis  casu  esse  deterrainationis  eiusdem,  si 
medii  eiusdem  fuerint ;  et  extremos  diversEe  esse,  si  medii  diversas  fuerint. 
Fariter  si  duo  priores  determinationis  eiusdem  fuerint,  esse  et  duos 
posteriores  eiusdem ;  si  vero  diversas  fuerint  priores,  et  posteriores 
diversas  esse. 

2.  Terminum  tertium  per  secundum  in  linea  suprema  quoad  -f-l, 
in  sequente  quoad  — 1  multiplicari ;  unde  etiam  ex  iisdem  schematibus 
divisio  quoad  -f-i  et  — 1  patet,  si  quartus  dividendus,  et  alteruter  me- 
diorum  divisor  fuerit. 

Patetque  in  omni  casu,  in  linea  suprema  in  multiplicatione  divisio- 
neque  determinationes  easdem  dare  4-,  diversas  dare  i— « ;  in  linea  se- 
cunda  autem  determinationes  easdera  dare  1 — 1,  diversas  dare  4-1 :  atque 
hinc  pronam  ad  signa  -+-,  —  esse  conclusionem  (pag.  121  et  42);  facta 
quotosque  quoad  -w  gaudere  signo  -+■  pro  signis  sequalibus,  et  signo  — 
pro  signis  diversis ;  quoad  —  1  autem  signa  tequalia  dare  — ,  et  signa 
diversa  dare  -h. 

3.  Pariter  vero  quoad  determinationes  realitatis,  e  linea  tertia,  in 
qua  terrainus  primus  reale  quoad  -l- 1  est  (sive  -l- 1  sive  —  1  fuerit), 
patet :  quod  si  factores  quoad  realitatem  determinationis  eiusdem 
fttcrint,  factum  reale  quoad  -4-1,  si  diversae  deterniinationis  fucrint, 
factiiin  rcalc  qnoad  — I  sil.  Ziadem,  ex  eadem  linea,  regitla  divisionis 
patet ;  nempe  quod  dividendo  in  locum  quartum  posito,  si  dividendus 
et  divisor  determinationis  quoad  realitatem  eiusdem  fuerint,  quotus 
realis  quoad  -t-i,  si  vero  determinationis  diversse  fuerint,  quotus  realis 
quoad  — 1  sit. 
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Sed  quum  certis  quantitatibus  unitatem  positivam,  item  certis  quibus- 
libet  negativam  attribuere  fas  sit :  quasstio  exoritur,  quomodo  et  con- 
nexa;  (adinstar  determinationum  HE-«,  i — '),  tractari  possint?  ut  operationes 
quoque,  absque  eo  ut  respectivas  operationis  quoad  -l-i  vel  —  i  mentio 
fieri  debeat,  absolute  peragerentur  lege  tali  stabilita,  ut  omnia  rite  con- 
veniant.  Quem  in  finem  ponitur  lex  seguens  (pag.    122}. 

1.  Quandocunque  saltem  alteruter  duorum  factorum  unitate  positiva 
gaudet,  factor  unitate  positiva  gaudens  ponatur  pro  multiplicatore  ;  et 
tunc  (atque  nonnisi  tunc)  sit  multipiicator  unitate  negativa  gaudens,  dum 
duorum  factorum  uterque  negativa  unitate  gaudet :  nempe  in  linese  tertise 
nonnisi  schemate  quarto  debet  necessario  — 1  loco  primo  stare,  quum 
neuter  factorum  positiva  unitate  gaudeat ;  nec  aliter  — 1  ex  Y — 1  per 
1/ —  1  multiplicato  prodeat. 

2.  Si  A  et  a  quantitates  nnitate  positiva,  et  B  ac  b  unitate  negativa 
prceditEe  fuerint :  dicitur  A~\-B  per  a-hb  absoiute  mtiltiplicari  (absque 
mentione  operationis  respectivEe  quoad  -f-i  vel  —  1) ;  si  tam  A  quam  B, 
tam  per  a  quam  per  b  multiplicetur  (iuxta  legem  dictam) ;  atque  si  in 
omnibus  his  factis  partialibus,  quee  hoc  pacto  prodierunt,  summa  quan- 
titatum  unitate  positiva  prasditarum  sit  S,  et  summa  unitate  negativu 
prBeditarura  sit  5  ;  dicitur  S-hs  (idest  S  cum  s  connexum  sed  non  com- 
mixtum)  factuin,  sensu  absoluto. 

Et  si  »— »'  vel  x-~—x\  et  y=y'  vel  y~-y'}  et  x'y'—k  vel  x'y'-—.k, 
dicitur  etiam  k  factum  ex  x  et  y  (pag.  46  et  85}. 

Unde  conceptus  divisionis  patet,  nempe  quilibet  e  duobus  factoribus 
dickur  quotus  e  facto  per  factorem  alterum  diviso. 


Atque    iam    conceptu    hoc    divisionis   absolutae   stabilito,    fas    est    et 
proportionis  conceptum  eatenus  extendere  :  nimirum  a,  [i,  y,  S  dicuntur 
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in  proportionc  esse,  si  quotus  ex  a  per  /?  diviso  sit  quoto  ex  y  per  6 
diviso  sequalis  (divisionem  absolutam  intelligendo) ;  excepto  casu,  si  a 
per  fi  iuxta  regulam  quoad  ±1,  et  y  per  8  quoad  +1  dividi  deberet, 
quo  in  casu  divisio  expresse  contra  regulam  quoad  idem  sive  4-i  sive 
—  i  suscepta  intelligatur. 

Patet  in  lineaa  tertias  (pag,  526)  schematibus  tribus  prioribus,  multi- 
plicationem  divisionemque  quoad  -hi  fieri  (per  legem  1),  quum  detur 
factor  realis,  et  nonnisi  in  schemate  quarto  quoad  —  1  peragi ;  patetque 
determinationes  realitatis  aequales  dare  reale,  et  diversas  dare  pure  ima- 
ginarium. 


Si  vero  quantitates  sub  formam  a-\-b  Y  —  1  venientes  pro  casu,  dum 
nec  a—Q  neque  b=o  est,  considerentur,  et  quantitas  talis  mixta  dica- 
tur  :  mixtum  et  reale  puruni  [sive  quoad  -M  sive  quoad  — 1)  tam  in 
multiplicatione  qitam  in  divisionc  dabit  mtxtttm,  ■mixtum  per  mixtum 
autem  dat  mixtum,  in  certis  casibus  ei  reale  purum  quoad  +1  vel 
quoad  —  1  dare  potest.  Uti  e  schematibus  sequentibus  patet  pro  A,  B, 
a,  h  realibus  quoad  +1  : 

\a->rb^~~~\)A=aA-v-Ab  V '—  1, 

{a-hb y  ~~~7) B  V"—i=aB  /—  1  —bB, 

ia-rb  l'~~~{)  (A-h B  V~)—aA-*-Ab  V—T+aB /—i—bB. 

In  casu  postremo  fiet  factum  —  C  pro  quovis  reali    C,  si  accipiatur 


a  =  St;     <* 

a*  -+-  b< 

B  = 

-bC 

<f  -+-  b* 

ita  factum  =  Cj^ — I    erit,  si  accipiatur 

a2  -H02 

B  = 

aC 

nempe  in  casu  priore  debet  esse 

aB  +  bA  —  0    et 

aA- 

-  bB  = 
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in  posteriore  vero 

aA  —  bB  =  o,     et    aB-\~Ab  =  C; 

atque  valores  dicti  ipsorum  A  et  B  e  duabus  sequationibus  in  casu 
utroque  reperiuntur.  Et  plane  ita  pro  quibusvis  realibus  R  et  r  reperi- 
untur  talia  A  et  B,  ut  factum  dictum  fiat 

=  R-hrV^i, 
nempe  tum  debet  esse 

aA  —  bB  =  R,     et     aB-¥Ab  =  r; 

unde  pariter  prodeunt  A  et  B. 

Prona  hinc  ad  divisionem  conclusio  est.  Nempe  si  reale  (sive  quoad 
H-i  sive  quoad  —  i)  per  mixtum  non  mixtum  daret,  prodiret  reale  vel 
quoad  -t-l  vel  quoad  — i;  hoe  vero  per  divisorem  daret  mixtum,  adeoque 
dividendus  haud  prodiret.  Pariter  nisi  mixtum  per  reale  fquoad  rir1) 
divisum  mixtum  daret,  quotus  per  divisorem  multiplicatus  haud  produ- 
ceret  dividendum  mixtum.  Et  pariter  de  mixto  per  mixtum  patet,  pro 
quibusvis  quoad  H-i  realibus    C,  R,  r,  posse  A    et    B  ita   eligi,  sive  ut 

R±rY__    -,._^i,r- 


A+BY-i    ~—-"' 

sive  ut 

Ji-hr/^l     _c 

sive  ut 

sit 

A  +  BY—i 
=  CV-~i. 

Ex. 
fiet 

gr- 

pro 

R  +  rY—"i  =  AC+BCYz 
R  =  AC    et     r  =  BC, 

eritqne 

A=«-     e,      B=c-. 

Ut  vero   Cy — I  prodeat,  esse  debet 

R  +  r  Y=i  =  A  C  Y=i- B C, 


,GoosIe 


SFXTIC)    yUARTA. 

adeoque 

R=—BC    et     r  —  AC 

et  hinc 

A  =  -'c-,     e,     /»=-£. 

E  clausula  definitionis  multiplicatiouis  absolutee  i.pag.  528),  unde  etiani 
conceptus  divisionis  absolutae  deducitur  ibidem,  sequitur  pro  a  et  b 
Ueutro  —  o  : 

I.  -T-~.ma  semper— :«;    et    hinc    si    m-^co,  adeoque    ma-'— •  00    et 

O  .  OO  :—  ff, 

atque 

-|-=°°,      et      ^-  =  0. 

II.  Semper  est  ma  —  ma;  sed  si  /ra  —  00,  ma — .  oofpag.  35]  adeoque 

00  co 

00  .  a  —  00     et  -  —  00,     atque      —  —  a 

quantitati  cuilibet,  uti  — ■ 

III.  Etsi  a  incommensurabile  fuerit,  ex.  gr. 

a  —  mu  -+-  (o,     {(■)  <J«), 
erit  semper  mu  .0  —  0,  adeoque  quum  si  /«-— -00, 

fiet 

fl  ,  O  ==  O. 

Hinc  autem  iper  definitionem  proportionis  pag.  52^  §  6-}  oriuntur 
proportiones  sequentes,  paulo  inferius  applicandte 
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l  :   a    —  o  :  o 

a  :  oo  =  h  :  co 

oo  :  a    =00  :  b 

co  :    00  =  0  :  o 

%•   9. 

Superius  fpag.  526)  in  proportione,  ubi  nonnisi  quantkates  pure  reales 
quoad  ±1  sunt,  quas  hic  brevitatis  caussa  puras  nominare  fas  sit,  pa- 
tebat,  quod  si  termini  extremi  determinationis  eiusdem  fuerint  (sive 
quoad  4--  et  i— i  sive  quoad  realitatem),  et  medii  determjnationis  eiusdem 
sint ;  at  si  extremi  diversae  determinationis  fueriiit,  et  rnedn  diversae 
sint.  Idemqne  valet  de  duobus  prioribus,  et  duobus  postremis. 

Et  nunc  adhibitis  mixtis  quoque  lex  analoga  valet  :  nempe  si  extre- 
morum  utrumquc  mixtum  vel  u/rumqtte  pttruin  fucrit,  erit  et  mediorum 
aut  atrumque  purum  aut  utrumque  mixtum ;  si  vero  extremorum 
alterutrum  purum,  alterum  mixtuiu  fuerit,  et  mediontm  alterum  rnix- 
turn  alterum  purum  erit.  Idemque  valet  de  duobus  prioribus  et  duobus 
posterioribus. 

Proportionis  casus,  quos  niixtura  ingreditur,  sequentes  sunt,  in  quibus 
quoti  asquales  esse  possunt,  si  P  purum,  M  mixtum  denotet ;  neque 
aliud  heic  in  censum  venit,  adeoque  per  easdem  literas  haud  intelli- 
guntur  quantitates  asquales. 

PPMM  PMPM  PMMP 

MPMP  MPPM  MMPP  MMMM 

Nempe  ex  %.  7.  patet,  nonnisi  in  quovis  horum  casuum  quotos  e 
primo  per  secundum,  atque  e  tertio  per  quartum  asquales  esse  posse, 
excepto,  si  duorum  priorum  aut  duorurn  posteriorum  alterutrum  pu- 
rurn  alterum  mixtum  et  reliqua  mixta  fuerint :  ex.  gr.  pura  per  puram 
divisa  puram  dat,  atque  et  mixta  per  mixtain  dare  pnram  priori  aequalem 
potest ;  mixta  per  puram,  pura  per  mixtam  dat  mixtam  &. 

Quoad  casum  RIMM  lubi  R  reale,  /  pure  imaginarium  denotati,  sit 
ex.   gr. 
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r  :  /^i=(a-hi  /—  r) :  (— b-ha  V—i) : 

nempe  quotus  uterque  est  —  Y — i;  prior  prodit  divisione  (per  pag.  527) 
quoad  — 1,  et  in  posteriore  divisor  per  — y— 1  multiplicatus  producit 
dividendum  ;  estque  etiam  factum  extremorum  facto  mediorum  aquale, 
nempe  = —  b  -h  a  ]/  —  1. 

Unum  adhuc  casum  notare  licet;  nempe 

R:f=I:  R, 

ubi  R  per  /  quoad  — 1,  et  /  per  R  (iuxta  regulamj  quoad  -M  divide- 
retur  ;  ex.  gr.  pro 

—  1  :  / —  1  =  2\f  —  1  :  —  2, 

quotus  uterque,  si  divisio  utraque  quoad  — 1,  aut  utraque  quoad  -4-1 
peragatur,  idem  erit ;  nempe 

-—=■  (quoad— -i)  =  V—  1, 
/— 1 
et 

—■""■5  —  1}=  )f —  I, 


quia  — 2  per   j/" — 1   (quoad  —1)  multiplicando  fit  2  / — 1.  Ita 

-t=  (quoad  +  i)  = — V  —  1  = (quoad-l-i). 

Ita  factum  extremorum   facto    mediorum    nonnisi    ita    erit    asquale,    si 
quoad  idem  ±1  fiat  multiplicatio ;  secus 

—  1  .  — 2  (quoad-t-ii  =-+-2, 
et 

(/  —  1.2(^—1  (quoad — 1)  = — 2 
erit. 

Nempe    isi  Y—  1   per  -±4  denotetur),    schemata    divisionum    multipli- 
cationumque  dictarum  erunt  sequentia. 

Pro 

—  I  :  ±z',      et      ±  21  :  —  2 
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(utroque  quoad  —  i) 

—  I)  ±*';  dzh   — i     et     — i,  — 2;  +z',  ±2;'. 
Pro  divisione  eorundem  quoad  +1 

— t- 1,  ±i';  +  2,  — I,     et     -i-i,  — 2;  +  *",  ±21. 
Pro  multiplicatione  eorundem  quoad  -Hi 

-t-l,   — I;   —2,   -H  2,      et     4-1,   ±1;    +22',   -+-2. 

§.    10. 

Pariter  operationibus  tam  divisionis  quam  multiplicationis  quoad  idem 
±1  peractis,  e  quibusvis  reperitur  quartus  in  concreto  iuxta  regulam 
sequentem  :  si  quilibet  duorum  priorum  socius  alterius,  et  pariter  voce- 
tur  quilibet  postremorum;  atque  quilibet  extremorum  dicatur  par 
altenus,  et  pariter  quilibet  inediorum  ;  prodibit  terminus  quaesitus  x, 
si  socio  carens  multiplicetur  per  quotum,  qui  prodit,  si  terminus  par 
socio  carentis,  per  pari  carentem  dividatur. 

Quaesitum  x  aut  quartum  aut  tertium  aut  secundum  aut  primum  locum 
tenet :  estque 


pro  x  —  C  vero  est 


Quum   reliqua  facile  pateant,  unum  tantum    casum  (pag,  533}  adferre 
sufficiat.  Sit  nempe 

—  I  :  Y~-i  —  /— -I  :  —  l . 
et  quasratur  quartus :  erit 

tam  divisione  quam  multiplicatione  quoad  idem  +1    facta ;    iuxta   sche- 
mata  sequentia 
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—  r,  —  1;  +  V^7,  +y~\ 

ubi 

. yzry 

4-  (/  —  1  = (quoad  —  i) ; 

et 

—  1,  -+-/— l;   -+-  V—  1,  —  1; 

ubi  per  quotum  priorera,   V^—  i   multiplicatum  quoad  —  l  dat  factum  —  i . 
Idern  quoad  -Hi   prodit  per 

-t-i,  — 1;  —  /—  1,   /~i, 
et 

-f-i,  —  /^;  -f-  V—J,  —1. 

Omnia  vero  quoad  determinationes,  sive  quoad  4->  et  >-h,  sive  quoad 
realitatem,  rite  prodire  e  prasmissis  liquet. 


Operationum  additionis,  subtractionis,  mnltiplicationis,  divisionisque 
resultata  unica  esse,  praster  —  ,  demonstratum  in  sectione  prima  est : 
aliquod  tamen,  quoad  quotum  e  concreta  per  concretam  homogeneam, 
quem  utcunque  mutata  unitale  euudem  manere  dictum  (pag.  112)  est, 
lumen  affundere  libet. 

Sit  linea  b  per  lineam  a  dividenda,  sitque 

b  —  2v,     a  =  37' ; 

dictuin  est,  quod  si  divisor  in  locum  tertium  ponatur,  quotus    sit   quan- 
titas  quselibet,  quse   quoad    unitatem    suam    expressa  -s-  est  (pag.  45}. 

Si  vero  divisor  in  locum  secundum  ponatur,  quotus  loco  tertio  pro- 
dibit,  ac  nonnisi  linea  erit;  et  prouti  unitas  linearum  accipietur,  dato 
quovis  maior  minorve  prodire  poterit.  Omnes  tamen  hi  quoti  innumera- 
biles  cum  prioribus  innumerabilibus  in  eo  convenient,  qnod  et  quotorum 
posteriorum  quilibet  quoad  suam  unitatem  (quaecunque  fuerit)  -~-  erit, 
adeoque  aequalitate  ista  respectiva  omnes  aequales  erunt ;  atque  quum 
in  hoc   casu    nonnisi    expressio    quoad    unitatem    fut    quantitas    abstracta) 
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pro  quoto  accipiatur,  (haud  respiciendo  ad  speciem  unitatis)  resultatum 
divisionis  in  hoc  casu  quoque  unicum  est. 

Nempe  sit    U  linearum    unitas,    atque    a    et    b   quoad    eam    expressa 
reducantur  ad  denominatorem  communem  n  ;  sitque 


fiatque  schema  utrmnque  (quoto  x  dicto) ;  erit 

U  U  2U     ,  2U 

(J  =  n  .  —  -  ,   a  —  3  .         ;     x  =  n  .  ,/1  =  3. ; 


3« 


U     ,            U 
-  3  .       ,    h  —  2. 


Patetque  in  utroque  esse  x  =  —  quoad  unitatem, 


Conceptum  potentiae  ehmentaris  ad  exponentem  imaginarium  ex- 
tendere  frustra  tentans,  meris  imaginibus  obiecto  haud  gaudentibrrs  minime 
contentus,  sensum  eiusmodi  expressionum  nonnisi  modo  in  (pag,  193) 
exposito  reperire  potui ;  quod  tamen  multo    brevius    exprimi    sic    potest. 

Functionis  ipsius  \5  sequentis, 

l+A  +  M  +  JSL+... 

I  I.  2  I.  2.  3 

valor,  nempe  cui  series  dicta  eequalis  est,  aut  ad  quem  tanquam  limitem 
tendit,  dicatur  f\fi) ;  ita  ut  sit 

/"(,£)  =H-£H 1 1 

2  2.3 

et 

,.,,,,  , ,        kli .  kh        kh ,  kh ,  kh 

Quo  pacto  definitio  potentiae,  radicis,  logarithmiqve,  sensu  subli- 
miori,  breviter    ita  exprimi  potest  :  Pro    quovis  tali  c,  ut  f[c)   eidem    C 
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sequale  sit,  dicrtur  quodvis  f[bc\  et  nonnisi  id,  potentia  exponentis  b 
ipsius  C,  per  Cb  denotata,  et  b  dicitur  cuiusvis  CP  logarithmus  quoad 
C,  quidvis  formas  A-hB  tf—  i  sit  sive  c  sive  b,  A  et  B  realia  qutevis, 
inter  quee  et  o  cadit,  denotantibus. 

Dicitur  prseterea  C  radix  exponentis  b  cuiusvis  Ch ,  imo  et  quodvis 
tale  a,  ut  pro  certo  k  sit  ak~K,  dicitur  radix  exponentis  k  ipsius  K. 
Ex.  gr.  Sint  X,  Y,  Z  tres  radices  cubicas  ipsius  8  ;  reperiuntur  per 
(pag.   1981  talia  x,  y,  z,  ut  sit 

/{x)  =  X,    /{y)=V,    f(z)  =  Z. 
Eritque 

f(3x)  =  X3  =  8  =/\$y)  -f($z). 


Sit  c  noraen  generale  ipsorum  j,x,  %y,  $z} 

sitque 

3 
Pro  quovis  c  erit 

/(0  =  8,      et     /(|)  = 

=/(dc) 

—  8  elevato    ad     — ;  nempe 

3              F 

/(*),  /(>),  /w 

erunt    potentia;    exponentis    -*—  ipsius  8  ;    eritque  8  radix    exponentis  -„  - 
cuiusvis  earum,  et  ~   logarithmus  quoad  8  eorundem   cuiusvis.    Sit   iam 


erit 
atque 
sed  etiara 
adeoque 


c  —  x,     et     b  —  3  ; 
/(Bc)  =  B={/(x)f\ 

f(x)=f8; 
{Ay)Y-8-(f(z)Y; 

m  f(y),  /w 


radices    exponentis  3  ipsius  8  dicuntur.    Estque    3  ■  logarithmus    ipsius 
quoad  quodvis  ipsonim 

/(*',  /W  /(*)• 
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Scholion.  Potuissent  quidem,  iam  in  ortu  conceptus  multiplicationis, 
non  solum  itnaginariorum,  sed  et  potentiae  &  conceptus  (plane  expositi) 
construi :  nisi  alienum  simplicitati  naturali  esset,  ad  conceptus  construc- 
tionem  talia  adhibere,  quas  nonnisi  ulterius  patefiunt.  Nempe  nonnisi  id 
quod  per  f[k)  antea  intelligebatur,  construi  debet :  nimirum  ponatur 
prius  1,  et  cuilibet  termino  adiungatur  unus  factor  k,  atque  termino  cuivis 
detur  pro  denominatore  factum  e  numeris  naturalibus  ab  1  incipiendo 
usque  ad  numerum  summum  ipsorum  k  in  termino  illo, 

At  prius,  factum  e  factoribus  asqualibus  numero  «,  per  factorem 
semel,  et  n  ad  dextram  superius  scriptum  denotari  ccepit ;  tum  ad  quo- 
tum  e  talibus  factis  eundo,  ultro  venit,  si  a  ut  factor  superius  numero 
n,  inferius  numero  m  erat ;  quum  superius  a  deleatur  per  inferius,  nu- 
merum  superiorum  a  accipere  positive,  inferiorum  vero  negative,  atque 
~m  designare  per  a"~ '",  et  -~^-  intelligere  per  AN~M.  Sit 

n  —  m  =  v,     et     N — M— ,«. 

Passus  ulterior  erat,  duos  eiusmodi  quotos  nempe  ar  et  A1'  sequales 
cogitare,    et    per   a  "   designare  tale  A,  ut  sit 

av  —A^. 

Nec  post  (pag.  532)  dicta,  /.<  —  o  excluditur :  nam 

al  —  A°—  1,     et     i' :0  —  A, 
Ita 

a°  =  A>, 

et  a~-~  gaudet  valore  A. 

Postea  (pag.  182)  innotuere  pro  realibus  b  et  c  sequentia.  Sit 
(i)=reali  positivo  e,  tunc 

fic)        =  ec 
f(b-hc)  =eb.ec, 
f[c—b)  =  ec :  eb  , 

f{b.   €)  =  (#¥, 

f(c  :  b\  =  yV  ; 
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darique  tale  x,  ut 

ftx)  ~b-)-c  f—i 

sit,  etsi  c  =  o  et  b  negativum  fuerit ;  nempe  si  (pag.  198;  a  tale  sit,  ut 
cos.  a  — —  1  et  sin.a  — o  sit.  Atque  tunc  iam  in  mentem  venire  poterat 
ipsis  b,  c  imaginaria  quoque  substituere. 

Definitio  hic  data  eadem  cum  pag.  193  data  est :  nisi  quod  haec  et 
simplicior  sit  et  ibidem  dictum  V  supervacuum  reddat ;  monendumque 
fuisset  r-\-i  ad  denominationem  eandem  reducta  intelligenda  esse  :  neinpe 
si  ex.  gr.  (pro  integris  n,  m,  v)  sit 

A  =  ±-t        B=-\ 


A  +  B  /— 1 


.  tt-i-v  v—i 


m 

adeoque 

cuius  valores  numero  m  sunt,  quos  valor  quivis   per    valores    ipsius  Y 
multiplicatus  omnes  exhibet. 
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G. 

RELATIO  BREVIS  ADDITAMENTI  ANTECEDENTIS, 

I.  Cuilibet  quantitati  tribuatur  unitas  positiva  vel  negativa  (quoad 
operationes  statim  dicendas) ;  et  illi,  de  qua  expresse  non  dicitur  ei 
negativam  tribui,  positiva  unitas  attributa  sit.  Unitate  positiva  prseditas 
illse  erunt,  quae  realia  vocantur,  et  negativa  prasdita;  erunt  ese,  quae 
pure  imaginariae  dicuntur ;  qua?  nomina  consveta  et  hic  retinentur, 
atque  duae  hae  determinationes  determination.es  realitaiis  dicantur. 
Realia  et  pure  iinaginaria,  determinatione  sive  (-£<  sive  >—*  afFecta,  dican- 
tur  quantitates  purae. 

II.  Definitio  proportionis  (inter  plures  Sect.  I.  datas)  ibidera  (pag.  75) 
est  sequens :  A,  B,  C,  D  in  proportione  esse  dicuntur  (abstrahendo 
ab  omni  determinationej  si  pro  quovis  tali  n  (nomine  numerico),  ui 
A  —  nu,  C~nvsit;  nec  R  ipsum  u pluries,  quam  D  ipsum  v,  neque 
D  ipsum  v  pluries,  quam   B  ipsum  u  contineat. 

Si  iam  conceptus  hic  ad  casum  A  =±1  restringatur ;  atque  accedat : 
quod  ta-m  respectu  determinationum  >^,  1— 1,  quam  respectu  determina- 
tionum  realitatis ;  dum  A  et  B  determinationis  eiusdem  sunt,  et  C  ac 
D  sint  eiusdem;  si  vero  A  et  B  determinationis  diversac  fuerint  et  C  ac 
D  diversae  sint :  tum  dicitur  D  factum  ex  C  per  B  iquoad  H-i)  mul- 
tiplicato;  operatio  autem  dicitur  multiplicatio  (uti  etiam  divisio  inde 
oriunda)  respectiva  quoad  ±1. 

Quo  pacto  8  schemata  oriuntur  ex  ^,  > — 1,  et  totidem  e  duabus  reali- 
tatis  determinationibus :  e  quibus  schematibus  patet,  quod  etiam  ter- 
mini  extremi  detennrnationis  eiusdem  siut,  si  medii  determinationis 
eiusdem  fuerint ;  imo  ex  iisdem  patet,  tam  in  multiplicatione  quarn  in 
divisione,  si  quoad  -t-i  peragatur,  ^  et  t-J-i,  necnon  1 — 1  et  > — 1,  dare  i-P, 
at  t-J-i  et  1 — 1  dare  1 — 1;  et  rem  inverse  quoad  — 1   esse,    (unde  prona   ad 
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signa   -j~,    —   conclusio   estj ;   determinationes   item  quoad  realitatem 
aequales  dare  reate,  diversas  autem  dare  pare  imaginarium. 

III.  Prouti  quantitates  determinationibus  -P,  i— i  affecta:  connectun- 
tur,  atque  ita  tractantur :  ultro  venit,  et  determinationibus  quoad  reali- 
tatem  affectas  connectere,  atque  talem  legem  statuere  ;  ut  omnes  opera- 
tioues  (absque  mentione  facta  quoad  H-i  vel  — l)  absohite  peragantur : 
eaque  fit  sequens 

i.  Ut  si  alteruter  duorumfadorum  unitate  positiva  gaudeat,  factor 
unitate  positiva  gaudens  ponatur  pro  multiplicatore ;  et  si  uterque 
unitate  negativa  gaudeat,  hinc  sit  multiplicator  uuitate  negativa 
gaudens. 

2,  Si  A  et  a  quantitates  unitate  positiva,  et  B  ac  b  unitate  negativa 
gaudeant :  dicatur  A-\~B per  a-\-b  absolute  multipiicari ;  si  tam  A  quam 
B,  tam  per  a  quara  per  b  respective  iuxta  legem  priorem  multiplicen- 
tur;  atque  si  in  his  factis  summa  realium  sit  S,  summa  pure  imaginari- 
orum  sit  s,  dicatur  S-Kv  iid  est  S  cum  s,  connexum  sed  non  commixtum) 
faetuni  ( sensu  ahsoiuto). 

Atque  hinc  divisionis  absolutae.  conceptus  patet :  nempe  si  P-Q— F, 
dicitur    Q  quotus  ex  /',  diviso  per  P. 

Extenditur  etiain  muitiplicatio  absohita  (iuxta  pag.  461;  atque  hinc 
etiam  divisio  absoluta. 

Hinc  si  quotm  ex  a  per  (3  diviso  sit  cequalis  quoto  ex  y  per  S  (divi- 
sionem  absolutam  intelligendo) :  dicuntur  a,  fi,  -/,  S  (sensu  generalissimo) 
in  proportione  esse :  notando  quod  in  casu  ubi  r/  per  (i  quoad  -hl,  et 
/  per  S  quoad  -Fi  dividi  iuxta  regulam  deberet;  expresse  contra  regu- 
lam  quoad  idem  H-i   dividenda  sint. 

IV.  Quantitates  sub  formam  a-\-bV—  I  venientes  dicantur  inixtae, 
dum  nec  a  nec  b  ~o  est  :  dabitque  tam  in  multiplicatione  quam  divisione, 
purum  per  purum,  purum ;  purum  per  mixtum,  sive  mixtum  per 
purum,  dabit  mixtum  ;  mixtum  per  mixtum  autem  dat  in  certo  casu 
purum,  in  aiio  mixtum. 
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V.  Patet  autem  (uti  in  schematibus  multiplicationibus  divisionisque) 
in  proportione  quoque  :  quod  si  duo  priores  deicrminationis  eiusdem 
fuerint  sive  quoad  4-1,  ■— ',  sive  quoad  reatitatem ;  et  duo  posteriores 
eiusdem  sint;  si  non,  non ;  et  pariter  si  extremi  eiusdem  fuerint,  et 
medii  eiusdem  stnt,  si  non,  non;  et  pariter  si  extremorum  utrumque 
mixtu-iu,  vcl  utrumqtte  purum  fuerit,  et  r,i cdiontm  aui  tttrumque  purum, 
aut  utrumque  mixtum  sit;  si  vero  extremorum  alterutrum  mixtum 
alterum  purum  fuerit,  et  mediorum  alterutrum  purum,  alterum 
mixium  sit ;  atque  idem  de  duobus  prioribus,  et  duobus  posterioribus 
vaieat. 

VI.  Prseterea  de  resultato  divisionis  unico,  dum  concreta  per  con- 
cretam  divtditur,  additur  aliquid  :  nempe  divisor  tam  secundum  quam 
tertium  locum  occupare  potest :  eodemque  sensu  si  divisor  fraciio  vera 
sit,  quoius  in  casu  uiroquc  maior  dividendo  est. 

VII.  De  reperiundo  e  quihusvis  tribus  proportionis  terminis,  quarto 
(in  concreto) ;  et  de  facto  extremorum  —  facto  mediorum,  quoad  idem 

±:  i   accipicudo. 

VIII.  Conceptus  potentiae,  radicis,  logarithmique  (pag.  193)  tradi- 
tus  simplicius  exponitur.  Nempe  statim  post  conceptum  multiplicationis, 
series  talis  construi  potest,  cuius  terminus  primus  sit  -,  et  e  quovis  ter- 
mino  ea  lege  oriatur  sequens ;  ut  numeratori  postponatur  k  ut  factor, 
et  denominatori  numerus  is,  quo  k  ut  factor  in  novo  numeratore  est, 
postponatur :  quo  pacto  series 

2       2.3      2.34 

orta,  si  fuerit  =  aut  ^-  K,  exprimatur  valor  huius  seriei  per  f[k), 

Atque  pro  quovis  tali  c,  ut  f(c)  eidem  C  asquale  sit,  dicatur  quodvis 
q)  {of  (et  nonnisi  idj  potentia  exponentis  b  ipsius  C,  per  U>  denotata ;  et 
Adicatur  cuiusvis  Ch  logarithmus  quoad  C\  quidvis  sub  foTm&mA-irBY — 1 
cadens  sit    sive   c   sive    b    [A  et  B  realia  queevis,  inter  quae  et  o  cadit. 
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denotantibns).  Dicitur  praeterea  C  radix  exponentis  h  cuiusvis  Cb  ;  imo 
et  quodvis  tale  a,  ut  pro  certo  r,  sit  ar=R,  dicitur  radix  exponeniis 
r  ipsius  R.  ExempHs  hasc  ibidem  illustrantur  ;  atque  per  definitionem 
divisionis  (pag.  528)  extensam,  praeterquam  quod  ir  ommittitur  (pag.  193). 

Notandum  tamen  est,  conceptum  hunc,  quamvis  statim  post  multi- 
plicationem  construi  queat,  nonnisi  subveniente  (pag.   182)  oriri. 

Nempe  prius,  factum  e  factoribus  aaqualibus  numero  n,  per  factorem 
semel,  et  n  ad  dextram  superius  scriptum  denotari  ccepit ;  tum  ad  quotum 
e  talibus  factis  eundo,  ultro  venit,  si  a  ut  factor  superius  numero  «, 
inferius  numero  m  erat ;  quum  superius  a  deleatur  per  inferius,  nume- 
rum    superiorum    a    accipere    positive,    inferiorum    vero    negative,  atque 

a"  AN 

-—-  designare  per  an~m,  et  -aM   intelligere  per  AN~ M .  Sit  n~m=v, 

et  N—M=ju. 

Passus  ulterior  erat,  duos  eiusmodi  quotos  nempe  a"  et  A*  asquales 
cogitare,  et  per  av  designare  tale  A,  ut  sit  ay=A*.  Nec  post  (pag.  532) 
dicta  fi  =  o  excluditur :  nam  a'=A°=i,  et  i"a=A. 

Ita  a°=A°,   et  a°"gaudet  valore  =A. 
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DII.UCIDATIO    NOVA    KORUNDKM    CONCKPTUrM    IN    SECTIONE   TRIMA    TRADI- 
TORUM. 

Sit  fas  conceptus  primarios  breviter  referre.  Conceptus  construere 
abstrahendo  et  coniungendo  baud  contraria  ac  comparaudo)  fas  est : 
donec  aliud  clarius  elegantiusque,  quo  systema  aeque  concinnum  fir- 
mumque  stabiliatur,  prodeat. 

Hoc  pacto  quantitates  cum  certis  qualitatibus  connexse  et  cum  iis 
suscipiendse  operationes  oriuntur :  quserique  potest,  quodnam  sit  certa- 
rmn  quantitatum  certis  qualitatibus  prseditanim  per  certas  operationes 
resultatum?  item  pro  certo  resultato,  qusenam  quantitates  cum  quibus 
qualitatibus  connectantur  et  quas  operationes  cum  iis  suscipiantur? 

Ita  (pag.  32)  seriei  terminus  quivis  numerus  quoad  u  [unum  ab  uni- 
tate  distinguendum)  dicitur,  at  si  cui  o  et  u  quoque  nnmerum  dici  ab- 
sonum  videatur,  aliud  nomen  commune  dari  potest,  idque  cum  certis 
fieri  potest. 

Ita  qualitates  oppositorum,  earumque  cum  quantitatibus  coniunctio, 
atque    hinc  additionis  et  ex  hac  subtractionis  opcrationes  construuntur. 

Conceptus  positivormn  et  negativorum  e  demtione  oriundus  construi 
modo  sequente  etiam  potest :  si  A  tali  qualitate  O  et  B  tali  qualitate  q 
preedita  ponantur,  ut  pro  certa  conditione  c  accipiendum  resultatum  sit  o  si 
A=B,  secus  autem  id  cum  qualitate  Q  aut  q,  quod  si  non  esset,  resul- 
tatum  0  esset,  —  tum  A  cum  O  et  B  cum  q  dicuntur  (posito  c) 
opposita. 

Ita  fit  mater  conceptuum  cardinaiium  operatio,  qua  aliquid  quoad 
certam  mensuram  mensurari  dicitur,  cum  imagine  resultatum  opera- 
tionis  exhibente  ;  atque  ex  omnibus  mensurae  primariac.  mensurationis 
primariae  et  imaginis  meusuratiouis  primariae  quoque  constructio  ; 
quamvis  verba  ista  hic  altiori  sensu  quam  in  vita  communi  veniant. 
Nempe  statuere  fas  est : 
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i.  Ut  certa  quantitas  U  sit  mensura  primaria  ab  omnibus  illi  asqua- 
libus  quoque  distincta,  nec  cum  ulla  earum  alia  permutetur,  atque  >-f-<[£7] 
significet  ici  ipsum  cum  qualitate  ^  et  i— <[U]  item  illud  ipsum  cum 
qualitate  r— i. 

2.  Ut  pro  quavis  quantitate  tractanda  figatur  ad  casus  operationum 
constructarum,  non  solum  cum  quanam  qualitatum  *&  et  i — i  coniuncta 
spectetur,  sed  etiam  quoad  quam  unitatem  (nempe  positivam  vel  nega- 
tivam)  mensuretur,  dum  primaria  eius  mensuratio  prascipitur ;  atque  eate- 
nus  aliae  unitate  positiva  alias  unitate  negativa  pra.idi.ta::  clistinguantur ;  ex. 
gr.  posteriores,  quae  imaginariae  dici  solent,  a  prioribus,  quas  realia 
dici  solent,  alio  ex.  gr.  rubro  colore  distingui  possent  aut  signo  *  ad 
ljevam  supraposito.  Atque  tam  priores  quam  posteriores /wrof,  connexae 
vero  mixtae  dici  possunt. 

3.  Quum  vero  sive  expresse  ipsius  *i*[U~\  aut  ipsius  *—*[U]  mensu- 
ratio  primaria  prasciperetur ;  id  quoad  hJh  [  U]  fiat :  adeoque  tam  t$*  [  U~\ 
quam  i — i  f  £/]  ita  dicta  realia  sint. 

4.  Ut  mensum  quoad  mensuram  magis  innotescat,  statuatur  pro  resul- 
tato  mensurationis  imago  responsiones  ad  tres  quaastiones  sequentes 
exhibens  :  post  I  scribatur  quamtumnam  sit  mensum  quoad  mensuram  ? 
post  II  vero,  num  simul  sint  positiva  vel  negativa  aut  non  ?  post  III 
autem,  num  simul  gaudeant  unitate  positiva  vel  negativa  aut  non?  scri- 
baturque  eatenus  post  II  et  III  «ita»  vel  «non».  Abhinc  et  mensura- 
tionis  mixtas  quoad  qualemvis  et  purse  quoad  mixtam  imagines  item  lege 
certa  construuntur. 

5.  Si  imago  mensurati  b  quoad  a  fuerit  aequalis  imagini  mensurati 
B  quoad  A,  dicatur  b  quoad  a  acquimensum  ipsi  B  quoad  A. 

6.  Si  vero  A  unitatem  ipsius  B  denotet,  dicatur  b  quoad  a  ipsi  B 
acquimensum  ;  nempe  dum  mensura  haud  nominatur,  primaria  mensu- 
ratio  intelligatur,  prior  respectiva  quoad  a  est :  operatio  qua  b  ex  a  et 
B  quieritur,  multiplicatio,  et  b  factum  ex  a  per  B  audit ;  est  quidem 
a  mensura  posiia,  B  vero  primario  mensum. 

7.  At  quum  si  factores  ex.  gr.  rectse  fuerint,  rectam  dent  pro  facto, 
imo  etsi  permutentur  in  omni  casu  factum  idem  sit  (praeter  casum  uni- 
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cum  si  nempe  a  unitate  positiva  et  B  negativa  gaudeat} :  ut  ordo  facto- 
rum  dictorum  in  nullo  casu  factum  mutet,  statuitur  ut  imagines  mensu- 
rationis  (in  4)  unica  exceptione  sequales  sint,  nempe  in  casu  plane 
dicto  post  II  in  primaria  et  in  respectiva  mensuratione  contraria 
stent. 

8.  Porro  ad  quantitates  e  qualibusvis  puris  complexas  conceptus  mul- 
tiplicationis  facile  construitur. 

9.  Si  vero  y  factum  ex  j3  per  a  fuerit,  pronum  est,  e  y  tanquam  po- 
sito  facto  et  alterutro  ipsorum  a  et  /?  quasrere  huius  socium  ;  dici  solet 
hasc  operatio  divisio  et  quaesitum  quotus.  Duae  vero  sunt  species  in 
genere,  prouti  mensura  rcspcctiva  autprimario  mcnsuni  quasritur.  Dica- 
tur  posterius  quotiens. 

10.  Atque  si  duo  quotientes  aequales  sint,  fit  quotic.nt.ium  aequaliias, 
et  fas  est  sive  hoc  sive  (5)  proportioncm  dicere  at  generaliter  utrumque 
haud  idem  est,  ut  infra  patebit. 

Unde  passus  ad  seriem,  quas  geometrica  vocatur,  cuius  terminus 
quivis  per  sequentem  divisus  quotientem  eundem  dat.  Atque  hac  serie 
combinata  cum  serie,  qu£e  arithmetica  dicitur,  cuius  termini  cuiusvis 
differentia  a  sequente  eadem  est,  nascitur  conceptus  potentiae,  radicis 
et  logarithmi.  Nimirum  origo  ad  indicam  (qua  numeri  designantur)  legem 
referri  potest :  nempe 

...  iii,   iii  ..  . 

denotat  seriem  geometricam,  in  qua  si  10  generaliter  a  sit,  loco  primo 
ad  laevam  ab  1  fexclusive  numerandoj  valor  ipsius  1  est  a,  loco  secundo 
aa  y.  Q1132  loca  si  terminis  respondentia  infra  eos  scribantur,  serie 
locorum  arithmetica  pariter  continuata  utrinque  in  infmitum,  ut  terminis 
seriei  superioris  geometricae  subscripti,  quasi  indices  locales  eorum  sint : 
sequens  imago  orietur 

1         1  1 

.  .  .  aaa     aa     a     1     —     —     - — —  .  .  . 
a       aa       aaa 

...     3         2       1     o    — 1     — 2       — 3  -  -  • 
Ubi  perspicere  pronum  est,  quod    index    localis    facti  e  quibusvis  termi- 
nis    superioribus  summa  indicum  localium  iis  respondentium  sit,  et  quo- 
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tientis  index  localis  prodeat,  subtracto  indice  locali  divisoris  ex  indice 
locali  dividendi. 

Et  qiuim    index    localis    ex.    gr.    ipsius  i   sit  o-ies  tantus  quam  index 

localis  ipsius  a,  et  index  localis  ipsius sit "o~)"'es    tantus     quam 

index  localis  ipsius  aaa  & :  designare  hoc  per 

l=«o,      -}-  =  iaaaf\V 

(nihil  aliud  intelligendo)  fas  erat.  Patebat  etiam  idem  esse,  si  pro 

...  2,      i,     o,     —  l,     — 2,  ,  .  . 
ponatur 

...  zd,    d,    o,    —  d,    —2d,  .  .  , 

Hinc  passus  erat  pro  a  et  d  quasvis  quantitates  Ijbere  sumere,  capita 
suarum  serierum  nuncupando,  unde  brachia  utrinque  extendant.  Passus 
ulterior  est  in  utraque  serie  a  quovis  ad  proximum  terminos  numero 
eodem  ju,  quem  postea  in  infinitum  augere  liceat,  ita  interserere,  ut 
series  superior  geometrica,  inferior  autem  arithmetica  maneat,  atque 
ut  termini  inferioris  terminis  superioris  tanquam  indices  locales  res- 
pondeant. 

Et  tum  subvenit  duo  eiusmodi  serierum  paria  condere  :  alterum  pro 
parte  realium  et  alterum  pro  parte  imaginariorum,  et  quidem  ita,  ut 
capita  serierum  sint  a,  d  positiva  et  unitate  positiva  prasdita  pro  parte 
realium,  et  pi,  qi  fquantitates  p,  q  unitate  negativa  praeditas  denotantia) 
pariter  positiva  pro  parte  imaginariorum  purorum. 

Atque  quum  si  N,  R  termini  seriei  ipsius  a,  et  M,  S  termini  seriei 
ipsius  pi,  indicesque  locales  ipsorum  N,  R,  M,  S  fuerint  n,  r,  m,  s,  et 
index  localis  ipsius  NR  sit  n-i-r,  et  ipsius  MS  sit  m-\-$:  pronnm  est 
pro  indice  locali  ipsius  NM  quoque  u  -+-  m  ponere,  quasi  eiusmodi  facti, 
cuius  alter  factor  pro  parte  realium  indice  locali  n,  pro  imaginorium 
parte  vero  indice  locali  m  gaudet. 

Et  hinc  adinstar  unitatis  pronum  est  capita  serierum  constantia 
statuere. 
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Atque  si  hoc  pacto  pro  valoribus  ipsorura  b,  c,    C  unicis,    indiceque 
locali  per  log.  designato  fuerit 

clog.  6t=log.  C 
per  xt=y  intelligendo  aliquem  valorem  ipsius  x  alicui  ipsius  y  sequalem 
esse,    fas  erat  dicere,    C   quoad    indicem    localem  quasi    c-ies  potentius 
ipso  b,  et  b  quasi  c-ies  impotentius  ipso    C,  designando  per 

C(=5C,     et     b^ifC 
atque 

ce=log.C  (quoad  b)\ 

signo  f=  ob  plurium  valorura  possibilitatem  adbibiti,  (pag.  124). 

Et  tum  priusquara  capita   figerentur,    oritur   theoria   potentiae   gene- 
ralis  specialiter  applicata,  dum  tale  q  et  talis  functio 


vi         ,  v<\ 

1T2 .3       772.3.4 


J  w  1  1.2 

per  _/"[  (w)  summam  terminorum  imparis  numeri  intelligendo,  innotu- 
erunt,  ut 

/;w-/»  =  i 

et 

f[qi)  —  cos.  j'  -4-  isin.  q  —  z', 
et 

cos.  u  -+-  s'sin.  z/  —f\ui) 

sit.  Unde  quum  si  pro  ^2'  et  177  ista  i  et  97'  accipiantur,  quivis  index 
localis  ji  fuerit  in  serie  infima,  f[ji)  terminum,  cuius  ji  index  est,  exhi- 
beat,  pariterque  sit,  si  f[d)  sumatur  pro  a ;  capita  hzec  stabilire,  et  ob 
simplicitatem  d—i  ponere  (quo  systetna  naturale  baseos  f[i)~e  dietie: 
in  promtu  erat. 

Et  tum  deinonstrato,  quamvis  quantitatein  per 

y  cos.  u-hyisin.  u 

exprimi  posse,  denotante  y  reale  et  u  viam  puncti  in  peripheria  radii  1,  — 

non  solum    quantitas    ipsa,    sed    et    potentia    exponentis  (sive  realis,  sive 

imaginarii,  sive  mixtil,  imo  quantitatis  cuiusvis  omnes  logarithmi  intuitui 
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subiiciuntur.  Nempe  abscissze  in  recta  ab  a  acceptae,  ad  dextram  posi- 
tivEe  ad  laevam  negativas,  exprimant  seriem  arithmeticam  seriei  geo- 
metricse  ipsius  e  respondentem,  atque  ordinatas  y  ad  finem  cumsvis  ab- 
scissas  ap  perpendiculares  superius  erecta;  sint  termini  seriei  dictae  ipsius 
e  abscissis  respondentes ;  item  sit  altera  quoque  tahs  abscissarum  linea 
cum  ordinatis  prioribus ;  et  e  cuiusvis  abscissas  fine  p  fiat  circulus  radii 
i  ad  eam  perpendicularis,  atque  e  diametri  in  tabula  erectae  fine  supe- 
riore  punctum  pone  tabulam  directum  moveatur  semper  porro  in  infinitum, 
via  eius  u  dicta ;  et  ubicumque  in  p'  sit  finis  viaa  u,  accipiatur  ex  p  in 
recta  versus  p'  indefmita  y  cos.  u  (per  y  ordinatam  illius  ap  et  cosinum 
pro  radio  i  inteliigendo).  Idemque  fiat  cum  altera  abscissarum  linea  eo 
solum  discrimine,  quod  y  sin.  u  pro  y  cos.  u  accipiatur,  et  quidem  y  cos.  u 
unitate  positiva,  y  sin.  u  vero  unitate  negativa  praedita  sint.  Facile  patet 
prius  formam  stantem  8,  posterius  vero  iacentem  dare,  hocque  ob  intui- 
tum  clariorem  colore  ex.  gr.  rubro  ab  illo  nigro  distingvi  posse ;  exhi- 
berique  posse  quodvis  Q  per 

y  (cos.  u  -H/sin.  u), 

quum  pro  quovis  detur  tale  u  et  tale  y. 

Omnes  logarithmi  naturales  ipsius   Q  vero  comprehenduntur  in 

ap-i-  ui-\-avi, 

si  p  denotet  finem  abscissse  ipsi  y  respondentem  et  a=^^q  sit  atque  v 
sit  nomen  generale  omnis  numeri  integri  sive  positivi  sive  negativi  ita 
ut  quivis  haud  excluso  o  illi  substitui  possit. 

Patet  etiam  formas  dictas  ad  dextram  crescere  in  infinitum,  decres- 
cere  ad  lzevam  semper  similes,  uti  tabula  e  compendio  hungarico  postea 
edito  sumta  ostendit,  ubi  et  dari  supradictum  q  etiam  mere  analytice 
cum  rigore  demonstratur. 

Notandura  vero  est : 

l)  quod  quamvis  f\  (v),  pro  v~u\f — l,  sit 
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substituto  iu  idest    i/|/— i   ipsi  u  in 

v  =  u  Y — t, 

absonum  sit  f\  ( — u)  cosinum  ipsius  ui  dicere  :  quum  in  circulo  radii  i  co- 
sinus  eius  fieret  omni  dabili  maior,  si  u-e—-  oo.  Interim  et  tunc 

/»-/»=t 

et  f\  .V)  ac  /2  (v)  functiones  nomine  proprio  quidem  dignte,  sed  a  sim- 
plici  conceptu  geometrico  distinctEe,  cosformis  et  sinformis  dici 
possent. 

2)  Pag.    542    et   pag.    536    data    definitio  per   signum  t=  fit    prsecisa  : 
nimirum  si 

m=v, 

tum  dicitur 

p(=log.  V 

(idest  log.  nat.    V),  et  si  pro  valoribus  unicis  ipsorum  c,  C,  a  fuerit 

c  log.  a  i=  log.  C, 


dicitur 


atque 

idest  log.  C  quoad  basim  a. 
Ubi  si 


t=fC 

--\0g.  aC, 


atque 


a=f(h\ 

C=f[hc), 

dicitur  -4-  modulus  systematis  logarithmici  pro  basi  a,  per  quem  nimi- 
rum  log.  C  multiplicatum  dat  logarithmum  quoad  a.  Unde  si  modulus 
is  o-  dicatur, /( — ■)  est  basis  a. 

Ratio  signi  1=  est,  quod  generaliter  nec  c  log.  a  t=  log.  C,  nec 

tog.  «  t=  — - — 
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sit.  Nam  si  aliquis  log.  a  fuerit  k,  et  aliquis  log.  C  fuerit  kc,  erit 

\og.ai=)k-\-avi 
et 

log.  Ct=3kc-\-avi\ 

adeoque  ut 

c  [k  -+-  ttPz')  <=  ^c  -+-  ari 

sit,  dari  pro  quovis  v  talem  integrum  ?  opporteret  ut 

cv  =  r 
sit,  quod,  si  ex.  gr, 

C~  -|    et    v  =  5, 

fieri  nequit,  quia 


2  ■  5  =  3". 


adeoque  — —  integer  esset.  Pariter  casus  alter  patet. 

3.  Si  in  serie  geometrica 

■  ■  -i  — r,    -=-■    Ii    «1    «a.  ■  ■  ■ 


et  respondente  arithmetica 

.  .  .,     —2,     — 1,     o,     1,     2, 


superioris  erit  a*,  inferioris  autem  -~  ;    atque  si  prior  sit  x,    ac  integer 


termini    inter    quosvis    proximos   numero   /u  — 1   mterserantur :  exponens 
superioris  erit  a!',  infei 
r  et  fo<ii   positiva  et 

N—xr+<»,         xr<.N<_xr+' 
fuerint,  fiet 

4.  Es  -4'"  =  Z?"  generaliter  nec 

Ai=B~ 
sequitur  ;  ex.  gr. 
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sed  ipsius  — i  nullus  valor  est  ulli  ipsius  ia  asqualisfsi--  =  i  accipiatur). 
Addendnm  itaque  pag.  543  fuisset :  si  n,  m  inter  se  prirai  fuerint,  aut 
potius  dicendum,  si  termini  seriei  geometricEe  eiusdem,  cuius  caput  a 
sit,  fuerint 

A  =  an       et       B  =  am: 

tunc  fprouti  si  A  —  na  et  B  —  ma,  dicitur  A  ipsius  B  tanquam  men- 
suras  n(m)-tam,  pariter)  dicatur  si  m  non  —  o, 


B<==  fA, 
atque 

n         Xog^aA 
m       Mg.aB- 

Est    quippe    si    n  =  zm    ponatur,    index    localis    ipsius    A  — -ies   tantus, 
quam  index  localis  ipsius  B. 

Ita  pro  c  finito  et  non  —  o  fit 

V  0=1  c7. 

Namque 

bi=fC 
sequitur  (pag.  550)  ex 

c  log.  b  *=log.  C. 

Nam  sit  k  valor  aliquis  ipsius  log.  b  et  kc  valor    aliquis    ipsius    log.    C; 
erit  et 

*"-  =  *, 


kc 


adeoque 
itaquc 
Ita  si 


ylog.Ct=log.A: 

bt=C:. 

\  log.C)=log.a, 
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itaque 
et 

At  si  c  — o,  sitque 
erit 
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log.  Ct=clog.  h 

k*=  Yc. 

2°  =  l 


sed  non  est  — i"    nisi  sensu  (pag.  46},    quo    pro    operationem   ingredien- 
tium  limitibus  resultati  limes  nomine  eodem  insignitur,  quatenus  ex 

o)  log.  b  t=  log.  C, 
pro  (0'—o  fieret 

C— -1,  et  bt=i~°~; 
et  si 

—  (o  log.  b  )=  log.  C, 
fieret  pro  w^--oo 

bt=o" . 

Expressionum  tamen  huiusmodi  sEepe  sensus  vagus  est. 

5.  In  opere  dicto  potentiee  theoria  generalis  traditur,  prinsquam 
capita  serierum  figerentur ;  et  quicunque  index  localis  fuerit  j,  id  cuius 
j  index  localis  est,  per  ?  i  designatur,  quod  postea/f/)  fiet.  Adhibitisque 
signis  t=,  t=,  (=>  (notando  quod  nonnisi  ubi  signum  =  est,  expressionum 
aequalium  quotvis  valoribus  gaudeant  sequales  accipi  debeantj  plura  pne- 
cisius  determinantur ;  ex.  gr.  generaliter  [\fa)  nonnisi  \=y  ac  dici  potest; 
ab.ac  tantum  =iad+c   &?. 

Preeter  potentias  theoriam  autem  ibidem  triplex  vestitus,  quo  quan- 
titates  utvis  heterogeneas  pro  quasstionis  statu  ornatas  tabulam  adire 
prseceptum  est,  ineo  consistit,  ut  (pag.  5226^545)  rectarum  unitas  U  (quasi 
dux  operationum  cardhralium)  eadem  teneatur,  donec  aliud  monitum 
fuerit :  atque 

a)  qusevis  quantitas  utvis  heterogenea,  si  ex.  gr.  sute  unitatis  — -tum 
fuerit,  repraesentetur  per  rectam  -~¥- ;  item 

b)  cuivis    eiusmodi    repraesentanti,    prouti    ad    scopum    visum   fuerit, 
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detur  qualitas  positiva  vel  negativa  quoad  casum  operationis,  quas  additio 
dicitur,  indeque  oriundse  subtractionis ; 

c)  quoad  casum  preecipiendas  mensurationis  primarias  et  inde  oriun- 
dorum  tribuatur  Uli  ^U  vel  i—*U,  ut  idem  U  huic  operationi  iam  cum 
qualitate  hJr"  iam  cum  qualitate  ■— *  inserviat. 

Operationes  per  numericas  quoad  unitatem  expressiones  pariter  pera- 
gere  fas  est. 


Imaginis  mensurationis  constructze  (pag.  545)  lex  sequens  ponitur. 
Si  mixta  quoad  puram  datam  mensuranda  sit :  prius  illa  pura  pars  mixtae 
mensuretur,  quas  cum  mensura  eadem  positiva  vel  eadem  negativa  uni- 
tate  gaudet,  et  postmodum  mensuretur  altera  pars,  atque  post  I,  II,  III 
scribantur  responsiones  mensurationis  ad  lasvam  et  posterioris  ad  dextram. 

Mixtas  mensLiratio  primaria  autem  fiat  ordine  sequente :  quaevis 
quoad  suain  unitatem  mensuretur,  sed  ad  lsevam  scribatur  post  I,  II,  III 
partis  unitate  positiva  praeditas  imago,  et  ad  dextram  imago  mensuratas 
partis  alterius. 

Quoad  mixtam  autem  mensuratEe  (sive  mixtee  sive  purte)  imago  sit 
sequens.  Sit  mensura  a-i-bi,  sitque  mensurandum  K  pro  K=P-\-  Q, 
tam  P  quam    Q  mixtum  denotantibus. 

Si  prius  P  quoad  a,  tum  Q  quoad  bi  mensurata  imaginem  eandem 
dant :  imago  ista  accipiatur  pro  resultato  mensurationis  ipsius  K  quoad 
a  ■+-  bi. 

Ex.  gr.  Si 

K=c-hdi=P-h-  Q, 

facile  prodit  pro  imagine  asquali  esse 

P=ax —  ayi    et      0  =  bix —  by, 


atque 


d        abc  —  a2d  ac  —  bd 

b   +     a>b~^W~  ~  ~a~~~J~ 
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i. 

bc —  ad 

y  ~ 

a*  —  b2" 

P:a=Q:bi, 

P= 

■-  ax  -+-  aty 

-bd 
-b'  ' 

ad —  bc 
'=  a>  +  b- 

Q  = 

bix  —  by ; 

c-\~y 

<=%  = 

a-+-  bi 

Ut  vero  sit 
accipiendum 
et 

et,  ut  antea, 
eritque 


a  (x  -+-yi)  -+-  bi\x  -+-yi)  —  P-¥  Q  —  A", 

atque  iraago  mensurationis  ipsius  K  quoad  a-hbt  eadem  erit  cum  ima- 
gine  mensurationis  priinarias  ipsius  x-hyi  cum  restrictione  pag.  545 
determinata. 
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I. 

PRIM^   LINE^E    THEOEI^:    COMBINATIONUM. 

De  combinationum  ex  n  rebus  iuxta  certura  numerum  m,  adeoque 
amborum,  ternorum  &,  nec  non  numero  permutationum,  diotum  pag. 
159  est. 

i  I. 
Numerus    omnium    combtnationum    ex    n  rebus,  id  est  summa  uno- 
rum,  amborum,  ternorum  (&•...  usque  ad  «-tum  inclusive,  est  2"— 1. 
Nam  sumina  ista  est 

n.(n  —  1)  n.(n  —  1)  .  .  .  2.1  __    n 


Variatio  vocatur,  si  una  litera  pluries  occurrat,  permutatio  vero,  si 
res  easdem  alio  ordine  se  excipiant. 

Variationis  Ieges  varias  dari  possunt.  Ex.  gr.  ut  inter  m  literas,  e 
certis  n  literis  acceptas,  plane  certa  poni  possit  certo  numero,  deter- 
minatum  quendam  haud  superante,  et  alia  alio  .  .  .  Ita  Iex  esse  potest, 
ut  quasvis  poni  possit  etiara  w-ies ;  ita  lex  esse  potest,  ut  inter  m  lite- 
ras  semper  occurrat  aliqua  w-ies,  aliqua  ^-ies,  aliqua  r-ies,  et  ita  porro. 
Vocatur  imago  m,  1,  2,  3,  ...  literarum  m-io,  Unio,  Binio,  Ternio  &; 
quseri  semper  potest  pro  Iege  data  quasnam  m-iones  dentur ;  et  in  summa 
quotnam  uniones,  biniones,  terniones  £s"  sint.  Praeterea  postulatur  etiam, 
ut  tam  combinationes  sine  variatione  et  permutatione  construantur  claro 
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ordine,  quam  permutationes ;  nec  non  combinationes,  admissa  et  varia- 
tione  iuxta  certam  legem,  tam  exclusa  permutatione,  quam  admissa  hac 
quoque. 


5.  3. 

Permutationes  construi  possunt :  prius  rein  primam  a  ponendo,  dein 
rem  nova  b,  prius  loco  primo,  dein  secundo ;  atque  idem  cum  re 
nova  c,  et  tum  cum  d,  et  quavis  nova  re  suscipiendo  ;  ut  ponatur  haec 
prius  loco  primo,  dein  secundo,  et  ita  porro  usque  ad  finem,  in  quavis 
permutatione,  quas  antea  prodiit.  Ita  in  pritno  ordine,  qui  e  duorum 
rerum  permutationibus  constat,  si  accipiatur  ex.  gr.  secunda ;  et  in  $e- 
cundo  ordine  in  quo  iam  tres  sunt,  quae  e  dicta  secunda  fiunt,  accipia- 
tur  earum  prima ;  et  in  iertio  ordine  ubi  iam  quatuor  sunt,  quarta 
accipiatur  istarum,  quae  e  proxime  dicta  prima  fiunt,  et  ita  porro  :  habe- 
tur  per  numeros  2,  1,  4  permutatio  determinata  ex.  gr.  cbad  esset  talis 
pro  literis  a,  b,  c,  d, 

Possent  etiam  permutationes  ita  construi :  ut  res  numeris  denoten- 
tur,  ex.  gr.  1,  2,  3,  4:  et  iidem  numeri  decadice  ita  scribantur,  ut  nul- 
lus  valor  emaneat,  qui  iisdem  numeris  exprimi  potest,  totidem  nimirum 
locis,  atque  nullo  numero  bis  occurrente ;  prseterea  autem  valores  sem- 
per  crescant,  ut  nullus  iam  descriptus  sit  ullo  sequentium  maior. 

Ex.  gr. 


Patet  prodire  omnes  quibus  1  preeest ;  ita  prodire  quibus  2  prceest, 
et  ita  porro ;  omnes  enim  valores  quibus  1  praeest  cum  iisdem  numeris, 
et  alio  ordine,  sunt  diversi,  et  quorumvis  eorum  datur  minimus. 


,GoosIe 


558 


COXSPIiCTUS    AKITHMKTICAl'.    G  l-;NJ.-: K.AJ  .1  S. 


S.  4- 

Si  quaeratur  quaenam  m-iones  ex  n  accipi  possint,  admissis  permu- 
tationibus  et  variationibus  ita  ut  eadem  litera,  numero  quovis,  certum 
m  haud  superante  occurrere  queat :  responsio  facillima  est ;  numerus 
m-ionum  est  i  cum  m  cifns,  valore  quem  hoc  iu  K-dica  numerandi 
ratione  habet.  Sit  ex.  gr.  h=io,  et  sit  m  =  3,  erit  1000  (valore  deca- 
dico)  numerus  m-ionum  quaesitus.  Descriptis  nempe  supra  lineam  hori- 
zontalem  superiorem  (in  schemate  sequenti)  numeris  o,  1,  2,  .  .  .  ;  pne- 
ponatur  quaevis,  nempe  quodvis  ipsorum  o,  1,  .  .  .,  9  a  o  incipiendo  inclu- 
sive,  cuivis  unioni  a  o  incipiendo ;  donec  prodeant  sequentes  lineae 
horizontales  usque  ad  lineam  *  inclusive  ;  dein  iterutn  quaevis  unio  a  o 
incipiendo  item  inclusive  praeponatur  cuivis  binioni,  eo  ordine,  uti  pro- 
dierunt;  et  ita  porro  semper  iis,  quae  postremo  prodierunt,  praepositis 
omnibus  unionibus ;  iteruin  ordine  praeponantur  omnes  uniones  a  o 
(inclusive)  incipiendo,  donec  omnes  ra-iones  prodierint. 

Ex.  gr, 

9 


00  01 

02 

09 

10  II 

12 

'9 

20   21 

22 

29 

#  90   91 

92 

99 

OOO  OOI 

002 

009 

OIO  OII 

012 

019 

Patet  quamvis  wz-ionem  talem,  quae  non  cum  cifra  incipit,  prodire. 
Sit  enim  quaevis  eiusmodi  #2-10,  illa  numerum  aliquem  denotabit ;  de- 
monstratum  vero  est,  in  numeratione,  modo  relato  numerum  quemvis 
denotari  posse  ;  itaque  nisi  adesset  inter  illas  w-iones  quae  prodierunt, 
esse  deberet  aut  supra  aut  infra ;  neutrum  fieri  potest.  Nam  1  quoque 
cum  m —  1  locis  plus  denotat  numero  pauciorum  locorum,  etsi  ubique 
9  sit ;  ita  1  quoque  etiam  cum  m  cifris  plus  denotabit  data  m-ione,  etsi 
in  hac  ubique  9  sit.  Sunt  praeterea  quaevis  w-iones  non  cum  cifra  inci- 
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pientes  inasquales.  Itaque  cle  iis  tantmn  /«-ionibus  quseritur  adhuc,  quae 
cum  cifra  incipiunt ;  si  una  tantum  cifra  sit  in  initio,  haec  alicui 
\m — i)-ioni  praeposita  est  per  legem  dictam ;  si  duae,  tum  eadem  lege 
anteposita  erit  cifra  alicui  [m — 2)-ioni,  et  nunc  huic  (m — i)-ioni  item 
alia  praspomtur ;  patetque  si  plures  fuerint.  Itaque  cum  idem,  quod  de 
m  verum  est,  valeat  de  m  —  i,m  —  2,  .  .  .  ,  prodibunt  onines  uniones, 
biniones, . . .,  m-iones.  Sunt  verounionesnumero/2,  biniones  sunt  n.n,  quia 
singula  n  signa  prasponuntur  singulis  omnibus  n  signis ;  terniones  sunt 
m3,  quia  singulis  binionibus  prasponuntur  singula  n  signa.  Itaque  pro- 
deunt  ?»-iones  numero  nm,  nempe  plane  numero  illo,  qui  per  I  cum  m 
cifris  in  ra-dica  mimerandi  ratione  denotatur.  Prodeunt  autem  omnes  simul 
uniones  biniones,  terniones,  .  .  .  et  m-iones  inclusive,  in  summa  (pag.  151) 


Exemplo  sint  voces,  et  syllogismi  modi,  quoad  propositiones. 

Hoc  pacto  24  literis  voces  8  literarum  prodeunt  24^ ;  3  literarum  24, 
omnia  vero  summando  a  S  usque  ad  1,  prodit 

24s  -4-  24?  -+- . . .  -+-  24'  =  (24^  —  24) :  23. 

Ita  syllogismi,  quoad  propositionis,  modi  sunt  1000,  valore  quem  in 
quaternaria  numeratione  habet ;  quia  terniones  accipiuntur  ex  quatuor 
rebus. 

Sic  et  in  propositionibus  termini  permutantur,  permutatione  in  pro- 
positione  maiori  facta  manentibus  ceteris,  per  2  multiplicatur  numerus, 
minor  etiam  multiplicat  per  2,  conclusio  quoque.  Itaque  prodit  43.  2.  2.  2, 
quia  qusevis  permutatio  terminorum  maioris  per  2  permutationes  minoris 
duas  gignit,  et  quaevis  harum  item  duas,  permutatione  terminorum  con- 
clusionis.  Plurimae  tamen  e  rationibus  logicis  reiiciuntur.  (Vide  pag.   18). 

Describuntur  vero  43  modi  ordine  facillime :  si  propositio  universali- 
ter  affirmans  dicatur  o,  universaliter  negans  dicatur  1,  particulariter 
affirmans  dicatur  2,  et  particulariter  negans  dicatur  3  ;  atque  lege 
quaternaria;  numerationis  describantur  omnes  numeri,  donec  omnes  ter- 
mini  ordine  prodeant  iuxta  (pag.  558). 
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§■    5- 

Si  qiiEeratur  numerus  m-horum  sine  permntatione,  sed  admissa 
variatione  ita,  ut  in  quovis  m-ho  aliqua  litera  occurrat  ex.  gr.  3-ies 
(sed  qusevis),  alia  ex.  gr.  2-ies  rd,  alite  semel ;  possnnt  quilibet  surai 
pro  numeris  istis,  qui  exponentes  variationis  dicuntur.  Ex.  gr.  forma 
aaabbcd    erit    sensu    hoc    eadem    cum    c3a'd"b' ;    patetque    heic    quseri : 

1.  numerum  combinationum  literarum,  quse  elementa  dicuntur  ; 

2.  in  quavis  combinatione,  exponentes  quoties  migrare,  seu  permutari 
queant :  atque  numerum  combinationum  elementorum  per  numerum 
permutationum  exponentium  multiplicari.  Si  ex.  gr.  7  res  sint :  erunt  pro 
magine  dicta,  combinationes  numero 


et  hoc  multiplicari  per 


7-6-5-4 
1 .2.3.4  ' 


1  ■  2  ■  3  ■  4- 
1 .  2 


debet  ;  quia  exponentes  variationis  numero  4  sunt,  adeoque  numerus 
permutationum  eorum  esset  1.2.3.4,  si  diversi  essent ;  sed  quum  duo 
sint  3equales,  imaginum  pars  dimidia  alteri  sequalis  erit ;  quapropter  per 
2  dividendum  est. 


Si  quEeratur  ex  aaaa  bbb  cc  def  quot  diversae  imagines  accipi 
queant,  ita  ut  nulla  litera  pluries  occurrat,  quam  in  proposita  ;  pos- 
sit  vero  una  quoque  litera  sola  esse  ;  ex.  gr.  a  non  pluries  quam  ter, 
sed  etiam  semel  occurrere  queat.  Id  est  quot  factores  diversos  habet 
factum  e  literis  factores  primos  denotantibus? 


Prima       litera  dat  4,  nempe  aaaa  aaa  aa  a 
Secunda  litera  dat  3,  nempe      bbb      bb     b 
Tertia       litera  dat  2,  nempe  cc     c 
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litera  quasvis  enim  tot  imagines  dat,  qnoties  in  primitiva  adest ;  eritque 
imaginum  e  literis  plnries  occurrentibus  hoc  modo  factarmn  omnium 
summa  —4-1-34-2.  Si  porro  combinetur  qua?vis  imago  linese  cuiusvis 
cum  quavis  imagine  cuiusvis  lineas  inferioris  :  orientur  imagines  novas 
numero  4.3  +  4.2  +  3.2;  porro  si  combinentur  singulse  imagines  lineEe 
cuiusvis  ita  cum  singulis  linearum  inferiorum,  ut  in  quavis  nova,  cuius 
pars  e  linearum  aliqua  est,  imago  aliqna  linearum  inferiorum  plurium 
adsit:  fient  novse  imagines  pro  hoc  casu  numero  4.3.2.  Itaque  prodierunt 
hucnsque  imagines  numero 

4+3+2  +(4.3+4.2+3.21+4.3.2— 41 1  +  2+3+2.3+3}  (1+2  +  2 

—  59  pro  hoc  casu, 

Prasterea  literarum,  quse  nonnisi  semel  occurrunt  in  imagine  primi- 
tiva,  compntetur  numerus  combinationum  omnium  ab  uno  incipiendo ; 
et  hic  multiplicetur  per  summam  omnium  imaginum  quse  prodierunt ; 
quia  quEevis  combinationum  dictarum  cum  quavis  imaginum  dictarum 
combinari  potest ;  atque  demum  numero  huic  addatur  numerus  combi- 
nationum  dictanmi,  necnon  summa  omnium  imaginum  superius  crea- 
tarum.  Itaque  quum  (pag.  556)  numerus  combinationum  omnium  sit  23— 1, 
est  totalis  summa  =[2^—  1), 59+59+2^—1  ;  et  tot  sunt  factores  diversi, 
inter  quos  adest  et  ipsum  factum,  sed  unitas  non  annumerata  est,  ex- 
primiturque  idem  etiam  per  (2> —  1)  (' 5 9 -+- 1 ) H- 5 9 . 

5. 7. 

Combinationes  construuntur  ex  elementis  a,  b,  c,  d,  e  sic. 

Nunquam  itur  retro,  sed  semper  antrorsum  proceditur ;  e  quavis 
linea  horizontali  ad  inferius  sequentem,  in  linea  ipsa  autam  semper  ad 
dextram  itur ;  cuivis  imagini  autem  illa  litera  postponitur,  quae  imaginis 
postremam  in  linea  suprema  excipit. 

Prius  construuntur  amho ;  cuivis  elemento  id  est  literse  in  linea 
suprema,  postponendo  quamvis  eo  ordine,  quo  sequuntur ;  donec  ad 
ultimam  deveniatur,  quse  nullam  post  se  habet  et  iam  combinata  cum 
omnibus  anterioribus  est. 
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Dein  construtmtur  terno  ;  cuivis  ambo  postponendo  singulas  supremse 
lineas  literas,  quas  postremam  imaginis  excipiunt,  donec  ad  tale  amho 
deventum  fuerit,  cuius  literam  postremam  nulla  excipit. 

Tiun  quaterno  construuntur,   &,  uti  schema  ostendit. 


ab        ac 

ad 

ae 

bc 

bd 
cd 

be 
de 

abc 

abd 

abe 

acd 

ace 

ade 

bcd 

bce 
bde 
cde 

abcd 

abce 

quaterno 


In  genere  si  omnia  (m—  i)-bo  prodierint,  hgec  combinantur  omnia 
cum  literis  sequentibus,  nempe  litera  semper  illa  postposita,  qiue  post 
postremam  sequitur.  Patet  operatione  semper  antrorsum  procedente, 
cum  quavis  litera  quce  nondum  adest,  fieri  combinationem,  nec  eam  cum 
tali  litera  fieri  quse  iam  adest. 


Combinationes  admissa  variatione  sine  permutatione  fieri  possunt 
ex  n  rebus  in  summa,  connumeratis  unionibus,  binionibus,  &  usque 
ad  m-iones  inclusive,  numero 

(n-h  1).  (»-f-2) . . .  (n-Srtri)  _ 
1 .  2  .  .  .  m 

Fiat  enim  schema  sequens  : 
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RTA, 

Uniones  sive 

Numerus 

elementa       a 

b 

c 

d 

e 

imagirmm 

Biniones     aa 

ab 

ac 

ad 

ae 

5  prseest  a 

bb 

bc 

bd 

be 

4  prteest  h 

cc 

cd 

ce 

3  preeest  c 

dd 

de 
ee 

2  prieest  d 
i  prasest  e 

Terniones  aaa 

aab 

aac 

aad 

aae 

abb 

abc 

abd 

abe 

prjeest  a 

acc 

acd 
add 

ace 
ade 

y^  r 4-2-1-3+4+5 

bbb 

aee 

bbc 

hbd 

bbe 

bcc 

bcd 

bce 

preeest  b 

bdd 

bde 

IV=i+2+3+4 

ccc 

bee 

ccd 
cdd 

cce 
cde 

prteest  c 

111=1+2  +  3 

ddd 

cee 

dde 

prteest  d 

dee 

11=1+2 

eee 

I=i  prteest  e 

563 


Prceponitur  prius  a  cuivis  ipsorum  a,  b,  c,  d,  e,  et  hoc  dat  lineam 
primam  cui  prseest  a  ;  tum  prseponitur  h  cuivis  ipsorum  b,  c,  d,  e,  et 
prodit  linea  sequens,  cui  preeest  b  ;  et  tum  prteponitur  c  cuivis  ipsorum 
c,  d,  e,  proditque  linea  sequens,  cui  prceest  c ;  et  ita  porro  usquequo 
prodeat  ee  ultima  litera  ultimse  praeposita. 

Tum  a,  b,  c,  d,  e  literse  seriei  supremse,  a  prima  incipiendo  inciu- 
sive,  anteponuntur  ordine  singulis  binionibus,  quse  prodierunt ;  a  prima 
binione  incipiendo,  usque  ad  ultiinam  ee  inclusive  ;  nempe  generaliter 
quodvis  elementum  a  primo  incipiendo  inclusive  anteponitur  singulis 
omnibus  [m —  r)-ionibus,  qua?  prodeunt ;   eodem    ordine    quo    prpdierunt, 
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sed  ab  illa  (m — i}-ione  incipiendo,  quas  cum  litera    prasponendas  ; 
incipit,  usque  ad  ultimam   (m — -ij-ionem    inclusive,    et    hoc    pacto    prodi- 
bunt  m-iones. 

ln  binionibus  patet,  quamvis  literam  cum  quavis  combinari,  prasterea 
quamvis  etiam  cum  se  ipsa ;  in  terntonibus  autem  quamvis  literam  poni 
ter,  sed  una  tantum  vice,  et  quamvis  bis  positam  cum  quavis  combinari. 
et  adesse  prgsterea  oinnes  combinationes. 

Atque  in  genere  de  (m — r)-ione  facile  patet  ad  /w-ionem  :  nam  in 
prima  linea  ubi  elementum,  ex.  gr.  a  prius  anteponitur,  est 

a'"-!,   a"'—2b,   a'n-2c,   .   .   . 
postea  sequitur 


exponente  usque  ad  o  decrescente;  nempe  in  eorum  quibus  a  praeest 
Hneis  sequentibus  praspositum  est  am~ 3  omnibus  binionibus,  quas  literas 
post  a  sequentes  habent ;  deinde  sequitur  a"'— 4  cum  omnibus  ternioni- 
bus  literarum  post  a  sequentium,  ct  ita  porro ;  nempe  ut  post  am—f- 
cum  omnibus  (/n —  i)-ionibus,  sequatur  am— t*—'  cum  omnibus  (ju — 2)- 
ionibus  (literarum  post  a  sequentium!  usquequo  exponeus  ipsius  a  fiat 
=  1  ;  tum  vero  sequuntur  omnes  (m —  i)-iones,  prius  illse  quibus  b  prasest 
tum  illse  quibus  c  prasest,  .  .  . 

Idem  de  litera  b  pro  iis  quibus  b  prteest,  et  idem  de  iis  quibus  c 
prasest  &,  valere  inductio  docet :  hinc  autem  ut  ex  (m —  i)-ionibus  pro- 
deant  «z-iones,  modo  dicto  anteponitur  a  a  prima  incipiendo  inclusive 
omnibus,  et  qusevis  sequens  litera  a  primo  eorum  quibus  illa  prasest, 
anteponitur  tam  ipsi  primo,  quam  omnibus  (m  —  l)-ionibus  ttlum  ex- 
cipicntibus  ;  fietque  in  linea  prima  am,  an'—'b,  a"'—'  c,  .  .  .  ;  id  est  primo 
imago  illa,  in  qua  a  occurrit  m-ies,  tum  illse  in  quibus  (m  —  i)-ies  occur- 
rit  a  cum  quavis  literarum  sequentium,  adeoque  cum  omnibus  earum  ; 
dein  a"'~s  cuin  omnibus  binionibus  sequentium,  demum  a'  cum  omnibus 
(m — i)-ionibus  ceterarum.  Itaque  quasvis  m-io,  in  qua  adest  a,  prodibit. 
Idem  de  quavis  alia  litera  vaiet :  ex,  gr.  si  idem  cum  litera  b  suscipia- 
tur,  prodit  quaevis  m-io,  in  qua  a  non  adest ;  quse  antea  iam  prodierant 
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quoque  omnes,  itaque  haud  amplius  regrediendum  sed  antrorsum  eun- 
dum  est. 

Numerus  autem  imaginum  prodit  ita.    Uniones  sunt,    quot  elementa ; 
biniones  sunt 

1  +  2+3-1-4-4-5  ; 

teriuones  sunt  (pag.  5631  : 

I+II+III  +  IV+V, 
id  est 

i+(i+2)+(i+2+3)+(i+2+3+4'.i+(i +2+3+4+5,1 ; 

quaterniones 

I+fI+II)+(I+II+III)+(I+II  +  III+IV)+(I+II+III  +  IV+V), 

et  ita  porro  :  nam  a  porro  praeposkum  omnibus,  gignit  imagines  numero 

i+ii+ni+iv+v, 

b  vero 

IV+III+II+I; 
c  autem 

III+II+I; 
d  tantnin 

II+I, 

ultima  e  autem  unicam  dat;  patetque  esse  series  arithmeticas  a  serie 
1,  2,  3,  4,  5  seraper  ad  uno  altiorem  ordinem  progredientes ;  nempe 
numerus  binionum  quibns  a  prieest  est  5,  quibus  b  prasest  4,  quibus 
c,  3  ^;  numerus  ternionum  quibus  a  prasest  est  V,  quibus  b  est  IV, 
et  ita  porro  :  ita  numerus  quaternionum  quibus  a  prasest,  est 

I+II+III+IV+V; 

quibus  b  est 

I+II+III+IV 

et  ita  porro.  Itaque  si  in  (m  —  i)-ione  dicatur  numerus  eorem,  quibus  a 
prasest,  A,  quibus  b  praeest,  B,  et  ita  porro ;  patet  in  m-ione  esse  nu- 
merum  quibus  a  preeest, 

A-vB^C-A hi, 

numerum  quibus  b  prseest,  esse 
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5  +  C  +  -  +  I, 

et  ita  porro  ;  adeoque  nuinerum  m  ionum  ex  5  elementis  esse  terminum 
quintuin  seriei  arithmeticae  m-\\  ordinis  ;  ita  demum  patet,  cum  ipsi  5 
quivis  numerus  n  substitui  possit,  numerum  qusesitum  esse  «-tum  ter- 
minum  seriei  arithmeticas  ordinis  m-ti,  id  est,  ut  statim  patebit, 

n{n~hj)  (n-i-2)  .  .  .  (n-i~m — 1) 
1.2.3...*» 

Summa  vero  omnium  simul,  unionum,  binionum,  .  .  .  usque  ad  m-iones 
inclusive,  prodit  ita. 

Unionum  numerus  est  n,  binionum 

n  .(n-hi) 


adeoque  unionum  et  binionum  summa 


Et  si  vera  sit  expressio 

(n-h !_).(«-+- 2)  . . .  (}/.-]- i/i  —  i[  _  t 
i    .   2  .  .  .  (m  —  i) 

ab  unionibus  usque  ad  \m  —  n-iones  inclusive  omnes  complectens ;  ad- 
daturque  numerus  m-ionum  nempe 

n  .  (n-j-i) .  (n-\-_) . . .  (n-\-m —  1) 
1.2.3...?« 

priori :  patet  prioris  tam  numeratorem  quam  denominatorem  per  m 
multiplicari  debere,  ut  addi  queant ;  et  tutn  denominator  coinmunis  erit 
1.2  .  .  .  m;  in  numeratoris  duobus  terminis  vero    erit  factor  communis 

(«  +  i).(«+2)  .  .  .  (n-\-m  —  \\ 

et  summa  factorum  sociorum  erit  n-\-m  ;  unde  patet  suminam  quassitam 
esse 
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(jg-Hi).  f»-t-a). .  .(n-hn 
1  .  2  .  .  .  (m- 


('«  -4-1) .  (»-H2) . . .  in-htn)  _     _  im-hi)  (m-h2) 


1   .  2  .  .  .  m 


(2+1)  (2+2) . . ,  (2-4-m)  _  \m-h2)  (m-hi).  m...(2-h2)  (2-4-1)  _ 
1   .  2  .  .  .  m  1.2.  (2+1)  (2-4-2)  .  .  .  m 

_  (»z-4-2)  (m-Hl) 
1.2 

Quod    vero    terminus    w-tns    seriei    arithmeticae    (seriei    1,    2,    3, 
superstructffi)  ordinis  m-ti  sit 


patet  sic. 


i(n -4-1)  (»+a)  ■  ■ .  {n-hm — 1 ) 
I  .  2  .  3  .  .  .  m 


I 

2 

3 

4 

5 

0         7 

' 

I 

• 

2 

I 

1 

3 

3 

■ 

1 

4 

6 

4 

1 

1 

S 

10 

10 

5 

1 

| 

■ 

6          15     |    20    :     15 

6    |     ,     | 

I 

7    j   '•    1   35    |    35    |   «i    |    7    |     I 

Scribantur  1,  2,  3,  .  .  .  ab  1  incipiendo  verticaliter  deorsum,  et  post 
quemvis  n  scribantur  in  lineam  horizontalem  coefficientes  binomii  ad  n 
elevati,  a  primo  nempe  1  incipiendo  :  erit  (pag.  156)  quivis,  summa  numeri 
in  eadem  columna  verticali  proxime  superioris  et  hunc  horizontaliter 
proxime  prsecedentis.  Atque  si  secundaa  columnse  verticali  superscriba- 
tur  1,  et  cuivis  columnse  verticali  sequenti  superscribatur  uno  maior  in 
linea  horizontali  suprema  :  fiet  quasvis  columna  verticalis,  cui  numerus 
m  superscriptus  erit,  series  arithmetica  ordinis  ;«-ti,  in  linea  horizontali 
post  m,    cum    1    mcipiens.    Nam    in    columna,    cui    2    superscribitur,    est 
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1=0+1,  nempe  supra  i  stat  o,  et  antea  i  est,  porro  3—1+2,  nempe 
supra  i  stat  i,  et  przecedens  est  2;  sed  idem  3  est  —  seriei  verticalis 
praicedentis  terminis  1,2  ;  porro  6=  illi  3  qnod  supra  6  est  (quod  summje 
terminorum  1,  2  columnie  prascedentis  erat),  addito  praecedenti  3;  itaque 
terminus  tertius  columnie  2,  nempe  6=  terminis  1,  2,  3  column;e  pras- 
cedentis  tribus  prioribus.  Si  vero  hoc  usque  ad  (u-tum  terminum  deor- 
sum  eundo  valeat,  valebit  de  (,u-t-i)-to  quoque;  nam  (/i-i-i)-tus  erit  ,u-to 

cum  prascedenti  aequalis  ;    sed  ^«-tus— H-2-H3-I htt,  preecedens  autem 

est  /u-\-i. 

Et  pariter  e  quavis  columna  verticali  v-ta  formatur  sequens.  Nam 
quEevis  cum  1  incipit,  nempe  quievis  linea  horizontalis  semper  uno  ter- 
mino  ulterius  terminatur  in  ultimo  coefficiente  binomiali  (nempe  1);  atque 
sub  1  columnse  dicta?  v  cadit  coefficiens  penultimus  binomii  ad  7M-1 
elevati,  adeoque  numerus  jM-i,  quia  is  secundo  coefficienti  Eequalis  est 
:pag.  157');  ita  sub  1  columnas  sequentis  cui  v-\~i  suprascribitur,  cadit 
>'-\-2  ;  est  igitur  secundus  terminus  huius  columnse  —  suprastanti  cum 
prsecedenti  7H-I,  atque  simul  sequalis  summse  duorum  terminorum  co- 
lumnse  praecedentis  v  est.  Unde  item  si  usque  ad  ,u-tum  columnae  7M-1 
terminum,  quivis  summa  terminorum  numero  fi  columnse  praecedentis 
fuerit,  idem  de  ((w-t-i)-to  quoque  valere  ut  prius  patet. 

Est  vero  cuiusvis  colunmae,  cui  m  superscribitur,  terminus  »-tus,  in 
linea  horizontali  post  numerum  [n-hrn —  1)  terminus  a  primo  1  inclusive 
(w-t-i)-tiis.  Est  igitur  binomii  ad  n-\-m —  1  elevati  coefficiens  m-tus,  si 
primus  1   haud  numeretur.  Eritque 

\n-\-m  —  \)  (n-\-m—2)  .  .  .  (n-\-m — m)  __  n[n-\-i)  .  .  .  (n-\-m — 1< 
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RATIO    REGULARUM    IN   TABULIS    TRIGONOMETRICIS    LOGARITHMICISQUE 
DATARUM. 

T.  Denotetur  sinus  arcus  non  quoad  longitudinem  sed  quoad  gradus 
expressi,  si  radius  1  sit,  per  sin.,  si  radius  tabularis  r  =  i  cnm  10  cifris 
sit,  per  Sin.,  pariterque  cos.  a,  Cos.  a  distinguantur.  Sitque  a  arcus  sive 
o  sive  alius  positivus  quadrante  minor,  et  5  denotet  ro".  Levi  computo 
patet,  pro  s—  -,     et  radio   1,  esse  £>20  000. 

II.  Cuiusvis  arcns  sinum  cosinumque,  adeoque  quamvis  functionem 
trigonometricam  pro  radio  1,  per  series  (pag.  196)  terminis  sufficientibus 
sufficienter  evolutis,  quantumvis  exiguo  errore  computari  posse  patet ; 
atque 

r  sin.  a  —  Sin.  a. 

III.  Crescente  a  decrescit  sin.(a  -\-s) — sin.a. 
Est  enim 

sin.  (a-+-s}  =  sin.  a  cos.  s  +  cos.«sin.  s  ; 

unde  subtrahendo  sin.  a  fit 

sin.  a  (cos.  .s  —  1)  -f-  cos.  a  sin.  4\ 

Estautem  cos.  s<t\,  adeoque  sin.a  (cos.  s  —  ijnegativum  est,  decreseit- 
que  crescente  a;  nam  sin.a  crescit  manente  factore  altero.  Alter  ter- 
minus,  nempe  cos.  a  sin.s,  positivus  est  et  decrescit  crescente  a ;  unde 
patet.  Atque  per  r  multiplicando  idem  pro  radio  tabulari  liquet. 

IV.  Incrementa  ipsius  Sin.  a  (qnantumvis  sit  a)  incrementis  ipsius  a 
ipsum  s  haud  excedentibus  proportionalia  sunt  cum  errore  minore 
quatn  i3. 
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Sit  enim  k>-i  ;  erit  fper  prascedentiai 

Sin.  (a-\-s)  —  Sin.  a  —  Sin.  a  (cos.  *■ —  i)  -l-  Cos.  a  sin.  s, 

quod  dicatur  q  ;  et 

Sin.  {a  -+---.-)  — Sin.i?  —  Sin.«(cos.  ■— — i)-hCos.  asin.- 

quod  sit  /. 
Est  autem 


Itaqi 


ue  nonnisi  m 


Q 

—  n  :  i  =  o  :  -*-  • 
y     n 


inquirendnm  est. 
Est 


q  —  nf—  Sin. a (cos.  s  —  i—n  cos.  —  +  n) ■+■  Cos. # (sin. ^  —  ;/ sin.  — ). 
Est  (pag.   196) 

s* 


cos.  s  — 

1  = 

2    +    2.3.4            2.3 

.7.6    +"■ 

n  —  n  cos. 

5 

n 

S2                       ,?'                                   .9 

2«            2.3 . 4K3             2 . 3 . 

.  .  6«s 

quorum  summa 

Pariter 

J«(l  —  «)             J+(»'—  l) 
2«                  2.3, 4»3 

s''  (1  —  «5) 
2.3...  bn- 

sin.s  —  n  sin.  - 

.  js(i  —  »•)         s»(n*— 1) 
2.3/r            2.3...  5«+ 

s7(i  —  n6) 
2.3...  7//" 

Statim  patebit,  in  utroque  terminum  primum  excedere  summam 
totam  ;  atque  hinc  etsi  pro  Sin.  a,  Cos.  a  radius  r  poneretur  (quod 
nonnisi  pro  solo  Cos.  a,  dum  a  =0,  fieri  potest)  iieret  series  prior 
<\—p-,  et  posterior  <^-ttt-  Unde  calculo  inito  patet. 

Nempe  terminus  quivis  maior  sequente  est.  Nam  qnilibet  duo  pro- 
ximi  exprimuntur  per 

st(nt-i  —1)  st+2(ne+l  —  l) 

2.3,..tnf~  '  2  .3.. .  (/  -\-2)nt+l  ' 
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si  et  negativi  positive  accipiantur.  Fietque  utrinque  nmltiplicando 

{t-hi)[t-*-2)k>{niJrl—  n2)     et    n"+'—i. 

Designetur  factor  ipsius  »*+> —  n7  per  a;  erit 

«(«*+>  —  «*)>«*+'  — I. 
Est  enim  pro  ^  —  3 

»*+'—! 

w>  «*+*  —  »2  ' 
Nam  sit 

erit 

■"     -'     =   *±S.<3| 


»4  —  jia  14- 

«  vero  >  2,  Pro  /—2  autem  erit 

«  =  3  •  4**. 

et  pro 

«  =  1+ ;,, 
#3  —  1  « 


M3  ^2  «  I  «3  #2 

Nam  ut  sit 

_      n       ___    n-/, 
n  —  1  X      ' 

esse  debet 


Si  vero  /.  maius  fiat,  - — j—  minus  fiet ;  nam  si  d>c,  est  (pro  d,  c,  1 

positivis) 

d-\-e     -  d_ 
c-i-e         c 

Si  autem  de  quopiam  t  valet,  valet  et  de  sequente  :  nam  si 

a(«'+'  —  ^3) 


per 

1    t+\ 
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multiplicetur,  prodibit  a  pro  t  unitate  aucto,  eritque  per  /2>l  etiam 
prius  «  intelligendo 

afi(ni+I  —  n*)>n/+1—  i. 

Si  iam  «*+*  utrinque  per  »  multiplicetur,  fiet 

aj3(ni+1 —  n2)-haftn*+s(n  — i),     et      nt+i  — i-\-nt+1(n  — i) ; 

patetque  prius  posteriore  maius  esse,  quum  ex  hypothesi  sit 

a$(nt+1  —  nt)>ni+1  —  r,     et     a0>i. 

5;'  7Jgro  signa  tcrininorum  n/tcrncut,  ct  qtti/ibct  maius  sequente 
sit :  terminus  primus  totam  summam  superat,  quod  per  lineam 
intuitui  cxhiberi  potest. 

.,       a     b     c     d    e       , 

Z       £    <FT   &— b 

Sint  termini  tales,  linex  llb,  b£,  <£b,  &(£,  (£f,  .  .  .  ,  moveatur  nempe 
punctuni  ex  21  ad  dextram  usque  b,  et  inde  ad  Igevam  usque  in  (E,  inde  ad 
dextram  usque  in  o,  £5" ;  nimirum  litera  magna  a  sequente  minuscula 
excepta,  denotet  viam  ad  dextram,  minuscula  a  magna  excepta  viam  ad 
leevain.  Erit  summa 

2tt  — b£-H£b-b€-i-«f = 

=  (a-\-b-\-c-hd-\-e)  —{e-b-  d -\- c -i- b) -+- (b 4- c -+- d)  —  (d -\- c)  ~\- b -\-  ■■■ 
=  a-\-b~\~c-\ 

patetque  quamvis  ulteriorem  magnam  literam  ulterius  ad  dextram,  et 
quamvis  ulteriorem  parvam  ulterius  ad  laevam,  limitemque  inter  litera- 
rum  magnarum  ab  21  ad  dextram  progredientium  seriem,  et  seriein  par- 
varum  a  b  ad  laevam  progredientem  cadere. 

Hinc  et  seriem  utramque  negativam  esse,  et  -*  —f  pro  valore  dicto 
ipsius  n  minus  negativum  ipso  — 13  esse  patet, 
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V.  Cur  in  iabulis  pro  arcubus  maioribus  incremcnta  logarithmo- 
rum  sint,  uti  arcus  incrementa  (intra  certos  fiiies),  patct  sic : 

Incrementa  logcwithini  ipag.  517 — 8)  pro  eotiem  incrcmeuto  numbrico 
q  decrescunt  crescente  p. 

Nam  incrementum  logarithmicum  semper  est    <]     ,^   -  ',  quia  quili- 

bet  terminus  ibidem    est    maius    summa    sequentium ;    nempe    (pag.    187) 

post summa  sequentiuin  est  < -- w -r- .  et  reductis  ad  deno- 

1  u  M  (,«  -+-  2){i  —  u2) 

minatorem  eundem,  ac  per  u"   divisis  fit 


si  u-  non  ~>\\  nam  »<i,  adeoque  et  membrum  ad  lsevam  positivum 
est,  additoque    positivo  gequali  et  utrinque  dividendo  iit    -L—. — ^_  .      ad 

lsevam,  et  u2  ad  dextram  ;  atque  manifesto  pro  u2  non  >— ,  membrum 
lasvum  maius  dextro  est. 

Denotetur  ioooooper  b,  atque  pro  a  non  <]ir'9',  Sin.  a  dicatur/5; 
erit 

pb  >  200  000  000  ; 

et  incrementum  ipsius  Sin. «  pro  incremento    s   ipsius    a    sit  q\    est  hoc 
pro  a  =  o  quoque  <  5,  postea  decrescens  crescente  a  (pag.  569).    Exce- 


log.(/S  +  -2-) 

dicatur  Z.,  erit  (pag.  517J 


log.  (Pb  +  -q-  +13)  =  /- 


2(/S+|)-hi3 


ubi  differentiam  perexiguam  esse  lcvi  computo  liqnet. 

Itaque  si  pro  pb-V-f  accipiatur   pb -v-   '-,    et    incrementis   logarithmi- 
n  .  .  q 

cis  ipsius  pb  illis,  quae  respondent   incrementis    numcncis  q.  et    -'-    non- 

nisi    termini    primi  considerentur  (iuxta  pag.  517)  incrementum    logarith- 
micum  ipsius  pb  pro  incremento  numerico  q  ipsius  pb  erit 
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2£ 

2pb  -+■  q  ' 
quod  per  n  divisum 


n\2pb  -+-(/)  ' 
pro  incremento  numerico  -^—  autem  erit 

?£ - 

n  \2pb^q  :  n)  ' 

j-a-        *■  2<l  4.      ^  q*{n—i)  , 

ciuus  diiiercntia  a      — r-rz*— r~ "\"     est     *^     o„za?/,?  " ' 

«  (2^0  -H  y)  2W-pz0l 

quod    per    modulum    systematis    multiplicatuin    ultra   bis    minor    fiet,  ad- 

eoque  fiet 

q*{n  —  i) 

Erat  »>i;  sit  «  —  -^    (pro  integris  J/,  m) ;  facile  patet  esse 
/z  —  i  __    it/m  —  m! 

atque  (pag.  345)  maximum  eius  valorem  fieri  pro  m—  —-,  nempe  pro 
n  =  2  esse  -r.    Est  vero  pro  isto  valore  quoque  differentia  dicta 

<      25 

quod  ipsa  ^  e  tabulis  eximendo  computari  potest.  Iam  pro  fl— i°9'  est 
^>2000,  adeoque  differentia  <i  diviso  per  1  cum  16  cifris ;  pro  aliis 
valoribus  ipsius  n,  quam  valoribus  ipsius  a  autem  maioribus  adhuc 
minor  fit. 

Eodem  modo  patet,  etiamsi  s  unum   minutuin  enotet,  atque  a  exce- 
dat  6°i9',  errorem  exiguum  esse. 
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VI.  In  pluribus  tabulis  usque  f  id  arcus  per  10"  crescunt,  et  in 
prima  columna  ad  laevam  arcus  in  secundis  expressus  est. 

Nam  si  N  sit  multiplum  decadis  secundorum,  et  v  sit  <ro,  fex.  gr. 
pro  N-\-v  =  2ob  est  N=200  et  v  =  6),  erit  cnm  errore  exiguo 

N:  N-h  v  =  sin.  N"  :  sin.  (N+  v)"  ; 
adeoque 

log.  sin.  {N-h  v)"  —  log.  sin.  N"  -h  log.  (N~h  v)  —  log.  AT. 
Namque 

Sin.  N"  :  Sin.  (N-h  v)"=  sin.  N"  :  sin.  (N-h  v)", 
essetque 

N:  N+  v  =  sin.  N"  :  sin.  N".   N^  V  ■ 


Itaque  nonnisi  in 

sin.  N". 

N+v       sm.(N+v)" 

inqiiirendum  est. 

Erat  pro  radio   i, 

„_         I 

~~  lok 

adeoque 

IO£   ' 

atque  (ut  supra) 

N-hv    .       N 
"  W      S1D'  ioi  " 

iV-J-7 

io^ 

N'(N+v) 
2.3(10*)' 

iV<(iVH-») 
2.  3...  J(I0/S 

Ita 

■    n+v  _ 

N+v 
ioi 

(iV-t-»)3 

2.3(loi)S   + 

(iV+  i>)s 

lok     — 

2. 3...  5(10*)' 

Et  differentia  est 

_  (N+v)((N-hvY-N*)         (N-hv)(N*-(ltf+vY) 
2 . 3  (lokf  2 . 3 ...  5  (iok)5 

Formetur  hinc  series    nova ;    nimirum    reddantur    positivi    etiam    ter- 
niini  negativi,  et  tum  pro  termino  secundo  ponatur 

(N-\-vf 

2.3.". .$(\6ky  ' 

ct  ab  hoc  ipso  incipiendo  niultiplicetur  quivis  per 
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(N-h  v)* 

h.7(iokf  ' 
nt  fiat  series  sequens : 

(N+  v)s-  ( N-h  v)  N2  (N-h  vf  ( N-h  vf 

2 .^iiokf  2.3..,  %{\okf         2.3..  .7110X;)7 

ubi  terminus  primus  primo  aequalis,  sed  quilibet  t-tus  maior  t-to  prioris 
est.  Fietque  summa  buius  seriei  (propter  exponentem  <  1) 

__   {N-hvf—  N*(N+v)  ■  7(N-hv)5 


.  3  iiokf  "4".  5  (io*)J  (6 . 7  (ioA)"—  (7V+  » )s) 

quod  et  pro  maximo  valore  ipsius  N  calculo  inito  perexiguum  esse  pa- 
tebit,  etsi  per  r  multiplicetur,  ut  differentia  pro  radio    tabulari   prodeat. 

VII.  Si  arcus  ^—  o,  tum  sinus  quoque  -■— o,  et  logaritbmus  sinus 
—  — 00  (pag.  188);  sed  tum  alioquin  etiam  numeri  sinus  arcuum  adeo 
exiguorum  exprimentes  minores  sunt,  adeoque  Iogarithmi  magis  differunt, 
quam  proportio  supra  dicta  valeat. 

VIII.  Potest  logarithmus  cuiusvis  quantitatis  immediate  per  seriem 
[pag.  178}  in  quotvis  notis  decimalibus  computari,  sufficientibus  terminis 
sufficienter  evolutis.  Si  vero  logaxithmus  unus  reperiatur,  per  formulam 
:PaS'  5'  7)  semper  ulterius  progredi  licet ;  et  si  p^>iooooo  et  log.  p  e 
tabulis  datus  sit,  nonnisi  6  termini  satis  evolvendi  erunt,  ut  logarithmus 
in  notis  59  prodeat  ;  nam  iipT  in  denominatore  ad  minimum  erit 
2".  10"  5,  et  2TT    constat  ex  4  notis. 

E  logarithmo  numerus  pariter  absque  tabulis  quoque  per  seriem 
;'pag.  187)  prodit.  Si  b  ut  logarithmus  naturalis  respondeat  numero  1/,  erit 

N=  et>  =  1  +  b  +   *-  +  ■  ■  ■ 

Si  vero  /?  sit  log.  N'  qnoad  basim    10,  sitque  ec  =  io,  erit 


N'=l-hcp~ 


Cj3* 
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sive  si  modulus  ,w  dicatur,  erit  (pag.  163) 


log.  nat.  10  ' 


Sed  ope  tabularum,  in  quibus  logarithmi  in  pluribus  notis  computati 
exstant,  prsestatur  idem  facilius  per  differentias  primas  secundasque. 

Sit  series  quaecunque  {U)0,  {U)l}  {U)s,  ...  (primitiva  dicta), 

series  differentiarum  primarum      [D)0,  {D\,  [D)3,    ■  ■■ 

«  «  secundarum  {D\,  (/>*), ,  [D*)3,  ... 

«  «  tertiarum       [D3)a,  (I)3),,  [D%,  ... 

Nempe  cuiusvis  lineas  (excepta  suprema}  terminus  quivis  t  denotet 
differentiam  termini  T  in  linea  proxima  superiore  supra  stantis,  a  ter- 
mino    T'  ad  dextram  horizontaliter  sequente ;  sit  ex.  gr. 

Unde  etiam    7"—  T~\~  t ;  nempe  quivis   terminus    est    summa    prasce- 
dentis  et  hnnc  verticaliter  deorsum  excipientis. 
Erit  terminus  w-tus  seriei  primitivae 

(£/),  +  „(/))„+  "(«-'1(^4-  "(«-■)("-")  (/?)„+... 

ubi  coefficientes  binomiales  esse  patet.  Pro  valoribus  2,  3  ipsius  n  enim 
ab  inductione  patet ;  nam 

( U"h  =  ( U),  +  (D),  =  ( U),  +  (D),  +  (D),  +  (D\  =  (U),+  2(D),  +  (/>')„ 
ita 

(U),  =  ( U),  +  (/)),  =  ( U),  +  2(D),  +  (D\  +  (D),  +  2  {D%  +  (D\ 

=  (U),  +  3(D),  +  2,(D'),  +  (D'),. 

Si  vero  de  n  —  i  valet,  vaiet  de  n  quoque.  Erit  enim 
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=(£?).+(»_!)  ioi + (»-''  (*+2> (/?■).+. . ■+  (— )- (»—") m+- 

\     /0      v         /    .    /0  2  \     /o  1  .  2  . . .  w/       *       ° 

+  {_3)0+{«-i)   (_yjn+(l,-IM»-8){zyjl,  +  ...+ 

l«-i)...(«-(w--i))(J-) 

quia  si  supreina  deleta  sequens  pro  primitiva  reputetur,  idem  valebit. 
Patet  autem  coefficientium  ipsius  (D")0  summam  esse 

«  (« — 1)  .  .  .  (n —  (m  — 1)) 
1  .  2  .  .  .  m  ' 

nempe  idem,  quod  formula  pro  (U)„  dat.  Fiertt  autem  termini  omnes  o 
ab  (»-hl)-to  incipiendo,  primo  haud    annumerato ;  quia  tum  factor  n—n 
ubique  manebit. 
Sit  iam  series 

(U)„,  («)„  («), 

cuius  terminus  »-tus  sit 

{U)+-n-(D)  +ni"-^>im  +  ____-?=-_  <m+... 

ubi    «1    integrum  constantem,    «    autem    numerum    termini,    primo    haud 
annumerato,  denotent.  Erunt  termini  seqnentes 

,  ,      ,-T,          1     ,  — ,»            1        1 — m  ,  — ,„            1         1 — «z     1 — 2m  , -,„ 
(«)—(_/)+  — -(_5)„  + -  -• (D \-\ (D%-_-~ 

l     /1         \         /0  ™      V        /o  t        ™  »w  \         /o  o      2»w  *»  ™  \         /o 


2 . 3?«        m 


(«),--(_7)<l+-a-(_3)0H 2——  —  (D\-\--~-- 


/m       /«2 — ;«  /m — 2w  ,  -.,, 

h mn  _i — 

2 . 3»/        wz  m       y     '" 

-(t7).+<(Z,)o+i(t_).(^+yea')_|=_m+... 
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nempe  seriei 

(U)„  («)„  («), 

terminus  tm-tus  est  seriei 

m,  ((/)„  (u)„ . . . 

terminus  Mus ;  dicitur  terminus  w-tus  seriei  prioris  posterioris  — -tus ; 
patetque  w-tum  prioris  prodire,  si  in  termino  generali  posterioris  pro  « 
ponatur  —  ;  et  quum  a  quovis  termino  posterioris  usque  ad  sequentem 
numero  m — i  novi  termini  sint,  dicuntur  hi  interpoiati,  et  terminus  gene- 
ralis  dictus  est  formula  n-\\  interpolati ;  cuius  frequens  applicatio  fit. 

Facile  autem  ex  hoc  regularum,  quas  tam  pro  logarithmo  in  pluribus 
notis,  aut  conversim  nuraero  accuratius,  quara  functionum  trigonometri- 
carum  logarithmis,  aut  conversim  ipsis  functionibus  reperiundis,  in  tabu- 
lis  maioribus,  ubi  omnia  pluribus  notis  expressa  exstant,  datarum 
ratio  intelligitur.  Nempe  ubi  logarithmus  nonnisi  7  notis  decimalibus 
exprimitur,  differentiee  secunda.  simulac  numerus  (pag.  518.}  -Vpercomma 
resectus  prope   10  000  est,  fierent  zero. 

Scholion   1.  Si 

\p\  +  ((J)l  +  ---  +  {(J),l_s 
dew/tetur  per  {S)v  erit 

(S)=n(Ul  +  ^n-^(n)a+n-lSr^=^(D\+-.- 

Est  enim 

(S)„  =  (Sl_,  +  (U),_,; 

itaque    si    de    (<S)„_,    valeat,    substituendo    valorem    ipsius   [U)H^  patet    u 
ante.  Valet  autem  ab  inductione  pro  valoribus  2,  3  ipsius  n. 
Si  iam  pro  serie 

(U)„  («).,  («)„  . . . 

eeedem  denotationes  fiant,  nonnisi  d  pro  D  et  s  pro  5  ponendo  :  mani- 
festo  erit 

(«)„  =  ( U)a  -*-  n [d)a  +  .n(*—1)  {tf)a 4- . . . 

=  {U)0-*-~  (-0)«  +  —  ■*=^{Er\+  —  \ 
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atque 

w. = ,  (ca+^^(^+ -'-"-'» {;-2]  (-a+-  ■ 

Scholion  2.  Est  quoque  series  dicta  quasvis  series  arithmetica  or- 
dinis  /J.-ti,  si  series  differentiarum  ,u-ta  sit,  terminis  sequalibus  gaudens  ; 
ubi  vero  hoc  cum  errore  exiguo  fuerit,  pro  tali  in  tantum  reputari  po- 
terit.  Atque  hinc 

Scholion  3.  Rxempla   quaedam. 

I.  Sit  quaerendus  ex,  gr.  log.  143  957  432  ;  et  143  957  dicatur  N 
(pag.  519),  et  0,432  sit  f  subeatque  vicem  ipsius  (n:m)  pag.  578;  sitque 

(c7)0  =  log.  143  957,     et    (£/),  =  log.  143  958  ; 

atque  adsint  logarithmi  ipsorum  N,  W-Hl,  N-b-  2,  N-h$  in  pluribus 
notis  decimalibus,  et  adsint  [D)0)  (D2)n,  {D%.  Prodibit,  terminis  inter 
log.  N  et  log.  (jV-I-i)  quasi  numero  ot— 1=999  interpolatis  [U)0,  432 
per  formulam ;  neinpe  n  —  432,  et  m  =  1000.  Siquidem  libuerit,  ad 
(D)c  vel  (Z?3)0  subsistere  licebit,  nisi  maior  accuratio  desideretur.  Notan- 
dnmqne  est,  differentiam,  ubi  negativa  est,  ita  uti  est,  accipiendam  esse. 
Si  autem  pro  N+-f  prodierit,  facile  (ut  pag.  519)  pro  numero  dato,  mu- 
tata  characteristica  liquet. 

II.  Converti  etiam  potest.  Sit  numerus  ex.  gr.  ipsi  1  023  578,  omissa 
characteristica,  soli  mantissEe  respondens  quaerendus,  Sit 

10235=  102357;=  Qv- 
Numeri  ipsis 

Q",  (G+i)o,  0+a)»,  (Q  +  3)" 
respondentes  sint 

N,  N',  N"; 

adsintque  hi  in  pluribus    notis,    simul    cum    horum    differentiis   numericis 

(D)„  (D'U  (D\. 
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Erit  mantissa  data 

=  10235^  +  0782/, 
Itaque  si  ponatur 

(U)0=N,     et     ({/),  =  &, 

terminis  inter  (U)a  et  (U),  quasi  interpolatis,  78-tus  per    formulam  pro- 
dibit. 

III.  Sit  p  multiplum  decadis  secundorum,  et  v  numerus  secundorum 
ipso   10"  minor  et 

log.  sm.p  =  (U)oi  log.  sin.  (p-\-v)  —  ( U\  . 

Interpolatis    quasi    9    terminis,    prodit   #-tus    per   formulam,    si    adfuerint 
in  tabulis  (D)B,  (D\,  .  .  . 
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L. 

CRITERIA   CONVERGENTI^E  SERIERUM, 

I.  Criterium  convergentiae  nec 

n  Un  "—■  o, 
neque  ab  Auctore  celebri  allatum  (pag.   177) 

Un  .  Un  +  j 
Un-Un+!    '^° 

generale  est ;  nam  series,  cuius  terminus  generalis  i:nlog.n  est,  contra 
utrumque  divergit,  ut  infra  patebit. 

II.  Generale  est  a  Maclaurino  datum  ;  nempe  si  pro  n~l-+-x,  et 
termino  K-to  eequali  y,  area  curvas  pro  x  tendenti  ad  infinitum  limite 
finito  gaudet,  convergit  series,  si  vero  area  tendit  ad  infinitum,  divergit ; 
nimirum  si  termini  rectangulis  exprimantur,  quorum  bases  smt  unitates 
ab  x  =  o  se  invicem  excipientes,  altitudines  autem  ordinatee  ad  initia 
unitatum  fuerint,  summa  seriei  est  maior  quam  area,  sed  excessus  ter- 
mino  primo  minor  est,  adeoque  quaestio  ad  jyx  reducitur. 

III.  Errat  autem  ex  hoc  fonte  derivando  pronuntiens  Montucla,  quod 
si    a,    b,    c   generaliter  tres  terminos  se  invicem  excipientes  denotent  et 


fuerit,  converget  series,  si  non,  diverget. 
Nam  tum  pro  a,  b,  c  scribendo 
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fiet 

fij"—  fij'    (0)"--  &')  CJfiV     . 

gj'—  cj  (&>' —  <a)  cjfij'    ^    ' 

itaque 

1    (<y"—  w')  tW_  k^   1 
6)    (gj' —  cj)  fiiV  ^  cj" 
idest 

fl(*-c)>c. 
a  — b    ^ 

Atque  si  termmus  generalis  fuerit 


n — 1        n  —  2  n — (n  —  i)' 

2  22  2"_I 

et  tres  termini  se  invicem  excipientes  habeant  denominatores 


atque  posterius  excedit  termino  ultimo  ipsum  <y' — <y,  quamvis  series 
divergat.  Namque  incrementum  denominatoris  est  <  I  et  decrescit, 
quamvis  si  constans  1  esset  quoque,  uti  pro  termino  generali  — ,  divergat, 

IV.  Si  terminus  generalis  ad  — j  reducatur :  pro  h  —  o  fit  ter- 
minus  generalis  —  et  si  h  negativum  fuerit  adhuc  magis  diverget  series ; 
si  vero  h-*—o,  tum  nh  aut  tendit  ad  infinitum  aut  non ;  in  casu  poste- 
riore  divergit  series,  nam  si  convergit  tum  nUn  '~~  o;  quxstio  igi- 
tur  de  altero  casu  erit.  At  sit  prius  h>b,  constantem  positivum  deno- 
tante  b  :  tum  convergit  series. 
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Nam  sit 

n  ~\~\-x 
et 

et  area  sit  A(x) ;  differentiale  est 
yx  —  (l-: 


~(»+*U 


cuius  integrale 

B(x)  —  —  j-(i-\-x)    °, 

itaque 

A  (x)  —  Aip)  =  B(x)  —  B[o) 
et  quia  A(o)  =  o,  fit 

* .   1 j 1 

^W—  b        t>(i-hx)6' 
quod-^-^-,  si  s:--— 00. 

Abscissa  in  ordinata  ad  initium  ipsius  x  accipi  potest,  si  a  fine  deor- 
sum  moti  puncti  via  u  dicatur,  quo  pacto 

y  =  1 — 11, 

et  ordinata  e  fine  ipsius  u  usque  ad  curvam  est 

x  —  (i  —  u)~~+~  —1; 

nam  ad  finem  huius  x  erat 

y  —  (i~i-x)~i's+0)  —  I  —  u; 
itaque 

i-i-x—(i—u)~  1+*,  et  x=(i—  u)~  1+6  —  1. 
Sit  ^4(«)  area  ;  differentiale  est 

#«  =  (1 —  7/)      i+^  «  —  /i, 


cuius  integrale 
Itaque 


A(u)  —  A(o)  =  B(u)-B(o)t 


/Goosle 


SECTIO 

QUARTA. 

et  cura  A 

(o)  = 

0, 

Et 

A 

(«)  = 

-^ 

-^ 

quod 

pro 

«— I 

fit 

I 
6 

,    Ut 

antea, 

,=s? 


V.  Prouti  vero  convergit  vel  divergit  series,  cuius  terminus  genera- 
lis  est    -  — ,  pro  eodem  a  simul  convergit  vel  divergit  series,  euius  ter- 

minus  generalis  est    — I—  vel  — -—  aut  generaliter  — —  pro 

nl  nl  /3  nl  /,  . . .  l\ 

/:=log.«,  ac  /[=log./     et     //  —  log. //— , 

atque  pro  h  non  <J  1. 

Nam  sit,  logarithmos  perlnde  quoad  basim  ro  intelligendo,  et  /  loga- 
rithmum  numeri  prsecedentis  denotante, 


10  la  1 1  (a 

100  r  101  / 

+— S +— S+- 

1000/    1001/ 

Numerus  terminorum  a  primo  usque  ad  illum,  ubi  ioo,  est  90,  et  inde 
usque  1000  est  900,  et  ita  porro  ;  sitque  priorum  summa  a,  sequentium  /?, 
et  ita  porro  ;  atque  ubivis  multiplicetur  primus,  utpote  quovis  sequen- 
tium  maior,  per  numerum  terminorum  ;  fiet 

S         90>«, 

l~a      9°°  >  # 


9(i+-2V  +  ^+--)>«  +  (J+r+' 
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Si  igitur  seiies  inclusa  convergit,  convergit  et  proposita.  Si  vero  pro 
iprmo  ubique  ultimus,  utpote  quovis    priorum    minor,  multiplicetur :  fiet 

90        ,        900_ 
IOO.  2a  IOOO.  2>a 

id  est 

10  \  2a  3«  /  r 

Si  igitur  series  inclusa  divergit,  et  proposita  divergit. 
Atque  si 


dicatur  A,  et 


Ct+Jh—ii-,      (c,+.-+-i)",-5-,      «_+,+>)".•••$-, 

dicatur  B ;  prouti  A  convergit  aut  divergit,  B  quoque  converget  vel 
diverget.  Nempe  Co  denotet  tantum  quam  o,  et  Cm  tantum  quam 
1  postscriptis  Cm~  1  cifris :  quo  pacto  C\  est  asquale  1,  C\  aequale  1 
cum  C\  [idest  1]  cifra,  C3  sequale  1  cum  C_  [idest  10]  cifris  et  ita 
porro.  Patet  esse 

Cj,-\-i  =  loPp      adeoque      Cp=\og.  Cp+i  ■ 

Assertum  patet  sic.  In  serie  B  ipsi  Cp+i  semper  1  addendo,  aliquando 
prodit 

Qs+i.io,     tum     Q+1.100,     dein     Qs+i.IOOO,     S£. 

Est  vero  numerus  terminorum  a  primo  usque    C^+1.10 

C/,+j .  10  —  Cp  fi , 
inde  usque    Q+1.100 

Qs+j .  100  —  Cp+\ .  10, 

et  ita  porro.  Multiplicetur  et  hic  prius  ubique  primns  per  numerum  ter- 
minorum,    sitque  terminorum    priorum    summa  k,  sequentium  k'  Etf. ;  fiet 
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c_+,.io-c_+i_        id  est        2 >/6 

ct+,u,...ft_,  c//,. ../£__ 

nempe  post   C/+ 1  sequitur   6/  in  denominatore  ;  porro 

Q»+,.ioo-Q+,.jo       id  est      9 ^ 

(c^+1.  io)  //,.../;_,  (c^+ij/  /.  .../;_2 

nempe    log.  (C/i+i .  io)  =  I-H  Cp  ,    _? ;  quo  continuato  fiet 

q[ - 1 ' 1 1  >  k  -+-  k'-\-  ■  ■ 

V/  /,.../;_,     (c>-hi)  //..../;_,      j 

Si  igitur  inclusa  series  A  converget,  converget  et  B. 
Si  vero  in    B   ubique  ultimus    muitiplicetur   per    numerum    termino- 
rum,  fiet 

_____■<___    id  est 9 —  <i, 

(Cp+,.io)l  !,...§_,  10(^+1)/ /,...$__ 

nempe   C_s-M  est  log.  (C_s+i.io);  pariter 

_______'  •  IO_    id  est    2 <£ 

(C_j+,.ioo)/  /,...$_.  io(C__.  2)/ /_.../£__ 

nempe    Cfi-\-  2  =  log,  (    _+[ .  ioo) ;  quo  continuato  fit 

__/ ! 1 : _l_...\<_  +  /.'.+  ... 

io\{Cf+i)ii,...q_,     {ct+2)  ii,...i}_,       j 

Itaque  si  A  divergit  et  B  divergit. 

Consequenter  quuin  de  p  =  2  demonstratum  sit,  semper  uno  altius 
assurgere  fas  est. 

VI.  Hinc  autem  criterium  szepe  expediens  est  sequens  :  quod  si  detur 
tale  r,  quod  lendit  ad  infiuituiu,  convergit  series,  et  si post  certum  ter- 
minum  non  fuerit  r>i,  divergit. 
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r=i  i? 

et  si  r'>i,  sit 

l^  —  lJl" 

et  ita  porro ;  fiet 

n*=lr=l  lr=l  lX 

et  hinc 

...  * 


/  ljz,..lt_x 

itaque 

_  A/— (/,  +  /,H h/,)    _    (r 


si  et    ^_j,  ut  antea  r^,  exprimatur. 

Si  igitur  />_,  — i  non  --.o,  rt-"~-oo\  atque  tum  r^_j>H-  constans  ; 
adeoque  series  convergit. 

Datur  autem  pro  quovis  t  et  a  finito  tale  h,  ut  rt—a  sit,  et  quod- 
vis  r  antea  sit>et--—  i,  nempe  pro 


/i-t-/aH h/^H-a/j 

fit  hoc ;  ex.  gr. 


h  = , 


4  /s  +  /fiH Hfl/W 


est  —  I  -+-  tali,  quod  -•— .0.  Si  vero  Ip  in  expressione  hac  ipsius  /2  desit, 
rp—i'— -o,  et  divergit  series ;  ex,  gr,  si  in  exemplo  allato  defuerit  /4  in 
numeratore,  r^— -o. 

VII.    Exponente,    per    quam     Un—  1  multiplicatur,    ut     £/«     prodeat, 
£7» 
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quod  si 

_U___^   n—i 
Un—\  n 

fuerit,  fit  =1,   datque  terminum  generalem    — .  Si  vero 

JJnZ;  <  ~~tT " 

tum  minus  subtrahitur  et  m>i  fit. 

Si  m  non  >  i,  divergit  series  ;  at  pro  m  unitate  maiore  sed  limite  i 
gaudenti,  potest  convergens,  potest  divergens  esse,  quamvis  nk  -•—  oo. 
Nempe  si 


*  =  7T 

tum 

r=\  l  :  J  '—.co 

adeoque  prius  divergit,  posterius  convergit. 

Patet  quod  /i'~~o,  et  nh'~-  oo  ;  sed  quod  m  unitate  maius  limite  i  gau- 
det,  sic  patet.     ,T  "■■■   in  priore  est 

cuius  partis  parenthesi  maiori  inclusse  logarithmus,  si  per  L  intelligatur 
tog.  (n —  1)  et  log.  L  per  Li  est  L\  —  /, ,  quod  negativum  est,  adeoque 
per  quod  — ~~-  multiplicatur,  <l  est, itaque  m>l.  Quod  autem  m*-~i, 
inde  constat,  quod  si 

«=4(2  +  *) 

ponatur,  pro  v  positivo  et  unitate  non  maiore,  patebit  in  sequentibns, 
quod  si  v  non  — -o,  tum  constante  maius  maneat  h  et  non  ■*-.  o. 

VIII.    Si  m  >i   et  non  *—•!,  tum    h    constante    maius    est   seriesque 
convergit.  Nimirum  exponens  seriei  fiet 


,Google 


CON^PKCTUS    ARITHMETJCAK    C'.liX.I-L K AI.IS. 


« — m        2{m — i 


et  pro  termmo  pnmo  —  l,  erit  w-tus 

2 — v   4  —  v        2  (n —  i) — v 
4  6  2« 

atque 

„A  =  _? 4         ,  2(«-l) 

2  —  V    4  —  &  2(il  —  i)  —  V 


\        2  —  v}\        4  —  v  I      \        2(n — i)  —  v! 
Et  hinc 

adeoque 

Alog.«>log.(n-|.)  +  log.(n-i)  +  ...  +  log.(n-j^); 

itaque  h  maius  est  membro  dextro  per  log.  n  diviso  :  dicatur  tr  dividen- 
dus,  divisor  fit,  pro  n=i-\-x,  area  curvas  notaa  pro 

^  =  (1+*)"'  ; 
estque  [II  et  IV]  area  ista 


=  I  +  T  + 

1 

y 

-f., 

■H 

i 
— i 

—  p,    ubi 

e<i, 

atque  hinc 

T  +  T 

■•  + 

I 

=  — (log.M 

+-«.). 

*]*= 

T)  = 

Est  autem 

per  (pag.  ) 

:6o) 

(7==V 

(t 

+ 

i+. 
4 

■■+ 

Tr»=rr. 

) 

V1 
2 

(t 

(I 

■+■ 

I 
4 

4' 

•■+ 
■- 1- 

(2 ;«— i!)' 
i 

) 

1 

l23 

(2(»-l))' 

1 

Ubi  si  series  suprema  s  dicatur,  a  >  ^-s  erit.    Nam    cuiusvis    seriei 
verticalis  termini  fuerint 
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a,   — b,  c,  — d,  .  .  . 
summa  est>a — b  et<!#;    nam  ipsi  a — b  accedit  c — d, 

a—b-x-c—d-\ — =a — [b — c) — [d — e) 

ubi  6>c  &.  Estque  generaliter 

a  —  ■  ,  v     .     et     b- 


2{«  —  i)  2-4{«  —  \f 

adeoque 

, 4(» — i)v — v"1  _        v  ^      4(«  — i)— »  _  av 

2-4(«~i)a         2(«— i)       4(« — i)  4(» — i)' 

cuius  valor  rainimus  est  pro  niaximo  »  et  »  =  2,  quo  pacto  summa  erit 
>  -j-a ;  ltaque 

et  consequenter 

ff>T  f  (log-«+e). 

atque  «,  quod>-j erat,  est>-^ — 

Si  igitur  v  non-^o,  nec  h'~o,  itaqua  series  per  IV  convergit. 
Potuisset  quidem  brevius  quoque  demonstrari. 
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PRIMvE    LINEyE    CALCULI    DIFFERENTIALIS    KT    INTEGRALIS    BREVIUS    ET 
CLARIUS    TRACTAT^E. 

Quum  nulla  repetitio  inutilis  sit,  quee  saltem  quorundam  Tyronum 
captui  accomodatior  fieri  queat,  ideam  calculi  differentialis  et  integralis 
brevius  evidentiusque  referre  licebit. 

I.  Variabilis  x,  a  qua  sive  necessario  sive  certa  suppositione  depen- 
dent  quotvis  variabiles  y,  z,  .  .  .  dicatur  absoluta,  sintque  eius  valores 
y  et  /9  (a  o  accepti,  et  sive  ambo  positive  sive  ambo  negative  imo  et 
alter  positive  alter  negative),  denoteturque  pro  n  integro  positivo  -£- 
per  x,  sitque  pro  ,«  integro  positivo  vel  negativo 

{J=ux  •+■  <y,         [o  =  o    vel     &}  <| «], 

ita  ut  [ix  et  a  aut  utrumque  positivum  aut  utrumque  negativum  sit,  aut 
et  /?=  o  sit. 

II.  Sit  functio  K{x),  dicaturque  ex  ea  vel  eius  derivata  series 
sequens : 

K(nx)— K((n-i)x),K((n— i)*)— K{{n— 2)x)y...,K((^i)x)—K(fix-^a), 

sitque  m  nomen  generale  ipsorum 

n,  n — i,  n — 2,  .  .  .,  ,«+2,  /Y-t~i. 

Esset  (inde  a  o)  seriei  dictas  terminus  tn-tus 

K(mx)  —  K({m — l)x), 

si  pro  m—l=[t  addatur  o  ipsi  (m — i)x.  Denotetur  iste  terminus  w-tus 
per  k(mx).  Eritque  summa,  terminis  intermediis  se   mutuo  destruentibus, 

K(7)-K(ft) 
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pro  valoribus  dictis  ipsius  x.  Denotetur  summa  hsec  per  K,  nomen- 
clatione  ista  in  postemm  quoque  retenta. 

Patet  autem  m  etiam  negativum  esse  posse,  si  ex.  gr.  ju.  ■+-  2  =  o 
fuerit. 

Casus  simplicissimus  est,  si  /?=o,  et  tum 

K=K(y)-K(o). 

III.  Functio,  e  qua  derivatae    seriei    summa   a    magnitudine   ipsius    n 
haud  dependet,  dicatur  absohtta  sive  ab  n  independens. 
Ex.  gr.  sit  /3=o  ;  et  sit 

Cix)  —  x  ; 


c(mx)  =  mx —  (m — i)x  =  x 

et 

C  =  nx  —  0  —  x. 

Ita 

pro 

A  (x)  =  x2 

erit 

a  (mx)  =  2tnx — x2 , 

et 

A  =  x2 . 

Pro 

U(x)  —  x2  ■+-  xx  —  (n-hi)  nx2 

est 

u  \mx)  =  2mx2 

atque 

U=x2  -+■  XX, 

quod  ab  n  dependere,  uti    C  et  A  haud  dependere  manifestum  est. 

IV.  Si  iam  valor  ipsius  n  a  certo  incipiendo  semper  porro  bis  augeatur, 
atque  prius  pro  valore  eius  primo  construantur  series  derivatas  functio- 
num  certorum  A  (x)  et  B(x)  ab  n  independentium,  ac  functionis  cuiuspiam 
U(x)  eadem  Iinea  horizontaH  (serie  ipsius  U(x)  in  medium,  serie  ipsius 
A(x)  ad  dextram,  serieque  ipsius  B(x)  ad  l^evam  positis)  atque  pro  valo- 
ribus  sequentibus  ipsius  n  construantur  pariter  series  functionum  B(x), 
U(x),  A  (x),  pro  quovis  n  in  eadem  horizontali  ita  ut  linese  hac  crescente 
n  se  invicem  deorsum  excipiant,  et  series  U(x)  columnam  medjam,  series 
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ipsius  A(x)  dextram,  series  ipsius  B(x)  leevam  teneant,  (ex.  gr.  sit  pri- 
mum  n  =  2,  postea  sequentia  erunl  4,  8,  ...  ,  quae  incrementi  ipsius  « 
ratio  et  posthac  servetur) ;  sitque 


$■- 

—  ,UX  ■+-  Oi  = 

-  ftX  H-  6) 

; 

B(2x)- 

■-B(ll) 

U[ai)  — 

-U(fi) 

A 

(ix)- 

■  -Alfi) 

B(4*)- 

■-B(fi) 

U(i,X)- 

-uifi,  \ 

.  .  .  1 

A 

(4i'(  ■ 

—  Aifi) 

ubi  pro  quovis  n  quodvis  mx  pro  sequente  n  mutatur  in  2  mx\  o>'  vero 
(nisi  =  o  fiat)  ipso  x,  idest  dimidio  prioris  x  minus  evadet,  et^adsum- 
mum  —  2fi -+- 1  erit,  quia  <a<\2x'  est,  atque  numerus  terminorum  dupli- 
catur. 

Scholion.  Manifesto  autem  qucevis  serierum  horum  terminis  ex- 
tremis  gaudet,  se.d  in  nitlla  trium  columnarum  serialiam  dicia.ru  m 
series  ultima  datur ;  dif/crt  igitur  series  eiusmodi  a  serie  vulgar-i 
infinita,  quee  duobus  terminis  extrcmis  haud  gaudet. 

V.  Sit  iam  B[x)  notum  et  quasratur  A{x),  atque  u(mx)  seqiiipolleat 
tam  ipsi  aimx)  quam  ipsi  binix),  idest  aut  pro  quovis  n  sit 

u  (mx)  —  a  (mx)  —  b  (mx) 

pro  quovis  m  (quo  in  casu  erit  A  =  B  =  U,  nec  U  ab  n  dependet),  aut 
pro  quovis  utvis  magno  N  detur  tale  n,  ut  in  eius  linea  horizontali,  pro 
quovis  valore  ipsius  m  sit 

u(mx) —  a(mx)<^-jj^a  (mx)     et     u(mx)  —  b(mx)<^  -jj  b[mx) ; 

saltem  nonnisi  ilHs  mx  exceptis,  quas  in  certis  casibus  in  dato  quopiam 
).  desinunt,  siquidem  tam  illud  X  quam  partes  ipsorum  B,  U,  A  huic  X 
appertinentes  tendunt  ad  zero.  Fiet  tum,  substituendo  valores  ipsius  m 
(si  ex.  gr.  pro  dato  N  sufficiat  n  =  g,  sitque  f.t.  -+-  1  =  5), 


,GoosIe 


SECTIO    QUARTA. 

u  (qx)—a  (gx)  <  -jj  a  (9x1     et     u  (qx)—b  (9*)  <J  -w  5  (9XJ 
a  (8*)— t>  (8*)  <-^  fl  (8*)     et     u  ($x)—d  (8x)  <-zr?>  (8*) 

« (5^)—«  (5*)  <  -^T  a  (5*)     et     v  (5*)— b  (sx)  <  ^b  ($x) 


Eritqne  manifesto  summa  columnse  verticalis  prioris    U,  sequentis  A, 

A  B 

tertias    -jt,  quartse    U,  quintas  B,  ultimse  — =r>-  fietque 

U~A<4r     et     U-B<-§, 
adeoque  pro  A    et   B   omnino  finitis    U-^—A  ac    U-^~B.  Consequenter 

A  =  B, 

nempe 

A(?)-A($  =  B(y)-B($, 
adeoque 

A(y)  =  B(y)  +  A($-B(fi). 

Reperitur  autem  A  (/?)  modo  sequente :  si  dicta  et  de  valore  h  ipsius 
*  plane  ut  de  y  valeant,  et  constet  A  (h)  —  a  esse,  erit 

A  (h)  =  a  =  B (h)  -+-A($  —  B  (#, 
adeoque 

A($  =  a  —  B(h)  +  B($ 
atque 

A(-y)  =  B(y)  +  a  —  B(h)  +  B($  —  B($ 
=  B(y)-ha-B(h), 

Quum  igitur  B(y)  et  B(h)  nota  sint,  A(y)  innotescit.  Scribitur  autem 

A(x)  —  B  (x)  ■+■  constans, 

quum  Aiji) — B((i)  de  quovis  valore    ipsius  x,  de  quo  dicta  valent,  idem 
a — B(h)  sit. 

Dicique  potest  B(x)  functio  summatrix  et   U(x)  functio  mediatrix. 
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VI.  Si  et  variabiles  y,  z,  .  .  .  certa  lege  cum  quovis  mx  posita 
fuerint,  cuiusvis  illius  y,  quod  cum  aliquo  mx  ponitur  differentia  ab  illo 
y,  quod  cum  (m  —  i)x  ponitur,  designetur  per  y  •  idem  de  z,  .  .  .  intel- 
ligatur,  atque  x,  y,  z,  .  .  .  semper  simultanea  accipiantur.  Potest  illud 
y,  quod  cum  mx  ponitur,  per  y  \mx)  denotari. 

VII.  Dicuntur  a(mx),  u(mx),  birnx)  id  est 

A(mx)—A((m  —  i)x),      U((mx)—U({m—l)x),     B(mx)—B((m—i)x) 

differentialia  vera  functionum  A{x),  U(x),  B(x).  At  si  detur  tale  u' (mx), 
quod  ipsis  a(mx)  et  b(mx)  sensu  dicto  Eequipolleat,  atque  ita  expres- 
sum  sit,  ut  si  in  eo  ubique  x  pro  mx  fet  si  adfuerit,  y  pro  y  (mx)  &) 
ponatur,  in  nullo  termino  litera  punctata  per  aliam  punctatam  multiplicata 
occurat:  dicitur  u'(x)  breviter  differentiale  tam  ipsius  A(x)  quam  ipsius 
B(x)  atque  A(x)  imo  et  B(x)  (quEe  nonnisi  constante  differunt)  dicitur 
integrale  ipsius  u  (x).  Omniaque  hic  a  valore  ft  ipsius  x  usque  ad  y  (iuxta 
dicta)  intelligantur. 

VIII.  Aequipollent  autem  sensu  dicto  a(mx),  u'(mx),  b(mx),  si 

u'(x)  u'(x) 

a  (x)  b(x) 

Namque  valores  horum  pro  certis  quibusvis  valoribus  ipsius  x  aut 
plurium  variabilium,  si  adfuerint,  ab  n  dependent,  atque  tendentia  ad 
Hmitem  1  id  significat,  quod  pro  quovis  utvis  magno  N  detur  tale  n, 
nt  sit 

»'(*)  r^_L         Pt  "'^  —  K-1—     ■ 

a(x)  ^  N  ~b(x)        ^  N  ' 

hinc  autem  fit 

u'(x) — a(x)<^-pj-  a(x)    et   u' (x) — b (x) <] -^- b (x). 

Atque  iam  moveatur  punctum  a  o  usque  ad  finem  ipsius  y,  item  a  o 
usque  ad  finem  ipsius  /9  (si  hoc  non  sit  — o),  et  quasratur  ubique,  quod- 
nam   n  pro    dato    N  satisfaciat   illi   x   quod    eousque    determinatum    est, 
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respondebitur  semper  cnm  aliquo  finito  n.  Unde  manifesto  dabitur  nu- 
merus  finitus  quemvis  dictorum  finitoruin  superans ;  accipiatur  tale  ri, 
quod  hunc  quoque  superet  et  sit  potentia  binarii  integra.  Et  manifesto, 
si  y  per  ri  dividatur,  ut  sit  x  —  -X-,  valebit  hoc  ri  pro  linea  hori- 
zontali  illa,  in  qua  n  —  ri  fit,  eritqtie  idem  n  (pro  dato  N)  pro  omnibus 
m  lineee  eiusdem  tale,  ut  requiritur  (in  V). 

Siquidem  detur  ).  fsub  V),  exceptionem    hanc  in  summis   nihil    indu- 
cere  patet. 

IX.  Si 

b  (x)  =  (uv-hpr-h-  ■)  -+-  (,}, 

ubi  terminus  quivis  praster  unum  et  w,  o  denotare  potest,  atque 


uv-\-pr-{-  ■■■ 
tum  cuicunque  quantitatum  in 

uv  -\-pr  ■+■  ■-  ■ 

accurentium  substituatur  tequale  aut  tale  (per  pag.  93),  ut  guotus  e  sub- 
stituto  per  id  cui  substituitur  ^~i,  dum  «^-.00,  dicatur  k  id,  quod  post 
substitutiones  dictas  quotvis  ex 

uv  -\-pr-\ 

factum  est ;  erit 

k 


{uv-hpr-\ )+©        '' 

eritque  k,  si  forma  requisita  gaudeat,  differentiale  ipsius  B(x). 
Ex.  gr.  Si 

£(x)  =  x*, 
erit 

b  (x)  =  2xx — x2  , 
atque 


adeoque  2xx  differentiale  est. 
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X.  Pro  A  (x)  functio  talis   U(x)  ab  n  dependens  quasritur,  ut  U-^A, 

.  ulx) 
et— H-^i- 
a(x) 

Saspe  A  (x)  nec  in  concreto  (uti  figura  quaspiam)  datur,  et  tum  dari 
A  (x)  demonstrandum  est.  Pro  tali  plurimisque  casibus  quaeruntur  duae 
functiones  finitas  V(x)  et   U(x)  ab  n  dependentes,  ut  sit 

V\>A^>U 

et  V — U-^-o,  dum  k -•— ,  oo,  adeoque    U^~-A,  (quo  pacto  et  A  per  limi- 
tem  datum  sit) ;  sitque 

v  (x)  £>  a  (x)  J>  u  (x) 


v(x) — u(x) 


adeoque  et 

Erit  enim 
Consequenter 


u(x) 

a(x) — u(i 

••>    - 

a(x) 

u(x) 

z(x) — (a(x) — u(x)) 
a(x) 


Scholion,  in  quo  partirn  dicta  illustrantur,  partim  methodi  fpag. 
208 )  idea  exponitur,  atque  exemplis  applicatio  methodi  utriusque  os- 
tenditur. 

1.  Accipiatur  in  postremum,  nisi  aliud  monitum  fuerit,  /?— o  (pag.  592) 
vel  /[>/?  et  utrumque  pOvSitive  aut  utrumque  negative ;  atque  si  com- 
mensurabilia  fuerint,  sitque  ex.  gr.  y~yu  et  /3—  4«,  accipiatur  primum 
n  =  <)  et  sequentia  n  sint  (pag.  594) 

2.9,     2.2.9,     2.2.2.9,...; 

si  vero  incommensurabilia  fuerint,  poterunt  pro  n  accipi 

2,     2.2,     2.2.2,.., 
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2.  Patet  seriem  ex  A(x)  derivatam  csse  seriem  incrementorum  fun- 
ctionis  fa  /9  usque  ad  y)  ipsis  x  respondentium,  numerumque  terminorum 
esse  n — /u  et  a(mx)  incrementum  m-to  x  respondens  esse. 

3.  Aequipollentia  termini  u  (mx)  seriei  cuiuspiam  S'  cum  termino 
generali  a  Imx)  seriei  incrementorum  ex  A  (x)  functione  absoluta  deri- 
vatae  S  per 

u(mx)  =  a  (mx) 

designari  potest,  atque  sine  X  (pag.  594)  quoque  ope  seriei  sic  definiri 
potest :  si  S  et  S'  fuerint  series  terminorum  numero  aequalium  ita,  ut 
cuivis  m-to  x  duo  termini  simultauei  et  cuivis  alii  alii  respondeant,  atque 
pro  utvis  magno  N  detur  tale  n,  ut  pro  eodem  n  quivis  termiui  u  (mx) 
et  a(mx)  fuerint  sibi  invicem  respondentes  simultanei,  sit  aut 

u(mx) — a(mx)  =  o, 
aut 

u  (mx) — a  (mx)  <;  -jj  a  (mx), 

saltem  si  non  de  omnibus  valeat,  exceptorum  summa-^o,  dum  n--~.  00: 
tum  dicitur 

u(mx)  =  a(mx). 

Patetque  esse  ant  S=A  aut  S-^.A  ;  adeoque  si  et  B(x)  functio 
absoluta  adfuerit,  atque 

u  (mx)  -±  b  (mx\ 

esse  etiam  aut  S—B  aut  S'-^~.B,  consequenter  esse  A  =  B. 

Unde  etiam  S  series  mediatrix,  et  u  (mx)  terminiis  mediator  sive 
sensu  generaliore  differentiale  cuiusvis  ipsorum  A  (x)  et  B  (x)  sive 
alterutrius  tantum,  si  sola  consideretur,   dici  possunt. 

4.  Quamvis  igitur  expressio  quasvis  termino  generali  seriei  incre- 
mentorum  functionis  absolutas  aequipollens,  sensu  generali  differentiale 
functionis  illius,  et  haec  ipsa  integrale  illius'dici  possint :  expressio  tamen 
quam    simplicissima    quaeritur,  atque    differentiale    sensu    stricto    nonnisi 
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talis  expressio  dicitur,  in  cuius  termino  quovis  unica  litera  punctata 
eaque  in  prima  potentia  est,  et  coefficiens  eius  pro  quovis  dato  x  functio 
absoluta  est. 

At  vero  expressio  talis  ita  intelligenda  est,  ut  omnes  literas  valoribus 
simultaneis,  quibus  ad  finem  cuiusvis  mx  gaudent,  accipiantur,  punctata 
vero  semper  et  alibi  sit  incrementum  eius,  quod  litera  illa  sine  puncto 
significat  sub  m-to  x  factum. 

5.  Per  a(x)  autem  intelligatur  (pag.  596)  A(x) — A(x — x)  ita,  ut  in 
hoc  ipsi  x  quivis  valor  pro  aliqtio  n  sub  formam  mx  cadens  substitui 
possit ;  ita  tamen  ut  quivis  utvis  crescente  decrescenteve  n  constans 
maneat  ipso  m  quoque  eatenus  mutato,  atque  x  semper  mx  sit. 

Si  vero 

A  (x)  =  z 

sit,  patet  z  ipsi  mx  et  i  respondere  ?«-to  x,  atque  esse 

A  (x — x)  —  z — z ; 
adeoqne  si  ex.  gr. 

C(x)  —  z2 , 
esse 

c  (x)  =  z*  —  (z— z)2 . 

Quodsi  iam  pro  quovis  dicto  x  (a  y5f  usque  ad  y)  sit 

A(x)— A(x— x)=  D ,  } 
x  *  ' 

et  D(x)  functio  absoluta  sit,  semper  fmita  nec  o,  nonnisi  ipsis  x  in  certis 
punctis  discretis  desinentibus  exceptis ;  erit 

A(x)—A (x—x')  ._=_- 
xD(x)  ^ 

saltem  praster  puncta  dicta ;  itaque  per  fluxum  puncti  quasrendo  (pag. 
596)  pro  quovis  tali  x,  quodnam  n  pro  dato  jV  satisfaciat,  dabitur  tale 
;/  pro  quo  eodem  sit 

xD(mx) — a(mx). 
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aut  =  o  aut  <^a{mx)  :  N  (saltem  praeter  dicta) ;  adeoque  xD{x)  aequi- 
pollebit  ipsi  a[mx)  et  differentiale  erit,  D[x)  atitem  derivata  ipsius  A  [x) 
dici  potest  quoad  xt  si  x  fuerit  in  denorainatore ;  quod  etiam  omissum 
subintelligi  potest  at  si  non  quoad  variabilem  absolutam  fuerit,  anno- 
tandura  est. 

Si  vero  derivata  haec  prima  dicatur,  derivatse  /'-tas  derivata  (<£+l)-ta 
audit  et  A  [x)  functio  primitiva  <6-ta  derivatas  k-tse  dicitur  per  f*  pras- 
positum  aut  si  k=i  per  I',  designata.  Differentiale  per  d,  derivata  i-ta 
per  »1*  aut  si  k~\  per  «I,  aut  si  quoad  z  sit  per  !v!k  prasposftum  denotari 
potest ;  et  si  hoc=</  fuerit,  fq  integrale  ipsius  qz  et  fq  functionem 
cuius  derivata  £-ta  quoad  z  est  q,  denotare  potest. 

Differentialium  altiorum  apparatus   derivatis  altioribus    superfluus  fit. 

Ut  res  clarior  fiat,  denotet  v  velocitatem,  s  spatium,  w  vim  continuo 
agentem  (pag.  230,  248)  singula  ad  finem  temporis  t  variabilis  absolutas 
intelligendo,  Designeturqne  cuiusvis  variabilium  valor,  qui  ad  fmem  ali- 
cuius  t  aut  / — /,  vel  mi  aut  \m—i)i  est,  prteponendo  literam  germani- 
cam  nominis  eiusdem  maiorem,  litera  punctata  autem  minori  denotetur. 

Si  iam  dicatur 

vi—  ds  ===  i, 
sive 

v  —  4s, 
intelligatur 

tX>{mt)  =  \{mt) 
et  pro  quovis  dato  t  esse 

SM-S(<-<) . 


t 

Hinc  etiam  s  talis  functio  est,  cuius  derivata  v  est,  idest 

fv  =  S  -+-  constans, 

quas  constans  tamen  et  o  esse  potest. 

6.  Nerape  functiones  absolutae  nonnisi  constante  c  differentes  dif- 
ferentialibus  sequipollentibus,  et  differentialia  aequipotlentia  integralibus 
nonnisi  constante  differentibus  gaudent. 
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Nam 

A(mx)— A({m  —  i)x)— A(mx)+c— (A((m  —  \)x)-\-c). 

Quoad  alterum  autem  sit 

q(x)==a(x)     et    fq(x)  =  C(x); 
erk 

C(x)-C(J3)  =  A(x)-A(P), 
adeoque 

A(x)-C(x)=A(fl  —  C(fl, 
quod  constans  est. 

7.  Si  A(j3)  immediate  datum  fuerit  (pag.  595),  et 

A(fl  —  -#($  =  constans 

datum  erit.  Si  vero  (ibidem)  pro  h—o  sit  A(h)  =  a,   valeantque    dicta  a 
valore  o  ipsius  x  usque  ad  /?,   erit 

A(p)  —  A(o)  =  B(ffi-B(o)t 
atque  hinc 

A(fi-B(fi  =  a-B(A). 

8.  Methodus  altera  eodem  redit,  breviterque  in  sequentibus  consistit. 
a.  Si  pro  quovis  valore  determinato  et  non  o  ipsius  x  sit 


dum  i-~—o,  denotante  D(x)  functionem  absolutam  valoris  finiti  et  non  o 
(saltem  si  x  in  certo  puncto  aut  certorum  discretorum  aliquo  termina- 
tur} :  dici  potest  D(x)  limes  augmentalis.  Facileque  patet  hoc  idem  esse, 
quod  derivata  superius  erat ;  nempe  x  pro  i  ponendo 

A  (x-¥x)--A  (x)     et     A  (x)—A  (x—x) 

duo  incrementa  proxima  sunt,  quorum  prius  per  alterum  divisum-^l. 

b.  Porro  functiones  nonnisi  constante  differentes  liniite  augmentali 
eodem  gaudent  et  limiti  augmentali  functiones  primitivas  nonnisi  con- 
stante  differentes  respondent. 
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Nam 

A  (x-\-i)  -\-c  —  [A  (x)-\-c)  —  A  (x-\-i)  —  A  (x). 

Quoad  alterum  autem,  functio  primitiva  \>A  (x)  aut  <^A  (x)  esse 
nequit.  Sienim  kA[x)  esset,  limesfieret  kD(x),  quum  D(x)  (praster  puncta 
discreta)  valoris  determinati  finiti  et  non  o  sit. 

c.  Hinc  si  functio  A  (x)  quasratur  et  reperiatur  functio  nota  B(x) 
talis,  ut  limite  augmentali  quoad  eandem  variabilem  eodem  gaudeant, 
erit 

A(x)  =  B  (x)  -+■  constans. 

Subit  igitur  heic  limes  augmentalis  superius  dictas  seriei  mediatricis 
vicem. 

d.  Constans  autem  sic  reperitur :  si  pro  quovis  x  (a  /?  usque  ad  y)  sit 

A(x)  —  B (x) -+-  constans, 
et  sit  A  (h)  =  a,  erit 

A  (k)  —  B(h)-\~  constans  =  a, 
adeoque 

constans  —  a  —  B  (ti), 
ut  supra. 

e.  Limes  dictus  methodo  de  differentiali  dictse  analoga  quseritur. 

9.  Exempla  pro  methodo  utraquc  : 

a.  Pro  coordinatis  rectangnlis  derivata  area;  A  (x)  in  plano  est  ordi- 
nata  y  et  differentiale  est  yx, 

Sit  enim  ex.  gr.  pro  ordinatis  crescentibus  (pag.  598)  V(x)  summa 
rectangulornm  e  quovis  x  et  ordinata  e  fine  eius  erecta,  U(x)  autem 
sit  summa  rectangulorum  item  e  quovis  x  et  ordinata  ex  initio  eius 
erecta :  erit 

V\>A^U 


et 

atque 


v  (x)  >■  a  (x)  J>  u  (x), 

u(x)    ~* 
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adeoque 

a(x)         ' 

sed 

p(ac) :  #:=_y, 

consequenter 

4*-> 

Hinc  si 

erit  (pag.  235) 

A[i 

*)  = 

:/P% 

7  — /*', 

k  =  B(x)  —  ax' 

Constans  enim 

est  = 

=  0, 

quia 
.4 

pro  k  =s  0  fit 

[xj  —  o^-B  (0) 

b.  Pro  (pagina 

230) 

est 

ato  —  &     et     d.s  —  vt. 

Sit  enim  prius  w  constans  —  g  (pag.  248),  sitque  A  (t)—s,  et  V(t)  summa 
spatiorum  sub  quovis  i  velocitate  quas  ad  finem  eius  est,  sequabiliter  per- 
cursorum,  U(t)  vero  summa  item  sub  quovis  t  velocitate,  quas  ad  initium 
eius  est,  Eequaliter  percursorum.  Erit 

v  (t)  —  iX>  (t)     et    u  (t)  =  iX>  (t—i) 
v(t)>f(t)>u(t) 


atque 


adeoque 


u{t) 


Consequenter   tV(t):t—V(t)   limes    ipsius  ait):t  pro   quovis  dato  t 
est,  et  v  illi  respondens  derivata  atque  vi  differentiale  est.  Est  autero 

v—gt 

et 
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Potest  idem  et  iuxta  (pag.  248)  fieri,  ubi     (ot—i).  :*«-"-.  1  itaintelligi- 
tur,  quod  detur  tale  n  pro  quovis  dato  N,  utvis  parvo  t  excepto,  ut 

~m     ~'1<~N 
sit. 

Si  vero  w  non  sit  constans,  sed  ex.  gr.  crescat  continuo  (pag.  249),  est 

iV  [t—i)-t-fZD  [t)  >  a  [t)  >  (0  [t—i)+i'W  it—t). 

Sed  prius  per  posterius  divisum  '— - 1,  et 

V[t-t):V{t)^l, 

iW{t):V[t)^o. 


atque 
Consequenter 


'-fUow. 


t 
vt=s 


Pariter  (pag.  250} 
adeoque 

et  quum  ex 
sit 

substituendo  fit 

vv  =  ws. 
Consequenter 

jvv  =jws} 
sive 

nempe  hinctio,  cuius  derivata  quoad  v  est  v,  et  illa  cuius  derivata  quoad 
5  est  w,  nonnisi  constante  differunt.  Sed  prius  =  ?'2 :  2  ;  itaque 

et  exhinc  prius  functio  primitiva  simul  cuin  constante  quaerenda  ut  radix  v 
obtineatur, 
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Ex.  gr.  Sit  (pag.  251,  fig.  25)  problema  motus  difformiter  accelerati.  Est 
ibidem 

y2fr 

w— — f-.     et     s  —  a —  x, 

x2  ' 

adeoque 

s  —  —  x     et     '<$s—  —  1. 
Itaque 

•  c.    — ***£■*  ,  ,  r*s 

ws  =  —   -  -   ,     et  w   ws~ ?-, 

X2  X2 

cuius  integrale  est 

1'2£" 

— — -f-  constans, 

nam  huius  derivata  quoad  x  est  —  rzg :  x2-. 

Reperitur  autem  constans  sic,  Pro  x~a  est  »=o,  adeoque  et  v1 :  2— o; 

hinc 

r'o- 

constans  =  —  — ®-, 
a 
atque 

Consequenter 

-  /        « — x 

v  —  r\     2g 

f      *     ax 

Si  vero  (pag.  253)  vis  sit  zg  :  r  et  s  =  r  —  z,  atque  #5  =  —  1,  adeoqu 

-E!  —  f  — ~~ 
2     ,./     #■ 

Est  vero  pro  2  —  r  velocitas  o,  adeoque 


Consequenter 

»=|/f  (>*-*•), 

quod  pro  #  — o  fit  j/ftf'. 
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Ubi  notandnm  est,  qnod  gr  pro  diversa  unitate  facta  diversa  prsebeat, 
adeoque  vagum  videri  posset ;  at  si  factores  concreti  numero  fx  fuerint, 
radix  /i-ti  gradus  e  facto  semper  eadem  erit,  dummodo  tam  factum  quam 
radix  quoad  quamvis  quidem  sed  eandem  unitatem  accipiatur.  Neinpe 
quoad  u  =  i  sit  factum/;  erit  (pag.  113)  quoad  ku—i  fdenotante  k  quanti- 
tatem  abstractam)  factum 

F^f.k11-1; 

atque  si  \f  (quoad  u  =  i)  sit  r,  erit 


et  hoc  est 

rli     " 

In  exeinplo  prascedente  sunt  quatuor  factores  in  numeratore  et  duo  in 
denominatore.  Sed  ibi  quoque  duo  tantum  manent ;  nam  quantitas  concreta 
per  concretam  quotum  constantem  dat  (pag.  535). 

c.  Sit  adhuc  exemplum  pro  differentiali  negativo  et  derivata  negativa. 
Quaeratur  nempe  tempus  lapsus  per  $  arcitm  cycloidis, 

Si  (fig.  53)  pro  v  scriberetur  x,  essetque  hasc  variabilis  absoluta,  negle- 
ctoque  5  quod  ibi  est,  denotet  .?  viam  a  certo  puncto  cycloidis  incipiendo 
super  eadem  per  gravitatem  labentis  puncti;  respondeatque  abscissa  h 
puncto  illi  certo  ipsius  s,  sitque  y  ordinata  ipsius  x ;  atque  tempus  lapsus 
per  *■  dicatur  t,  et  v  denotet  velocitatem  finalem  ad  finem  ipsius  /  et  imuni 
ipsius  s,  spatiumque  sub  secundo  uno,  lapsu  iibero  percursum,  denotetur 
per  g. 

Erat  (pag.  591)  i: *—  r  ;    itaque 


-  fjfg 
~J  v    ' 


eumque  in  finem  «!s  et  v  quEerenda  sunt.  Est 

v  =  2  Vg{/i—x); 
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nempe  lapsus  non  per  plana  inclinata  compacta,  sed  per  cnrvara  fit.  Estque 
;pag.  294) 

alj  =  ( iH- (aly)*)', 
atque  (pag.  359) 

(fy  =  [2X~ r —  l)T, 
adeoque 

«1$  =  y  2X—1. 
Consequenter 

—  —1/  — ,5—  -t  =  ^  2  (h—x    -\     — 

V  f      2g  (ll~X)  f      2g 

Estque  hoc  negativum  ;  namque  pro  k  —  nx  tam  5  quam  t  est  o,  sed  a 
fine  w-ti  x  usque  ad  initium  eius  crescit  arcus,  et  ut  grave  per  eum  des- 
cendat,  tempus  requiritur ;  si  igitur  incrementa  ista  temporis  a  o  inci- 
piendo  pro 

(n —  i)x,     (n — 2)x,  .  .  . 

per  ordinatas  ad  lines  ipsorum  x  positas  repraesententur,  dicaturque  ordi- 
nata  C(x) ;  erit 

C(nx)~  C((n— i)x)  =  o  —  t, 

quod  et  de  sequentibus  patet. 
Erit  igitur  (pag.  286) 


2g 
Si  vero  /=o,  tum  x  —  h;  adeoque 


t  =  —  1/  ■ —     x  f(h — x)  * 

f      2gJ 

i/  —  arc.  cos.  (1 ~\  -+-  constans. 


0=  — ■1/  —  arc.  cos.  ( — i'i  •+■  constans. 

f      2g  X  J 

Estque  arc.  cos.  ( — i)  =  tt.  Itaque 

constans  =  n  i/  — , 
f    *g 
consequenter 

<=l/£(»-~  «(*))■ 
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SECTIO    QUARTA.  609 

Si  vero   x  =  o,  tempus  lapsus  per  cycloidein  usque  ad  punctum  iraum 
erit 

Patet  quoque  tempus  undevis  idem  requiri,  ut  grave  ad  imum  usque 
delabatur. 
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CONSl'1'X'Tl.'S     ARITHMKTH  AK    <'rENKR  A  1 .1  S, 


Exposrno    hrkvis    metiiodi,    qua  PRIM.E   I.INEjE  calculi   oifferentialis 
IN    OPERE    HUNGARICO    TRACTANTUR. 

Ex  fpag.  21  ii 

x       a  <,  jy.  x  , 

pro  eodem    n  et  hic,    deducitur     U->—A.    Sed    evidentius  in  opere  dicto 
hungarico  ponitur  (Cf.  pag.  6351 


per  /  fractionem  veram  sive  positivam  sive  negativam  denotando  et  a 
scribendo  pro  v  .  Nimirum  sit  fas  in  gratiam  Tyronum  queedam  iam 
supra  dictorum  magis  necessaria  hic  quoque  repetere. 

T.  Si  quotcunque  variabiles  simultaneo  positse  fuerint,  illa  ex.  gr.  x, 
cuius  certum  valorem  y  per  integrum  positivum  n  dividere  libet,  dicatur 
primaria,  '  per  x  denotato.  Cuiuscunque  variabilis  ex.  gr.  y  vero  simul 
cum  x  mentio  fiat,  valor  is  ipsius  y  intelligatur,  qui  ad  finem  illius  x  est, 
y  autem  denotet  incrementum  variabilis  y  illud,  quod  sub  illo  x  nacta 
est,  quod  cum  illo  x  terminatur. 

Quatenus  si  A[x)  functio  (ipsa  quoque  variabilisl  dicatur  u,  denota- 
bit  u  incrementum  ipsi  x  cum  x  terminato  respondens 

=  A  \x)  —  A'x  —  x)  ~u—A[x  —  x) 
unde 

A  ix  ■ —  x)  —  u  —  it. 
Denotetur  u  per  a[x\. 

II.  Ex  A\x\  autem  per  qusestioneui    primam    ipag.  205)  substituendo 
ipsi    x    prius    nx,    tum    (n — i\x,    dein    (n  —  2\x,  ...  usque  ft=(p—i)x 
itam  p  quam  n  integrum  positivum  denotantibus)  oritur  series 
A[nx>,     A(\n—\)x),    A[\n  —  2\x\  .  .  .  ,  A((p —i)x); 
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SECTIO   QUARTA.  0  1  I 

unde  qtium  iJlico  pateat,  quovis    termino    subtracto  e  prteeedente  incre- 
mentum  seqtienti  x  respondens  prodire,  ex.  gr. 

A(px)-A((p-i)x) 

esse  incrementum  ipsius  A  (#)  sub  p-to  x  ;  in  promptu  fit  incrementoruui 

P-to,  (/-t-l)-to,  (/-h2)-to,  .  .  .  ,  «-to  x  respondentium  seriem 

A(nx)— A{(n— i)x),   A{(n—i)x)—A((n—2)x),  .  .  .  ,  A(px)—A((p—i)x), 

cuius  terminus  generalis  [pag.  209) 

A(mx)—A((m—i)x) 

per  am,  et  summam,  intermediis  se  mutuo  destruentibus, 

A(r)-A(0) 
per  A  denotari  posse. 

III.  Si  A(x)  et  B(x)  ab  n  independentes  fuerint,  V\x\  autem  depen 

deat  ab  n,  et    V~-  ac    ?---  limite   1   gaudent,    nempe  pro  utvis  magno  N 

<lm  Om 

sit  tale  idem  n,  ut  quodvis  m  accipiatur  a  /?  usque  y,  sit 


Vm  —  a-m  =fm  Qam  , 

et      Vm  —  bm  —fmQbm  \ 

tum  A  =  B,  adeoque 

A\y)- 
Nam 

=  B-i-A(P). 

Vn         —Un         =fn  Qttn, 

Vn        -bn        =fn(>bn, 

Vn  —  i  —  an  —  1  —fn  —  i  Qan  — 

,,          Vn-.-bn-i^fn-.Qbn- 

VJ>     —  aP      ^U  ?aP >  vf     —bf     =fj,  Qbp . 

Et  si  in  A(x)  cogitetur  incrementum  A  ($  ipsi  (7  —  f$\  respon- 
dens,  expressum  per  aream  inter  y  —  ji  et  fines  ordinatarum  a  fine 
ipsius  £  usque  finem  ipsius  7,  et  ordinatas  ad  fines  ipsorum  /9  et  y 
contentam,  sitque  pro  ordinatis  omnibus  finitis  illa,  qua  nulla  maior 
est,    k,    accipiaturque    hasc    ut    realis    et    positiva :     tertia    columna    non 
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6l2  CONSPECTUS    ARITHMETICAE    GENERALIS. 

erit  J> P-J.—1—  [pag,  635).  At    vero    hic  n  — p  -f- 1  crescet  crescente 

n,  attamen  (n-p-hi)k  nunquam  fit  rectangulo  ex  ordinata  maxima  et 
y  —  ft  maius,  atque  JV--—.  00,  si  n--—oo.  Consequenter  limes  ipsius  V 
tam  A  quam  B  est ;  adeoque  A  —  B, 

IV.  Potest  vero  y  utvis  magnum  accipi  si  dicta  valeant ;  neque  tur- 
batur  a^qualitas,  si  parti  ipsius  y  —  $  ad  limitem  o  tendenti  respondens 
incrementum  quoque  tendit  ad  o. 

V.  Si  de  A  (x)  dicta  et  de  K(x)  vaieant :  fiet 

K(7)  =  B  +  K(fl); 

et  prouti  A  (0)  vel  K(ft)  additur  ipsi  B,  summa  integrale  ipsius  v(x) 
quoad  A  (x)  vel  K(x)  dici  potest. 

VI.  Si  — M-"—C(*)  prohoc  ab  n  independente,  tum  zC(x)  differentiale 
ipsius  A  (x)  et  C(x)  limes  augmentalis  (primus)  utrumque  quoad  z  et 
q  —  r-mi  limitis  augmentalis  limes  augmentalis  dicitur  y-tus,  signisque 
Z6A  (x),  2eL4  (x),  zdqA  (x)  denotari  et  differentialia  altiora  supervacanea 
reddi  possunt. 

VII.  Praster  modum,  quo  differentiale  quasritur,  ut  purum  reddatur, 
plura  in  opere  dicto  demonstrantur. 
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Pag.  4,  f.  6  a  calce,  oMillefariam»  vocabulum  a  Bolyai  fictum  ad 
exemplar  vocis  mnultifariam»,  quse  non  crebro  quidem  sed  tamen  etiam 
apud  optimos  scriptores  legitur,  videtursignificari  voluisse:  «in  mille  partes». 

Pag  j~.  Literas  maiuseulas,  quas  Bolyai  initio  vocabulorum  Historia 
Geometria?,  Trigonometriae,  Theorematis '  y,  scribere  solet,  hic  et  aliis 
locis  non  mutavimus. 

Pag.  6,  f.  6.  Vox  «ultimariorum»  derivata  a  vocabulo  «ultimarius»  ad 
exemplar  «primarii»  ficto,  et  sicut  «primarius»  unuin  aliquem  ex  primis 
denotat,   Bolyai  hic  unum  aliquid  ex  ultimis  voluit  designare. 

Pag.  6,  f.  ii  a  calce.  Pro  «nullo»,  quod  certe  typothetae  errore 
irrepsit,  restituimus  «nulli». 

Pag.  Q  in  fine  f.  j.  Distinctionem  medite  notas  inseruimus  quo  faci- 
lius  appareat  vocem   «itque»  non  deberi  ad  sequentia  trahi. 

Ibidem  f.  iS  a  calce  pro  onuspiam»  rectius  «nusquam»  scribi  duximus. 

Pag.  ii.  I,  II,  III.  In  libello  « Arithmetika  eleje»  (Introductio  in 
Arithmeticam)  in  oppido  Maros-Vasarhely  anno  1843  edito,  pag.  198, 
heec  legitur  finitio  temporis : 

«Tempus  est  continuum  et  infinitum,  tum  quoad  prw;- 
teritum  quum  quoad  ruturum  ;  sed  partium  expers  tantum  ; 
et  semper  alia  atque  alia  habet  puncta,  quorum  quodvis 
advenit,    omnia  non    adveniunt,    quodlibet   temporis    pun- 
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6  I  6  ADNOTATIONES  pag.   14.--18. 

ctum  nec  prseceditur  ultimo  quodam,    nec  prseit    primum 
quocldam  ;    et    si    punctum    b  prgecedit    a    et    punctum    C 
ante  b  fuerit,  punctum  c  prteit  a,» 
Quid  intellexerit  Bolyai  per  vocabulum  «continuum»,  apparet  pag.  24, 

5. 4. 

Pag.  14.  Secundum  ea  quas  in  prseeedente  pagina  stabilita  sunt  pro  g 
ubique  G  erat  scribendum,  excepto  versu  10  a  calce,  ubi  h  debuit  ei 
substitui. 

Ibidem  f.  2  a  calce  pro  «inter  B,  C*  rectius  est  scriptum  «inter 
A,  B,   C». 

Pag.  ry,  f.  5  a  calce  pro  «2  scberaatibus»  scripsimus :  «altero 
schemate». 

Pag.  17,  schema  I.  Liceat  haec  schemata  exemplo  illustrare.  In  Ische- 
mate  7-mo  loco  hasc  sunt  posita : 


A-i-b 

*c — b. 

Positio  secunda  A-hb  signincat  cum  quolibet  a  esse  quoddam  b,  vel 
esse  quasdam  b  ;  prima  positio  c— a  denotat  esse  quoddam  c  vel  quaedam 
c  sine  quodam  a  vel  quibusdam  a.  Ex  his  duabus  positionibus  sequitur 
hoc  c  vel  hcec  c  simul  esse  etiam  sine  isto  h  vel  sine  istis  b ;  possunt 
tamen  esse  eiusmodi  b  quibus  a  non  adest  —  haec  possunt  esse  cum  c. 

Pag.  iS.  Propositionem  primam,  quas  in  prima  editione  secundam 
sequebatur  eidem  praeponendam  esse  duximus,  ut  lectori  facilius  appa- 
reat  nexus  ratiocinationis. 

Ibidem  f.  9  a  cake  obscurum  illud :  «denique  omne»  clarius  fiet  ita 
scribendo  :    «denique  omnia,  quae  .  .  .  sequuntur,  .  .  .  accenseri  possunt». 
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ADNOTATIONES   pag.   Tp    -20.  6l7 

Pag.  /<?.  In  schemate    II    complexiones  quinta    et    sexta  in    editione 
prima  sic  habentur  : 

aa  — a  — a     I  aa  — a  — a 
bbb  c  c    bbb     c        c  c 

In  schemate  III  vero  prima,   qninta  et  seprima    in    editione    I    h;e    sunt 

cc  \     c       c  bbb    \    cc  aa 

hbbbb    <—b   —b   —b       aaa\—b  —h     bbbb 


ex  his  posterioribus  duas  extremae  certe  typothetarum  tnendas  sunt ;  re- 
liquas  ita  mutatas  melius  conveniunt  schematibus  pagina;  18.  In  sche- 
mate  II  quarta  sic  est  recte  scribenda  : 

bb 
aaaa 
ccc. 

Pag.  20.  f.  10  habet  «si  a  primau,   pro  quo  scripsimus  «nisi  a  prima». 

Pag.  20,   E.  f,  4  a  calce  incipiendo  in  editione  I  ha;c  leguntur : 

»post  p  vero  datur  tempus  continuum  ex  p  incipiens, 
sub  cuius  puncto  quovis  est  non  A.  Nam  in  quovis  puncto 
crescentis  7'  in  infinitum  quseri  potest,  est  ne  illud  ultimum 
vet  non?  Alterutrum  esse  oportet  (Ax.  III);  nec  responsio 
non  sub  quovis  puncto  temporis  esse  potest ;  nam  si  tempus 
ultra  t  crescat  et  non  sit  responsio  tum  quoque,  sub  t 
quoque  esset  A  icontra  hyp.i  Itaque  est  aliquod  temporis 
punctum,  de  quo  dici  nequit,  quod  non  ultimum  sit  (p.  12, 
n°  2);  adeoque  cum  illud  aut  ultimum  aut  non  ultimum 
esse  debeat  (Ax.  III),  et  non  ultimum  non  sit,  ultimum 
est  (Ax.  IV).  Si  porro  quaeratur  ultra  p  continuo  porro 
in  quovis  puncto,  est  ne  A  vel  non  A  f  responsio  ita 
esse  aliquamdiu  nequit ;  alioquin/  ulterius  accipi  debuisset.n 
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01«  ADNOTATIONES   pag.  23     -2f. 

«Si  vero  datur  ultimum  tale  punctum  p,  tum  in  p  erit 

aut  ultimum  A  aut  primum  non  A.    Nam  aliquod  aut  A 

aut  non  A   adesse  debet  (Ax.  III);  si  A   est,  ultimum  A 

est ;    nam   post  p  sub  certo  continuo  ex  p  incipiente  nou 

est  A,  ante  p  vero  ab  initio  ipsius  T  semper  est ;  si  vero 

sub  p    sit    non    A,    illud  primum  non  A  est ;  quia  antea 

semper  fuit,  postea  vero  sub  certo  tempore  non  est.» 

His  manifesto  falsis  ipse  Bolyai  in  editionis  I,  tomi  1,  pag.  LXXXVI 

substituit  illam  correctionem  tbeoreinatis,  quae  hic  ultimis  quatuor  versi- 

bus  paginse  20.  comprehenditur. 

Bolyai  hoc  fundamento  limitis,  quod  cardinalis  propositio  est  totius 
systematis,  «tatem  suam  superans  monumentum  exegit  nomini  suo. 

Pag.  23—24.  Demonstratio  quas  hinc  a  priore  pagina  in  posteriorem 
transit  minus  concinna  est,  atque  ita  est  supplenda  :  P  portio  est  totius 
T\  ergo  complexus  omnis  eius,  quod  ex  toto  prteter  P  est,  —  vocatur 
R  —  partem  nullam  aut  tantum  indivellibilem  communem  habet  cum 
P  per  definitionem  portionis ;  ergo  A  (id  quod  P  cum  R  commune 
babet)  pars  indivellibilis  est  ipsius  P. 

Adnotatio  huic  paginas  sub  *  addita  ex  pag.  401,  Tomi  II  editionis 
primas  tracta  est. 

Pag.  26,  f.  12  a  catce:  «nec  in  casu  allato  posse  aut  non  posse  ter- 
minari  quisquam  demonstravit»,  scilicet  si  quasratur  quadratum  circulo 
terminata  vel  interminata  asqualitate  sitne  asquale. 

Pag.  26,  §.  7,  f.  2,  vocabula  «nonnisi  indivellibile  utriusque  com- 
mune  babentes «  contextui  inserta  et  nota  in  calce  paginas  addita  ex 
editionis  I,  tom.  II  pag.  401  ipsius  Bolyai  consilio  adiecimus. 

Pag.  2J,  in  altera  parte  §  7  et  porro  etiam  paullum  defleximus  a 
Bolyai,  signis  enim  > ,  quo  facilius  formulae  legi  possint,  sensu  vulgo 
usitato  utimur,  Bolyai  vero  hoc  loco  pro  comparatione  valorum  absolu- 


,Google 


ADNOTATIONES   pag.   29-35-  6lg 

torum  utitur  signis  ^.  Ceterum  Bolyai  in  distinctione  terminorum  et 
signorum  maius,  minus  [^J  et  plus  paucius  (^)  parum  sibi  constat.  Hecc 
ubi  opus  erat  emendavimus,  at  ubi  de  quantitatibus  natura  positivis 
agitur,  terminos  «maius,  minus»  haud  mutavimus,  seepe  tamen  signa 
^    simpliciora    adhibuimus. 

Pag.  29,  in  fine  §  jo  nota  addita  «i'Tab.  I,  Fig.  l)»  consilio  Bolyai 
ipag.    XXXV.  f.  9  a  calce)  deleta  est. 

Pag.  3o,  %  12,  f.  3  Bolyai  «zerum»  scripserat,  cui  vocabulo  nos 
figuram  «o»  substituimus,  quam  Bolyai  plerumque  vocabulo  «zerus»  ap- 
pellat,  quod  secundas  declinationi  tribuit,  nos  ubi  figura  ista  voce  desi- 
gnanda  erit  semper  indeclinabile    «zero»  adhibebimus. 

Ibidem  f.  3  a  calce  pro  «^a,  i — 16»  inserta  coniunctione  scripsimus 
«^a,  vel  i — \b». 

Pag.  J/,  §  14,  f.  j  pro  «^hA  et  >-h£»  rectius  scriptum  est  «^A^B». 

Pag.  J2,  §  16,  f.  ,/—j,  locus  difficillimus  intellectu  continuo  clarus 
fit,  si  vocem  subintellectam  «termini»  idoneo  loco  inserendo  ita  legetur  : 
«A  cum  a  simul  ponantur,  et  termini  quosvis  terminos  simul  positos 
excipientes  .  .  .  simul  ponantur». 

Ibidem  pro  ablativis  Kpriori,  posteriori»  usitatiores  «priore,  posteriore» 
substituimus,  quod  et  in  aiiis  plerisque  locis  fecimus. 

In  fine  huius  paginae  pro  «(§  221»  rectius  scripsimus   «(§  23)», 

Pag.  J4,  §  20,  f.  J  a  calce  pro  «cum»  interrogationis  signum  se- 
quens  «Cum»   scripsimus. 

Pag.  35,  nota  sub  *  apposita  a  pagina  401  tomi  II.  editionis  primas 
sumpta  est. 
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620  ADNOTATIONE5   pag.  37—45. 

Pag.  J/,  §  24,  f.  4  «est  (per  §  7)  2  <|  —  3,  sed  1  non  >o,  neque 
—  i<Jo»;  exemplum  profert  differentias  inter  signa  (><!)  et  (>-<)  ut 
praeparet  introductionem  novorum  horum  signorum.  Quod  (§  7)  citatur, 
ita  intelligendum  est :  si 

2  +  1^3;      1  —  1=0, 

ex  priore  harum  identitatum  secundum  (§  j)  sequitur  a<3  at  eodem 
iure  etiam  2<J  — 3,  sed  ex  altera  non  sequitur  i>o  nec  vero  — r<Jo. 
Confer:  Arithmetika  Eleje,  ed.  nova,   1843  pag.    13. 

Pag.  40,  f.  5  a  calce  in  parenthesi  pro  «§  20»  erronee  adlato  «§  19» 
restituimus. 

Pag.  4J,  f.  4  a  fine  %  31  pro  t—a.  —c  esset  — +A»  rectius  scri- 
psimus   « — a.  — c  esset  = — b». 

Pag.  44,  nota  ad  calcem  paginte  sub  *  apposita  ipsius  Bolyai  est,  et 
legitur  in  ed.  I,  tom.  II,  pag.  373,  et  iterum  in  toin.   I,  pag.  LIII. 

Pag.  45,  f.  1,  «a  divisor  (tertium  locum  tenens),  Z?  quotus  est»; 
designationes  divisoris  et  quoti  permutari  posse  patet,  ita  enim  iam  a 
principio  §  27  introduxerat  duas  has  notiones. 

Pag.  45,  f.  6  pro  iis  qme  in  hac  pagina  in  tomo  I  editionis  I  sequun- 
tur,   nempe  : 

«Notandum  vero  nomen  quoh  vel  quotiensis  inde 
venire,  quod  in  casu  ubi  divisor  loco  tertio  stat,  ad  illam 
quasstionem  respondet,  quale  mensum  (quasi  quotum.i  sit 
b  ipsius  a  (nempe  hic  2  (j^tum) ;  si  vero  quasstio  est, 
quid  sit,  cuius  si  quasratur  quotum  sit  b,  respondeatur  : 
2(3)tum;  tum  divisor  secundum  locum  tenet.  Pro  2  (3)to 
erat  antea  3(i)tum;  et  b  ibi  in  tres  partes  (quarum 
quasvis  =  a  est)  partitur,  atque  b  est  quoad  a  numerus 
nominis  3.« 
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ADNOTATIONES  pag.   45—52.  b2  I 

ipse  Bolyai  substituere  iussit  ff.  6 — 1 1  in  tomo  II  editionis  I 
pag.  367,  §Ii. 

Pag.  45,  tertio  loco  ultimi  schematis  pro  mv»  scripsimus  «0&j>,  uti 
consentaneum  est  versui  2  sectionis  3.,  ubi  legitur  «demum  sit  factor 
uterque  o». 

Pag.  46,  f,  2  et  ss.  pro  «a  (r)n  usitatiorem  formam  ffunctionis  f(r)» 
substituimus.  (Vide  ad  pag.  207  adnotata). 

Ibidem  f.  12  vocabuluin  «Sit»  in  ed.  I  schemati  praepositum  dele- 
vimus. 

Pag.  48  t.  7  a  calce  pro  «nempe  3-ies»  scripsimus  «nempe  ter»,  et 
ibidem  f.  ultimo  «unitas»  stat  loco   «Unitas». 

Pag.  50,  ~ .  4  post  «  eiusmodi »  luciditatis  causa  inseruimus  vocem 
«factorum». 

Ibidem  f.  ji,  «dummodo  N~M  non  sit»  ipag.  37)  ex  consilio  ipsius 
Bolyai  deletum  atque  pro  «Si»  positum  est  «si». 

Pag.  5/,  f.  1,  aK~M    scribi  debuit  pro  «BN~M». 

Ibidem  §  Sj,  sub  I,  y.  4,  vocabulum  «millionesies»  quamquam  La- 
tinum  non  est,  non  mutavimus. 

Pag.  52,  III.  f.  9  luciditatis  causa  litera;  T  praspositum  est  «angu- 
lus»,  —  Ceterum  Fig.  1.  ed.  I  non  exhibet  clare  «fasciam  «»,  quae  nihil 
est  aliud  quarrs  pars  areas  anguli  I  inter  parallelas  sita. 

Pag.  55,  f.   ultimo    «uti   (Fig.    2}   ostendit»    signihcat    aream    anguli 

a-\-b-\ \-f  complecti    aream    anguli    a'-\-b'-\ \-f   et    praeterea    etiam, 

«fasciam»  g. 
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622  ADNOTATIONES  pag.  53—63. 

Pag.  $3,  f.  10,  in  edit.  I  nulla  Figuras  3  fit  metitio,  nec  invenitur 
in  tabula. 

Numerale  V  praspositum  est  versui  primo  buius  paginas  ex  praecepto 
pag.  V.  f.   11   a  calce  editionis  I. 

Pag.  55,  f.  3.  post   «iraos   particulam    «ad»   inseruimus. 

fbidcm.  f.  7.  pro   «maius»  scripsimus  «plus». 

Ibidem,  f.  o.  verba  «aliquamdiu  saltem»  uncis  inclusa  sententiam 
ipsius  Bolyai  secuti  omisimus. 

Ibidem,  f.  12.  a  cake  post  «tamen  fiat  o»,  clausulam  «neque  nega- 
tiva»   addidimus. 

Ibidem,  f.  ultimo  distinctioni  (,)  inter  voces  «est»  et  «terminatur» 
maiorem  (;)  substituimus. 

Pag.  55.  In  theoremate  eiusque  demonstratione,  quas  sub  VI  et  VII 
proponnntur,  ubique  signa  «quoad  valorem  absolutum  maius  vel  minus» 
adhibita  sunt.  Considerantes  quantitatem  q  respective  ptj  ceque  posse 
positivam  et  negativam  esse,  signis  «quoad  valorem  absolutum  maius  et 
minus»  notantibus  usi  sumus,  imo  plerumque  vocabula  ipsa  iis  substituimus. 

Pag-  57,  7-  J  «fcum  id  in  *  Eequale  o  sit),  quo»  scripsimus  pro  «in  *, 
quo  (cum  id  —  o  sit)». 

Ibidcm,  f.  8.  Bolyai  saspius  utitur  forma  hac  vitiosa  «propissimus» 
pro  «proximus»,  quod  ubique  substituimus  ubi  animadversum  est;  hoc 
loco  oculos  fefellerat. 

Pag.  61,  f.  7  pro    «crescendo»    aptius   visum    est   scribi    «crescens». 
Ibidem  j.  12  «propissime»  emendatum  est  in  «proxime».  (Cf.  Adn.  ad 
pag-  57). 

Pag.  63,  XVIII  f.  7  pro  «residuo  r  ex  c»  scribendum  fuit  «residuo 
r  ex   Q». 

Ibidem   f.   10  a  calce  loco   «a'—c"«   rectius  posuimus  «d~C». 
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ADNOTATIONES   pag.   66—72.  623 

Ihidem  f.  6  a  calce   loco    «est;    cuiusn   scripturn  est  «est,  quarum». 

Postreraa  pars  huius  articuli  ad  fasciam  (pag.  52)  memoratam  spe- 
ctat,  et  huius  singulas  partes  designantia  u,  a  et  ipsa  eiusmodi  fascite 
sunt,  sicut  et  «'. 

Pag.  66.  Nota  margini  inferiori  huius  pagina:  appositae  pag.  XXXVII 
tomi  I  editionis  I  est  desumpta,  nisi  quod  in  ultimis  asquationibus  sig- 
nis  =  per  mendam  typothetarum  positis  signa  —  substituimus. 

Pag.  6j,  f.  4,  loco  «residuum  v  ex  ib—k')»  scriptum  est  «propter 
b— k'  residuum». 

Pag.  67,  f.  8  legitur  «sed  has  partes  per  a)  demi  possunt»,  conclusio 
hasc  vitiosa  est,  quum  portiombus  arearum,  de  quibus  hic  agitur,  quam- 
vis  minutas  supponantur,  adhuc  semper  possunt  esse  etiam  in  situ  coin- 
cidenti  arearum  A  et  B  particulse  communes. 

Ceterum  propositio  hic  demonstranda  ipsa  vera  est,  imo  vera  est 
etiam  rem  in  genere  affirmans  sequens  propositio  :  «St  ex  areis  termi- 
nate  aequalibus  portiones  terminate  aequales  exscindas,  areae  resi- 
duae  eiiam  terminate  aet/uales  sunt».* 


Pc 

%C  . 

3-5  " 


iC 
68,  f.  10    «et  sit   quserendum  — »    scriptum    est   pro   «et  si 

D 

Tbidem,  j.  3  a  calce  pro  «(facto  x  dicto)»  scripsimus    «(facto  dicto  #)« 


Pag.  7/,  f  J  inter  «rectas  aut»  inseruimus  «eiusdem  determinatio- 
nis».  Nempe,  ut  e  sequentibus  apparet,  u  etiam  negativum  potest  esse. 

Pag.  J2,  f.  6  et  12  pro  «sed»  scripsimus  «et». 

'  Vide  Kjthy  "Viig^/cnicii  egyenki  i.er.ilctfik»  in  Magy.  Tud.  Akac!.  Krtnsito  1S90,  1893,  —  idein 
Cimmoi-.iefi  j  Kiuiiich  s;leicl!e  Viaciieii"  in  Xa.urwiss.  Beiich-.c  a-is  Ungaru  iKip,  1:893,  — ■  Math.  Annalen 
Bd.  3S  et  43  et  loco  lioc  posleriore  ctiam  H.  Pobriuer:  -  JSemerkun.gen  etc-  ei  ■.■■Glelc.ies  von  Gleicheim 
giebt  Gleiches». 
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624  ADNOTATIONES  pag.   73—81. 

Pag.  yj,  f.  12  a  calce  «ex  <y  est»  ita  snpplevimus  «ex  «  sum- 
ptum  est». 

Pag.  74,  f.   15,    testi   in   «sit»   mutavimus. 

Pag.  76,  f.  6  —  8  a  calce.  Loco  inasqualitatum  hic  positarum  in  Ed.  I 
erronee  ita  fuit  scriptum 

mv  -h X— -  Mv'—  X  <   r  -+-?.  —  /.', 
k  ' 

seu 

D— D<  !  -vl—X, 
k 

Pag.  77,  sub  XXIV  f.  i  articuli  2  inter  uncinos  vocabulo  «opposi- 
sitis»  substituimus  «negativis»  et  signa  usitata  >,  <,  +  sicut  vocabula 
maius,  minus  adhibuimus. 

Pag.  77  versum  ultimum  ipsi  inseruimus,  at  ibi  pro  «iisque»  legen- 
dum  erit  «atque». 

Pag.  yg,  f.  7.  Vocabulo  «eonstans»  hic  Bolyai  eiusmodi  voluit  notare 
quantitatem,   quEe  neque   =0  fieri   neque   ad  limitem  o  tendere   possit. 

Pag.  81,  sub  5.,  et  pag.  82  f.  1  signa  ><  sunt  pro  signis  |><! 
posita. 

Ibidem  f.  7,  a  calce  post  nquasvis  alia»  supplevimus   «litera», 

Ibidem  f.  6,  a  calce  pro   «ac  si  e»,  scripsimus  «ac  si  c». 

Pag.  81,  sub  6.  In  Editione  I  hoc  loco  aequatio  resultans  sic  fuit 
apposita  : 

kn-\-k  kn        kn-\-k  1 

kn  kn  kn  n   ' 

Ibidem  sub  7,  ed.  I.  sic  habetur 
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ADNOTATIONES   pag.   Sj—pJ.  625 

«  Nam   differentia    ipsius   t  ab    —   est 


quod  --■— .  o.» 

Pag.  85,   &.  8  et  9  ex  consilio  ipsius  Bolyai  corrigebantur. 
Ibidem   f.    /S   intra    uncos    «per    XXV.,    2.»     correxiraus    in :    «per 
XXV.,  3.»;  porro  f.  7  inter  «crescit,  non  fit»  inseruimus  «et» 

Pag.  go,  f.  i,  inter  a,  x  vocabulum  «respective»  inseruimus.  Ibidem 
f.  4 — 7  quse  leguntur  in  ed.  I  sic  habentur :  « cuius  difterentia  ab 
ia  =  -     -i-  z\    est   z — -ti  ,   quod  -"- .  o  (ut  supra)». 

Ibidem  f.  14  in  ed.  I  est : 

(-^-=M=£=H 

quod  luciditatis  causa  seorsim  ponere  placuit. 

Ibidem  f.  5 — 8  a  calce  in  ed.  I  ita  habebatur :   «cuius  differentia  ab 

/         d         \  a'q 

{*=--+*)  =st *-- j^j,.. 

jP«£\    gi,    Quae    hic    y    1  —4    continentur    in  ed.    I   ita  sunt  exposita  : 
,.„.         .        ,     /         d-\-o)'       ,\       .    ,        a'-ho/ 
«enius  differentia    ab    \x  —  -hfij  est  ^—  »~    v  g". 

Pa^".  pJ"  y".  0  «  calce.  Notandum  est  in  ed.  I  in  hoc  capitulo  et 
etiam  alibi  solos  numeros  paginarum  esse  allatos,  nos  vero  facilitatis 
causa  etiam  numeros  theorematum  addidimus. 

Pag.  gj,  5.  Hsec  ratioeinatio  non  potest  constare  si 

■  ■-,  -4-1=0,    vel    r  ■+■  I  — •  o  ; 

V  V 

quod  auctor  ipse  annotavit  in   «Arithmetika  eleje»,  Ed.  nova  (pag.  246). 
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626  ADNOTATIONES  pag.  pd—100. 

Pag  96  et  ss,  XXIX.  Ubi  de  potentia  agitur  szepius  non  enuntiavil 
auctor  a  et  A    positiva  sintne  vel  et  negativa. 

Pag.  96,  f.  7 — 8  a  caice,  oratio  hoc  loco  parum  diligenter  est  com- 
posita,  attamen  facile  intelligitur,  itaque  nihil  mutavimus. 

Pag.  9J,  f.  8  a  caice  ordine  paullum  mutato  pro  o  =  i=a°s  scri- 
psimus   <t~a"~i ». 

Pag.  98.  f.  S  et  11,  terminos  utriusque  partis  aequationis  primEe  per- 
mutavimus,  ut  continuitas  sensus  clarius  appareat. 

Ibidem  f  2  et  3  a  calce  in  editione  prima  sequentia  contine- 
bantur  : 

erit  intra  *  quidvis  =  x — w,  et  ultra  *  quidvis  —  x'-\-co. 

Pag.  99,  f.  1  inter  uncinos  numeros  XXV,   11   inseruimus. 

Ibidem  f.  2  pro   «aut  =  aut>»  scripsimus  :   «  aut  =  K  aut  > » . 

Ibidem  f.  4—5  verba  «neque  primum  non  tale ;  nam  si  ultimum» 
quae  certe  erronea  sunt,  ita  supplevimus  :  «ergo  primum  non  tale,  nec 
enim  plus  quam  A' producit ;  nam  si  illorum  ultimum», 

Ibidem  f.  6  post  «non  tale»   insertum  est   seiusmodi». 

Ibidem  f.  10—11  m  ed.  I  erat :  «sit  illud  =  JC~\-  (l  =  o  vel  cui- 
dami-J-i),  et  fx' — (o)m=K — AV 

Ibidem  f.  9  a  calce   «asqualis»   correximus  in   «sequale». 

Ibidem  f.  8  a  calce  Momnibus  positivis)»  inseruimus. 

Pag.  gg,  f.  6  a  calce  pro  erroneo  «^  =  vel<— ,  p'=vel<C— »  re- 
ctiusscripsimus  :  «p  <.  ~r   et  P'<.It"- 

Ibidem  f.  4  a  calce  pro   «maius»  clarius  exposuimus  «>'»2-f-i)  —-». 

Pag.  100,  f.  4,  verba   adum  radix  >i»  inseruimus. 
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ADNOTATIONES   pag.  102—105.  627 

Pag.  102— w3.  In  theoremate  8.  eiusque  demonstratione  designatio 
«integer»  significationem  habet  integri  positivi.  Ceterum  demonstratio 
non  penitus  absoluta  ita  est  supplenda :  Si  N>  i,  supponatur  m,  quam- 
vis  magnum  sit  n,  tantum  ut  fiat : 

— — ->  N    id  est    m~>n[N—  i); 
n 

expleatur  tum  ineequalitas  secunda  pag.    103  sic  : 

sponte    sequitur    inde,    quamvis    magnum  sit  n,  dummodo    m>n{N —  i) 
supponatur 

itaque    y  N *—■  1,  si  m  -—-  00. 

Expleatur  porro  simili  modo  inaiqualitas  ultima  sic  : 

U  +  i)  <  n-^m^N  <?<  r  ; 

sequitur  inde,  quamvis  magnum  sit  n,  dummodo  m~>n{N—i)  suppona- 
tur,  erit  tamen 

itaque    'f~f~—-  i   si  m  --— ,  oo. 

Pag.  10S,  f.  9  rectius    fj£_^-  scripsimus  pro    ~  . 

Pag.  104,  f.  8  mutavimus  ex  sententia  ipsius  Bolyai  in  ed.  I  indice 
rerum  pag.  X,  io-mo. 

Pag.  105,  f.  8  sequalitatis  signo  intermedio  falso  apposito  omisso  et 
ordine  inverso  scripsimus  : 
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020  ADNOTATIONES  pag.  loS—HJ. 

z  =  Bm~,     z"=Vzmn- 

Pag.  108,  art,  16  ostendere  vult  difficultates,  quze  oriuntur  si  po- 
tentiae  elementaris  conceptura  ita  velis  generalem  reddere,  ut  rata 
maneat  etiam  si  exponens  incommensurabilis  sit.  At  generalem  potentise 
definitionem  contineri  serie  exponentiali,  si  mcommensurabiles  et  com- 
plexi  exponentes  occurrant,  probat  Bolyai  pag.   193,  536,  546. 

Ibidem  f.  1 — 2  quae  uncis  inclusa  sunt,  ipsi  inseruimus,  et  f.  4  a 
calce  particulee   «sed»   substituimus  «nam». 

Pag.  11S,  f.  6 — -j  a  calce.  Quse  hic  uncis  inclusa  sunt  a  nobis  in- 
serta  sunt ;  scilicet  ex  sententia  auctoris  multiplicatio  ope  imaginum 
fpag.  41,  §  281  peracta  est,  sint  videlicet  termini  iraaginis  secundum  or- 
dinem  u,  A,  B,  C,  et  primus  terminus  imaginis  ?/=i,  tunc  terminum 
ultimum  C  productum  (factum)  duoruin  terminorum  mediorum  A  et  B 
esse  dicit  quoad  «=i,  et  si  duo  termini  medii  sequales  sunt,  nempe 
A=B,  secundum  Bolyai   C—A''  quoad  u  —  1,  quod  sic  notat  : 

C=^42(quoad  z/  =  i). 

Eadem  prorsus  significatione  accipiendum  est  factum  ABC  .  .  . 
iquoad  u=i)  et  ^'"iquoad  u  —  1  i.  Considerantes  hoc  modo  notationis 
adhibito  Eequationes  non  facile  posse  primo  conspectu  percipi,  potentise 
vero  paginis  113-— 116  persa;pe  occurrere  mentionem,  pro  .^r"(quoadf/  =  iJ 
ubique  designatione  [A"'~]„,-.!  sumus  usi. 

Haud  superfluum  erit  deductionem  propositionis  f=Fk'u~'  designatio- 
nibus  prascisioribus  ita  ad  finem  perducere  :  Ad  instaT  imaginis  secundse 
ipag.  41,  §  28)  possunt  apponi  (pag.   Ii2i 


u 

=  U  —  l. 

n 

,,      u          , 

b      — <  h  ; 

n 

n       ■■■  =  a, 
n 

!>'         — /,, 

n 

nv 

.     0  u ~—o: 

a 

nv  -  -  —  a, 

nv 

b'u  -  --  F, 
•    nv 
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v          k 

itaque 

,,      a          f 

b  u         — ■ ,4 

'     nv         k 

et  quum  itidem 

b'u  -    ~,Ft 

1    nv 

babemus 

f,-4 

Si  eiusmodi  novus  factor   c    accedat,    constructis    denuo    schematibus 

a  ,,  ,        a  j. 

■  -■■■-=  a,     bc  —  -~- /,  , 

ffv* — — -~U"—i,     b'c'i.11-  ~  ■■  ■■-■—  bc  ;     «V2  -  ■■■     ~a,     b'c',uz  ■,-„-— F2. 


1F 

=  u-  —  i 

,     b'c' 

k2 

-~bc 

a 
;     «      — r 

nv% 

=  C/2=i 

,     b'c'u 

.    _! 
n2v% 

—  bc 

;     «V*  -  - , 

K27'J 

nus 

tidp, 

%    a 
n%v% 

id  est  Fs  —  -^&. 
k2 

Prasbeat  exemplum  demonstratio  regnlas  sequentis  : 

[«1..,=[(M..4.=i5T' 

Nam 

M-  =      I- 

:faquc 

Ceterum  tota  hsec   ratiocinatio    prsecipue    id    videtur    sequi,    ut   viam 
prasmuniat  introducendi  notionem  quantitatis  imagmarise. 

Pag.  ng,  f.  14  sponte  patet,  quia  iog.  u  —  log.  1  =0. 
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63O  ADNOTATIONES  pag.  121     135, 

Pag.  121,  initio  capituli  in  hac  pag.  incipientis  numero  mendoso 
XXXI  substituimus  verum  XXXII. 

Ibidem  f.  12  capituli  Bolyai  habet :  «Insigniantur  realia  quoad  —  i 
puncto  supposito  ;  ex.  gr.  Y — 4— ±?«;  nos  scripsimus  :  « Insigniantur 
realia  quoad  — i  litera  i  postposita  vel  anteposita  ;  ex.  gr.  \f — 4—  ±22'.» 
Hanc  veniam  sumpsimus  nobis  ut  lectionem  facilitemus,  nam  desi- 
gnatio  Gaussii  universim  recepta  suo  sponte  applicat  se  ad  mentem 
Bolyai  nostri ;  litera  i  eodem  modo  quo  punctum  Bolyaii  pro  abbre- 
viatione  locutionis  «quoad  u  —  —  1 .  est  sumenda ;  et  hzec  est  causa, 
cur  pro   1   non  scripsimus  i  sed   1 . ;'. 

Pag.  122.  f.  14.  a  calce  pro  2.  ±3«  scripsimus  «±2.3«, 

Pag.  124,  f.  1$  post  vocabulum  «realis»  addidimus :  «positiva». 
Ibidem  f.  0  a  calce  pro  «&  varietur»  scripsimus  «varietur  &». 
Ibidem  f.  8  a  calce   «(per  1.2.3)»  delevimus. 

Pag.  1S0,  sub  3.  f.  4  pro   <<xmt=a»   scribendum  fuit  «x'"=a«. 
Ibidem  f.  12,  pro 

scribendum  fuit : 

«x=Vai~V  fa"«. 

sic  etiam  in  sequentibus  f.  i3  et  14  signo  —  substituimus  t=. 

Pag.  1S4,  f.pa  calce  vocabula  «parenthesi  nova»  occurrunt ;  in  ed. 
I  nempe  cuique  signo  y'   parenthesis  erat  subiuncta. 

Ibidem  f.Sa  calce  numerus  valorum  falso  32  dictus  in  16  muta- 
tus  est. 

Pag.  1S5,  f.  4  ante  vocem  «item«  verba  «primum  nempe  et  ulti- 
mum»  uncis  inclusa  deleta  sunt,  porro  pro  nper  2.20  rectius  scripsimus 
«per  2»  sicut  et  pro   «2.2.2.2.2=32»  posuimus  «2.2.2.2=16". 
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Pag.  i36  capiti  in  hac  pagina  incipienti  nnmerum  iustum  XXXIII 
praeposuimus  loco  erronei  XXXII. 

Ibidem  f.ya  calce  «pactor»   correctum  est  in  «pacto». 

Pag.  140,  f.  1  et  3  signis  communibus  -t-  —  utimur  pro  >-£*,  « — ■,  et 
f.   13  intra  uncos  post  «minuendo»  vocem   «dicto»  omisimus. 

Pag.  144,  f.  7,    «u  — »   adiecimus,  at  f.  9,   «(si  x'i:n  dicatur  «)» 

delevimus. 

Pag.  145,  f.  7  a  calce  interpunctione  mutata  pro  «Quod»  debuit  scribi 
«quod». 

Pag.  146,  f.  4  a  fine  art.  6.   pro    «q-\ --,-"-. d»  rectius  scriptum 

Pag.  748,  f.  8  pro   «V3  ipsi  a»  scripsimus  «3  ipsi  a2». 

Ibidem  ed.  I  in  ultima  formula  theorematis  sub  10.  exhibiti  et  typo- 
thetarum  menda  et  in  demonstratione  subsequenti  errores  per  incuriam 
adiiKssos  habuit,  quos  omnes  emendavimus,  ut  puta  :  f.  6  a  calce  pro 
«valores  numero  pq»  scripsimus,  «valores  numero  non  maiore  quam 
pq»  sed  suppressimus,  quae  post  «ipsius  YP"!  Qmp»  sequebantur, nempe: 
«neque  huius  alius  valor  est,  quia  nonnisi  numero  pq  sunt».  Porro  in 
ultima  sequatione  huius  paginae  pro  =  scriptum  est  e= . 

Pag.  149,  f.  6  rectius  visum  est  «=)»  scribere  pro   «  =  ». 

Ibidem  sub  12.  ed.  I  ubique  signum  idem  =  habet ;  f.  3  addi  placuit 
«Ita».  Hic  allegatur  theorema  (pag.  105),  —  quum  tamen  ibi  denion- 
stratio  de  quantitatibus  realibus  solis  esset  facta  —  hic  supplendum  est 
theorema  pag.   129,  f.  3  a  calce  exhibitum,  secundum  quod  sequatio 


4f-n 
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632  ADNOTATIONES  pag.  152—166. 

etiam  pro  numeris  complexis  rata  est,  ideoque  etiam 

Ibidem  f .  6  a  calce  sub  signo  (/"  ultimo  Q"p  corrigendum  est  in    Q'"p. 
Pag.  152.  Deductiones  inde  a  f.  8  —  16    factas  eo  magis    valcbtint  si 

fuerit,  quocirca  certe  constabit 

esse. 

P°g-  fS^,  sub  77>  f~-  3 >'  itemque  pag.  158,  art.  ultimo  f.  1,  pro 
«sequente»   scriptum  est  «sequenti». 

P*g-  T55,  iram.  XXXIII  in  XXXIV,  item  pag.  161,  num.  XXXIV 
in  XXXV  erat  mutandus. 

Pag.  162,  f.  /5  ei  16  pro  :  «tam  e,  quam  .v^estu  scripsimus  «tam 
e,  quam  x  cum-t-est». 

Pag.  164,  f.  1,  verba  «signo  — -  sublato»  addidimus.  Bolyai  in  hoc  ca- 
pitulo  differentiam  inter  signa  ><  et  [><]  non  satis  accurate  obser- 
vavit,  quod  suo  quoque  loco  emendatum  est. 

Pag.  166,  In  fine  art.  4.  sententia  auctoris  non  satis  clare  est  ex- 
posita :  ceterum  theorema  initio  articuli  proposittim  pianissime  demon- 
strattun  est. 

Ibidem  f.  10  a  calce    inter    x  et    e    coniunctionem   «et»    inseruimus. 

Ibidem  f.  4  a  calce  et  tum  porro  pro  i  introducta  est  litera  r,  in 
hac    enim  editione  i  imaginaria  denotat. 
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Pag.  168,  f.ya  calce  et  deinde  porro  pro  litera  r,  cui  aliam  signi- 
iicationem  tribuimus,  introdncta  est  litera  /. 


Pag.  170  ct  seqq.  ubi  Bolyai  literis  M,  N  .  .  .  numeros  Romanos 
denotat,  loco  «M — i,  iV—  i,  jV-hi,  .  .  .»  distinctionis  causa  visum  est 
scribere  »[M—  1],  [iV— i],  [-M-hij,  .  .  .» ;  porro  pag .  171  siglis  «M,  M' » 
substituimus   *[sM],   [2M']». 

Pag.  ifi,  f.  q.  Pro  «et  altera  — •  Ai>  satius  videbatur  apponere  ipsam 
a^quationem  : 

»i^rx^II'xz^—--—A'i> 

Ibidem  f.  10  a  calce  addi  potest  illustrans  hoc  supplementum  :  «itaque, 
qiium  itu  —~AA'  et  uu  '—AA', 

uu'—uu  '•—  o, 

unde  pro  m  quamvis  magno  fieri  potest 

iiii  —  uu'<^L 

Pag.  ij2,  j.  2  Bolyai  scripserat  «ac  positiva  <JA  fuerit»,  hinc  sub- 
stitutum  est  :  «ac  omnium  terminorum  positive  acceptorum  summa  «'<JA 
fuerit». 

Ibidem    J.  penultimo  loco     «si    n    non    sit<|  -  -   4i     scriptum    est 

>Jstf,  '_/ 


,     ,      ,  r         k-hk  ■    .  .      jr  k-hl 

iyj>  J.  0   pro    «f—  ■  -i  ■    »  scnptum  est  «/  —  4->     -,  - 


Ibidem  f.  8.  pro 
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Ibidem  f.  /5,  ed.  I  habuit  zequationes  sequentes  : 

.      r,       ,  I        e  —  n     k  \  ,-,       r,       ,-,/         e — n — 2      k  \ 

A-hB=A    it— 1  -  —    -.-j-      et     C-\-D  =  C\i>~* — - -7- 

\        n  -i- 1    k  I  \  w+3        h  I 

quEe  erronea;  sunt. 

Ibidem  f.  16  et  pag.  1J4.  transscriptio  facta  est  ex  prascepto  auctoris 

[Vide  ed.  I,  errata  pag.  LIX— LX). 

Ibidem  f.  4  a  calce   «ii-\-x'f<>  scriptum  est  pro  «ii-+-x'\<i, 
Tbidem  f.  2  a  calce  inseruimus   «(k  et  h  positivisj». 

Pag.  ij3  in  nota  sub  *  ex.  ed.  I,  pag.  LIX  addita ; 

f.   1,  pro  «  —  -  "  »  scriptum  est :    «■ » 

f.  2,      b     «Accipitur»  (i  «        « Accipiatur». 

,  e  —  n  n  —  e 

%-.    7        a      « ■»  «  «  « 11    et 

■     J'  »  +  I  n  -+- 1 

n     «e—n  negativ.»    «  «        «« — e  positivum». 

f.  4  pro  «maius  negativum  prodit»  scriptura  est :  «maius  prodit»  et 
pro   nveras  negativo»   scripsimus   «verae  positivo.» 

Pag.  ij.f,  f.  5  post    ■      ■    vox  «decrescens»   deleta  est. 

Ibidem  f.  11  a  calce  pro   «posterioribus»    scriptum    est   * postremis. » 

Pag.  /75,  f,  6.  Conclusionem  :  «summa  seriei  tendit  ad  00»  addi- 
dimus. 

Ibidem  f.  /5  post  voces  «ut  summa  eorum»  ed.  I  hasc  habet :  «si  e 
exponens  seriei  qui  ad  a  est,  constans  maneret,  sit  =  aut  ^>b  .  .  .  &n  ; 
item  f.  18  post  parenthesim  erat  :  «sit  —  aut  ^>  b».  Hasc  mutavimus 
ut  sententia  auctoris  facilius  intelligatur.  Theorema  in  art.  7.  propositum 
aliter  et  sic  potest  pronuntiari :  Sint  duo  termini  se  invicem  excipientes 
cuiusdam  datas  seriei  in  genere  u„  et  u„  .  e,  ubi  e<i,  positivum  et  a 
certo  quodam  termino  incipiendo  non  decrescens  ;  si  qualecumque  quod- 
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dam  e  supponatur  constans,  series  geometrica  construatur,  cuius  expo- 
nens  sit  istud  e,  et  si  summa  terminorum  certi  numeri  huius  seriei  non 
fuerit  minor  quam  numerus  constans  b,  series  data  certe  divergens  erit. 
At  enim 

b— u„-   ■- 
et  inde  sequitur 


si  igitur  limes  ,-__!, ,  cum  n  infinite  magnum  fuerit,  non  erit  o,  series  data 
divergens  erit.  Sensu  injequalitatis  huius  est  sumptum  b  in  exemplo 
pag.   176  allato  ;  cumque  porro  identice  sit 


hoc  criterium  divergentiae  idem  est  cum  criterio  pag.    177  exposito. 

Pag.  176,  J.  it  omissis  uncinis  et  «—   -;.»   superfiuis  simpliciter  scri- 
similiter  f.   13  signo  =  suhstituimus  >. 

Pag.  iyj,  f.  11  incipit  observatio  ipsius  auctoris,  quam  pag.  LXXXVI 
ed.  I  exposuit,  quasque  hic  videbatur  inserenda.  Theorema  hic  propo- 
situm  demonstratur  pag.  588/9, 

Pag.  178,  j.  10  a  calce.  Propositio  ab  auctore  citata  singularis 
casus  est  eius,  qua  hic  usus  est.  Si  spectes  propositionem  non  esse 
distincte  enuntiatam,  accipe  hic  accuratam  demonstrationem  propositio- 
nis  ipsius  : 

Si 


u,-V-u,- 
v,-\-v,- 
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excepto  eo  casu,  si  maximum  valorem  v,  per  vs  notando  sit : 

■      {vt~hV.,-\ hV,„)-~-  O, 

Nam  sit  N  quamvis  magnum  et  qualecumque,  semper  erit : 

Su{  Svii^-  —  1)        S^Vi 

2  v>  2  v,  Svt 

quia  pro  eodem  N 

^-I<y,      (.=  1,   2,   .   .    .   ») 
fieri  potest. 

Denotetur  per  v}-  maximus  valor  cums  vt  capax  est,  erit  : 


2  ^  V, 


^--<t-z   ; 

Svi         —SVi 

i-T  Vji  =  s 

hoc  est,  si  casum  supra  aliatum  excipias,  finita  quadam  quantitate  minus, 
et  inde  cum  N~  ut  vis  augere  liceat 

2  u*  ;  SVi-"~-  1, 

quod  erat  demonstrandum. 

Pag.  iy8—So.  Ad  theorema  generale  hic  tractatum  spectant  sequentia 
tom.  I,  ed.  I,  pag.  LXXXVI  exhibita : 

i'  In  opere  hungarico  dicto  (pag.  1 54)  aliter  demon- 
stratur. 

Nempe  si  duarum  serierum  convergentium  termini  /  et  u 
fuerint,  summaeque  terminorum  usque  ad  p-\xxm  fuerint  T 
et    U,  atque  t  et   T  ab  n  (quod  utvis  augere  liceat)  depen- 
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dentia  sint,  Uvero  et  quodvis  ipsorum  u  constantia  maneant  : 
tum  si  —1,  nempe  pro  dato  utvis  magno  N  detur  tale 
n,  idem  pro  omnibus  dictis  terminis,  ut 

t  —  u<\  u  :  N,      adeoque     t  —  u  —fy  u  , 

per  f  fractionem  veram  positivam  vel  negativam  intelli- 
gendo,  atque  p  scribendo  pro  1  :  N;  tum  erit  T~—U; 
imo  si  terminorum  post  tp  sequentium  summae  (proprie 
summarum  limites)  fuerint  r  et  o,  series  ipsius  u  erit 
U-ha,  et  series  ipsius  t  erit    T-\-x;   atque 

T-\-x  —  1  U-\-  a>)  — ■  o, 
si  p  ■-—  00. 

Nam  T — U  tendit  ad  zero  et  tam  z  quam  a  liinite  o 
gaudent,  quum  series  convergentes  sint ;  adeoque  et  t  —  o> 
limite  o  gaudet,  eritque   T-\-z^~.U-i-  <a. 

Quod  T  tendit  ad  U,  patet,  si  (in  asquationibus  sequen- 
tibus  additis) 

/1    —  Wi  =fiQUi, 
tz    Ui    =fz()U2, 


t-p  —  Itp  =fpQ  ttp, 

coiumna  ad  dextram  ponatur  =  xqU\  eritque 

fjul-i-fzU2-h...-hfpup 
x~ U 

Et  si  terminus  in  nnmeratore  is,  quo  nullus  maior  est, 
sit  k,  accipiaturque  positive  et  realiter,  columna  ad  dex- 
tram  non  erit  maius  quam  pkqU :  U  idest  pk:N.  Hoc 
autem  tendit  ad  limitem  zero  ;  nam  sit  k—fui, ,  hoc  minus 
est  quam  u/, ,  adeoque  pk  minus  quam  puu,  itaque  finitum 
pro  dato  quovis  p  est,  N  autem  tendit  ad  00,  quum 
N  manente  p  et  k  utvis  augere  liceat ;  si  ex.  gr.  pro  dato 
utvis    parvo    A   accipiatur    N^>pk:l,    fiet  pk:N<^X;     et 
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si  cletur  tale  n  pro  quibusvis  terrainorum  dictorum,  accipi 
rnaximum  eorum  potest. 

Applicatum  hoc   ibidem  est    ad    demonstr-andura,  quod 

'+x  +  -f  +  S}+- 

limite  eodem  gaudent,  si  n  ^—00  et  plura  alia. 
Sensit  defectum  demonstrationis  ipse  Bolyai,  quando  —  in  emenda- 
tione  pag.  635  f.  15  —  sibi  profecto  conscius  singulari  cum  gravi- 
tate  premit  terminos  residuos  serierum  tam  constantiura  quam  variabi- 
lium  tp  et  uP  simnl,  minores  fieri  debere  quamvis  parvo  valore,  qui  cogitari 
potest,  duramodo  p  sat  magnum  sit.  Demonstratio  auctoris  strictior  fit 
in  applicationibus  —  in  Tentamine  una  tantum  invenitur  applicatio 
(pag,  179,  180),  in  opere  Hungarico  plures  sunt ;  nam  ubique  in  duas 
partes  dividitur  eius  demonstratio  :  ostendit  quidem  prius  terminis  resi- 
duis  serierum  tractatarmn  tain  constantium  quam  variabilium  tp  et  up  huic 
criterio  satisfieri,  et  postea  monstrat  summarum  terminorum  priorum/  — 
numero  finito  —  utriusque  seriei  differentiam  Tp—  UP  minorem  fieri 
quam  valorem  quamvis  rainimum  cogitatum,  dummodo  parameter 
seriei  variahilis  n  maior  sit  valore  quodam  satis  magno,  unde  deducit 

Tp~\-tp — (Up-http)  •"—■  o,     si     n  ■«-.  00. 

Post  bsec  ad  pag.  180  adhuc  notandum  est,  numerum  N  ut  et  pag, 
178  liquido  apparet,  in  ineequalitatibus  primis  non  esse  necessario  unum 
eundemque,  sed  posse  occurrente  casu  etiam  maiorem  fieri  quam   f.    6. 

Pag.  iyg,  f.  6  a  calce  pro  "-ij~»  posuirnus  «i-j---^-». 

Pag.  /Sz,  f.  i — 2  in  ed.  I  sic  habebantur :  «tum  pro  illo  m  quivis 
quotus  eiusmodi  (ut  antea)  fit  <^-x^;  adeoque  et  factum  ex  eiusmodi 
factoribus  est  <^-~sj-,  quum  N\>i  ponatur.» 

Pag.  182  numerus  XXXV  iu  XXXVI  est  mutatus  uti  convenit. 
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Pag.  184.,  f.   13  signum  —  inter  (i  4-  -— )    et  (i  +  -r-)    suppleviraus. 
Ibidem  f.  20  pro  «-        '  »  emendatius  scriptnm  est  « — - — ». 

Pfl^-.  /<?<?.  Inde  ab  art.  2  ex  instituto  nostro  pro  «*»  ubique  scri- 
psimus  «/». 

/*££".  /95,  ^.  ultimo  in  parenthesi  « —  1»  erroneum  in  « —  2»  muta- 
vimus. 

Pag.  1Q4 — igs-  Bolyai  pag.  195  inde  a  vocabulis  «Datur  autem  pro 
quibusvis  realibus  A,  B,  cet. »  incipiendo  logaritbmi  definitionem  plane  ad 
sententiam  nostri  asvi  exbibet.  At  contra  definitio  «logarithmi  elemen- 
taris»,  uti  pagg.  51  et  96  legitur,  sicut  pag.  194  a  vocibus  «Nempe 
(pag.  51  et  96}  est  cet.»  incipiendo  exempla  allata  manifesto  ostendunt, 
omnino  laxa,  poterimus  dicere,  soluta  est.  Conclusio  inde  sequens,  a 
Bolyai  silentio  suppressa,  est,  hanc  laxam  et  solutam  definitionem 
reiiciendam  esse.  (Cf.  pag.  536  §  12). 

Pag.  /05,  f.  4—$  nota  vocabulum  «decies  millionesima»  pro  «cen- 
ties  centum  millesima.» 

Pag.  iqj  et  ss.  Ed.  I  potentias  functionum  trigonometricarum  hoc 
modo  notat  «cos.  x",  sin.  *"  ...»  In  hac  editione  pro  his  ubique  aut 
«(cos.  x)m,  (sin.  «)w  .  .  .,  aut  «cos.'"  x,  sin.ra  x  .  .  .»  posuimus. 

Pag.  199,  f.  5,  pro   "(Fig.   17)»  scribi  debuit   «(Fig.   17.  bis).» 
Ibidem   f.  9  verso    ordine    pro   «>  ab  aut  <ab»    scripsimus    «<ab 
aut  >ab». 

Pag.  200,  f.  11  vocabulum  «inde»  addidimus. 

Pag.  201,  art.  5,  f.    1  vocabulum    «superius»    deletum    est    sicut    et 
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f.  3  deleta    snnt    «C  superius».    f.    j   totns    insertus    est,    sicut  et  f.  g 
vocabulum   «inde». 

Tbidem,  art.  6.  f.  1  «—e"'1"1»   deletum  est ;  porro  f.  7  exeunte  pro 
«e"v'~'»   scribendum  fuit  «e't"y~'». 

Pag.  2o3,  f.  2  mendum   typothetze    emendantes    pro    «log.»    scripsi- 
mus   ilog.  (—  -)». 

Pag.  204,  f.  1  textus  pro   «praecedente»   scripsimus  «praecedenti». 

Pag.  206,  f.    penultimo    quoad  definitionem    functionis    absolutas    cf. 
ed.  I,  pag.  LXII,  tomi  I  et  ed.  huius  pag.  593. 

Pag.  207,  f.  12  ex  instituto  «sequenti»  scriptum  est  pro  «sequente.» 
Sequentibus    versibus    loco    denotationuni  a  Bolyai  propositarum  pro 
commodo  lectoris  alias  adhibere  visum  est,  ita  scripsimus  : 


f.  3  pro  'V  ®x  .  .  . 

d'f{x,  .  .  . 

«       tl®*  .  .  . 

dftx,   .   .   . 

f.  4     ■     'V*©  x,  y    . 

.  .  dlflx,  y   . 

•      <(D*>  y    . 

.  .  idem 

f.  5   -    «JK  y  ■ 

.  .  eJ,./w,  y,    . 

Porro  notandum  est  in  ed.  I  inter  artt.  2  et  3  huius  paginas  inserta 
fuisse  sequentia  : 

Interim  ut  Tyrones,  partim  per  literas  antepositas  fac- 
tores  per  superius  ad  dextram  positas  vero  (quod  etiam 
fieri  soletl  exponentes  intelligere  consveti,  minus  confun- 
dantur  ;  et  partim  tradenda  clarius  discernendo  facilius  per- 
cipere  queant :  liceat  diversas  functionum  formas  ipsas 
arcubus,  penitus  aut  magis  minusve,  supra  vel  infra  aut 
circumcirca  literam  numeruin  aliudve  signum  clausis,  deno- 
tare ;  ea  cum  determinatione,  ut  signum  ita  inclusum  per 
id,  quod  clausum  est,  amittat  vim  quidquam  aliud  preeter 
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functionis  formam    denotandi,    etsi  non  clausum    aliudquid 
denotaret. 

Ex.  gr.  Qx,  Q>,  y...,  @x,  {A)x,  (B)x,  {F)x,  (U)x, 
[a)x,  (b)x,  (f)x,  (u)x...,  Esfc,  functiones  quasvis  significare 
possunt.  Ita  (s)x  potest  sinum  arcus  x,  ( ">  )x  sinum  versum. 
[t)x  tangentem,  \§)x  secantem,  [S)x  cosinum,  I  WAx  cosinum 
versum,  (T)x  cotangentem  [§)x  cosecantem ;  quorum  ple- 
raque  uno  calami  tractu  scribi  possunt. 

Ita  si  z  sit  sinx,  arcus  ipsius  z  per  (a,s)z,  et    si    a    sit 

tangx,    arcus    ipsius    u    per  (a,t)u\  ita  log.  nat.j.1  per  (l)y, 

log.  vulg.jyper  \L)y,    et  numerus  cuius    logarithmus  z  est, 

per  in,  l)z,  vel  (n,L)z,  denotari  potest. 

Hgec  omriia  designationes  in  hac  editione    adhibitas  spectantes  omit- 

tenda  censuimus. 

Pag.  208,  sub  J.  f.  1,  mutato  tantum  verborum  ordine  scriptum  est 
«iam  in  A(x)  substituatur  x-hi  ipsi  x». 

r,  .,       -  .,       ,        ,  ■     A  (x-hi)-A  (x)  \A)  (x-k-i) 

Jhuiem  y.  //  recr.e  scribcnuum  luit  « 4- -—'-«  pro  «--  ■■■■— . — -». 

Jbidem  sub  4.  erroneum    «ipsi  i»   emendavimus  scribendo   sipsi  x». 

Pag.  sog,  f.  12,  pro  *(A)$x — (A)  (3 —  2)*»  scripsimus  ut  res  postulat 
*A($x)— A(2x)k 

Ibidem  art.  4  versu  ultimo  vocabulum  «seriei»,  quod  Bolyai  post 
vocem  «terminus»  per  oblivionem  omiserat  restituendum  censuimus,  hic 
enim  ubique   «terminus  seriei  generalis»  tractatur. 

Pag.  210,  f.  5,  qua;  hoc  loco  in  ed.  I  inter  vocabula  «generales»  et 
«denotentur»  inserta  fuere,  ordine  paulum  mutato  in  f.  6  et  7  relegavi- 
mus  hoc  modo :  pro 

*(A)mx—  (A)  (m—i)x     et    (B)mx—(B)  (m—i)x« 

ex  instituto  nostro  scribendo 
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a(mx)=A(mx) — A((m — i)x) 
b(m£)=B(m£) — B{\m — i)#). 

Ihidem  ad  locum  ultimuin  nota  definitionem  functionum  absolutarum 
et  non  absolutarum  inveniri  in  ed.  I,  pag.  LXII,  sub  III  et  in  hac  ed. 
pag-  593- 

Pag.  211,  f.   6,    post    «idema    inserendum    censuimus  :    «et    in    serie 
huius    A  (x)   termini    omnes    eodem    signo    gaudeant» ;    secus    enim    pro 

A 

inaequalitate  U—A<—jj    scribendum  esset 

TJ       .    .  *i*a[ix)^a(2x)>i<—*i*a(nx) 
u—ji^  —■■  —  ■      -—     -  ■-  - 

Conditioni  restringenti  i.n  functiombus  hic  tractatis  intervallum  o  et 
nx~a   apte    dividendo    semper    satisfieri    potest,    (Cf.    pag.  611   sub  III.) 

Pag.  212,  loc.  penultimo,  posse  n  pro  quovis  N  ita  augeri,  ut  quando 
X,  ->o  fuerit,  quodvis  ipsorum  f,  g,  h,  .  .  .  <fig.  19)  sit  minus  quam  no- 
minis  eiusdem  Htera  maiuscula  per  N  divisa,  et  quidem  pro  eodem  n, 
etiam    ex    sequentibus    manifestum    iit.    Pro  y  —  fix  -+-  y   et    sf—fix  est : 

h__  _ax  __  \@xx  = jlx 

~~"~~x(tfx+y)-  _-  ax~xi30£-h7)-±-Pxx      ^.3-1)^+7 

et  generaliter 

u(m£) — a(m£) fi . 

a(mx)  [2m — i)[ix-+-y 

Tum  ut  fiat 

_i 
(2m- 
scilicet  quod  idem  est 


21)1  - 


ufficiet  pro    -^->o  accipere 
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ADNOTATIONKS   pag.   3{2     2fJ.  643 

W->Nt    sive    n>N$X  ■ 

Si  vero  v=o  est  non  potest  tale  n  reperiri  pro  quolibet  m  ;  nam  pro 

m\> est 

u  (mx) — a  (mx)  ___       i       ^^1 


unde  pro  m  substituendo    —*-  sequitur  loco  conditionis  pag.  213  y    6 
calce  indicatse  sufficere    n  >•  - — - — -     accipi. 


,  1 1  ■+-N)  x    , 
bi  vero   pro  7=0  sit  n<Z,^~- -— ,   noc  est 


2q 

u[mx)—a  imxj . 


N 


Notandum  etiam  in  ed.  I.  ultimis  aequationibus  pag.  213,  interpositas 

,..,..  .       .  ( N-h2)  xq— qx  I 

fmsse  has  imagmes    transitorias    «x  :  - *-    ■* — >   et  ■-»"-■ »,  quse 

ut  superfluse  omissa;  sunt. 

Pag.  212,  f.  5  a  calce,  post  osits  insertum  est  «et  y={fx-hy», 
quapropter  et  in  sequentibus  ubique  y  est  scriptum  pro  a  ;  porro  in  f. 
proximo  et  pag.  213  x  intervallum  est,  quod  pag.  209.  per  «  erat  deno- 
tatum. 

Ibidem  f.  2  pro   «<J»   scriptum  est  «non  <J«. 

Pag.  2/6,  loc  3  in  ed.  I  constans  litera  k  designatur,  cui  alibi  ubique 
c  est  substituta. 

fbidem,  loc.  4,  Peculiaris  designatio  integralium  determinatomm  hic 
adoptata  amplius  non  occurrit,  itaque  lectori  nullam  adferet  difficultatem, 
quapropter  in  hac  editione  non  mutandam  censuimus. 

Pag.  217  f.  12  vocabula  «per  dA[x),  6B{x)  denotatum»  inserta  sunt. 
(Est  hasc  emendatio  ipsius  Bolyai  ed.  I,  tom.  I,  pag.  XXXVI  exhibita.i 
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644  ADNQTATIONES  pag.  220—227. 

Pag.  330  f.  4  »suppositie»  per  errorem  typotheta;  mendosum  muta- 
tum  est  in  «suppositive.» 

Pag.  220  f.  6  a  calce  « Summa  vero  coefficientis  omnis  .  .  . « 
[hungarice:  uninden  coefficiensnek»)  soloecismus  est,  pro  quo  lege : 
«Summa  vero  coefficientium  omnium,  per  quos  litera  puncto  insignita  x 
nmltiplicata  est  Eff.t  Nempe  hic  derivata  ipsius  A  (x,  y,  .  .  .),  signis 
consuetis  scripta,  sequens  intelligitur  : 

OA       _A     dy  _ 
dx        fiy     dx 

Pag.  320.  f.  3.  Editio  prima  pro  yymx)  scripsit  y*mx  etc. 

Pag.  221,  t.  1  et  2  litera  x  per  errorem  typothetae  istis  functionibus 
prseposita  deleta  scriptum  est  a(x),  relative  a\mx). 

Pag.  233,  sub  ij  in  fine  « et  idem  quoad  derivatam  probabitur  0 
spectat  ad  f.  3 — 5  pag.  344,  ubi  legitur  :  «et  derivata  quoque  sit  summa 
derivatarum  quoad  singnlas  variabiles  acceptarum». 

Pag.  223,  f.  y  pro  «m»  scribendum  censuimus  «x».  Errorem  calami 
vel  typothetae  fuissc  suspicamur,  sed  non  plane  manifestum  est. 

Tbidem  f.  14.  Bolyai  tacite  supponit,  etiam  differentialium  seriem 
convergentem  esse. 

Pag.  22$,  articulis  in  hac  et  sequentibus  paginis  sub  VI  expositis 
pro  numeris  literas  prseposuimus. 

Pag.  22J,  sub  gj  in  editione  originana  sic  ordiebatur  auctor  :  «Si 
terminorum  plurium  summa  ad  exponentem  4-<  vum  elevata  sit  deri- 
vata  Esf.  .  .»  Ex  ipso  tenore  contextus  liquido  apparet  pro  «elevata» 
scribeudum  fuisse  « elevatorum » ,  quod  et  ei  substituimus  simul  vocem 
«integrumu   inserendo. 
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ADNOTATIONES  pag.  228—234..  645 

Pag.  228,  art.  j.  Demonstratio  hsec  non  omnino  valet,  irrita  enim 
tit  nisi  series  integranda  absolute  convergens  sit. 

Pag.  229,  etiam  hic  singulis  articulis  snb  VII  comprehensis  pro  nu- 
ineris  literas  prseposuimus. 

Ibidem,  art.  d)  f.  5,  sententia  clarior  fuerit,  si  a  verbis  «per  x 
vero  ...»  incipiendo  pro  iis,  quas  nunc  leguntur,  scripseris :  «per  a-i-x 
vero  distantiam  puncti  variabilis  ipsius  M  a  plano  P  intelligendo». 

Pag.  2J0 — 2J1.  Hic  et  ubique  cuivis  integrali  et  functioni  primitivae 
accensenda  est  constans  etiam  si  non  fuerit  adscripta,  ut  ipse  auctor 
pag.  232  sub  finem  art.  VIII,  a)  monet. 

Ibidem,  f.  ultimo  ed.  I  habuit :  «Solet  hoc,  quod  dv  sit  =  dds  sive 
dzs  ...»   ubi  pro  cl  scribi  oportuisse  vl  manifestum  est. 

Pag.  2J2.  11  pro  «fgt»  lege  «fgt»  ;  ubi  etiam  nota  ordinem  ed.  I 
paullo  mutatum  esse. 

Pag.  232  f.  12.  Vocabulum  «posita»  post  «constante»  delendum 
censuimus. 

Pag.  232.  In  fine  art.  VII  pro  «fgdt»  scripsimus  «fdtfgdt»  quod 
facilius  legetur. 

Pag.  233,  f.  2  a  catce  inseruimus   «constante  posito  0«. 

Ibidem  f.  i3.  Fig.  21  non  convenit  cum  textu,  itaque  corrigenda 
erat ;  sequabilitatis  causa  pro  a  est  a  positum. 

Ibidem  f.  ultimo  post  «A(x)= o»  additum  est  «pro  x=a — b»  facili- 
oris  lectionis  causa. 

Pag.  234  f.  /—5  plures  typothetse  errores  irrepserant,  quos  emen- 
davimus.  Habuit  enim  ed.  I  hoc  loco  :   «erit 
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646  ADNOTATIONES   pag.   23Z—238. 

A (o)—B(o)—B(x)-¥A (x)~—B(x)  ——  Ux-h  ~—  ax\  — 
~ax  —  bx — — ,  quod  (pro  x— a — b)  est 
=  a  (a  —  b)  —  b(a  —  b  — ^— - — -,   et   hoc  (reducendo   ad 
denom.  eundem)  est 

(a — b)  (2a — 2b — (a—b)    (a — Vf 

2  "  2       '* 

Ibidem  in  ultima  asquatione  art.  b)  pro  «— -»  scripsimus  «>— 1«  et 
signo   «  =  »  substituimus  <te=». 

^a^.  235—237,  art.  b).  Exacta  descriptio  areae  hyberbolae  exposita 
est  pag.  237  sub  c)  in  ultima  sententia  particiilee  primas.  Item  soliditas 
hyperbolte  a  plano  circuli  per  af  descripti  incipit  et  extenditur  in  infini 
tum  in  directione  asymptotas,  quas  axis  rotationis  est. 

Pag.  238,  loc.  ultimo  ed.  I  heec  habebat : 

nNam  seriei  summa  tota  esset  (per  162) 


2u     2U — m3_  2 — u2 

2 — «2  2u  2 

quod—  r,  dum  u—.o.» 
Certe  in  hac  expositione  aliquid  incongrui  latet.  Est  enim  series  ex- 
ponentium  seriei 

u     2u     3« 

T  ~3  "'    4  '  '  "  ' 


Itaqu' 


5>77-K  -—— f-  "--)-...   id  est  5>w:(i ' 


esse  vero 


,Google 


ADNOTATIONES  pag.   239—24.$.  647 

s<a+y  :  (1—  «*) 

manifestum  est,  quisque  enim  exponentium  seriei  ipsius  5  est<jw,  eoque 
magis  <}z/2. 

Pag,  23g  f.ga  caice  post  «log.  z»  adiecimus  «-f-constans»,  quia 
modus  eruendi  hanc  constantem  in  sequentibus  exponitur. 

Pag.  240,   f.  2  pro   «o — (A\p=o — (B)p»  scriptum  est : 
A<p)=BtJ\     et    A[p)—B(p)=o, 

Pag.  242,  f.  ultimo  pro  ««— kva,  quod  error  calami  esse  videtur, 
scriptum  est  :    « a  (x)  =  kb  (x).  0 

-P#£*.  2^,  f.  5  e^  (5.  Qute  ed.  I  hoc  loco  habet,  minime  conveniunt 

cum  prsecedentibus,  et  facile  apparet  aliquem   latere    errorem,    pro    «est 

<->■-»   enim  ibi  legitur  «est  <  ■ -.-  :  f  1 7  )—  ("7—0    5  ">'  Porro  ubi  f.  6 

fuisset    scribendum  :     «erit    defectus    ■< -— .  o»  scriptum    est :    «erit 

,«-+-2  r 

,«-+-2  ,«-H2 

(,M-t-2 —  ^)-j"  2,w         ~ 

Pag.  244  et  245  tota  evolutio  huius  exempli  h)  in  hac  editione  differt 
ab  ed.  I.  Ibi  enim  iam  ipsa  evolutio  termini  J(i — xz)~~~  aliter  apparet, 
nam  ed.  I.  habet : 


3.2        5.2.4        7.2.4.6  " 

pro  quo  ed.  II.  recte  sic  scribit : 
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ADNOTATIONES  pag.   248—253. 


w—  ({l  —  **)     2=j(i-H*      **+f 


2.4.6 


1      x3      i.-;     x^      1.3.5     ^7 
23       2.4     5       2.4.6     7 

Itaque  denominator  in  calce  pag.  244  appositus  est : 

2.4...  \.2n— 2)  ,  (2»  —  1)  2;"_ ',     pro     12« —  1)  2  .  4  ...  2  [« — 1)  22"-1 

quod  re  quidem  idem  est,  sed  forma  differt,  neque  cum  prascedentibus 
congruit.  Nihil  ergo  mirum  est,  si  initio  pag.  245  i.pag.  214  ed.  I)  error 
ex  evolutione  seriei  ortns  continnatur,  et  exponentem  seriei  ultimas 


J      (2»-!-l)2«  .  2*"  +  1 

facit  et  ■<  1  ponit,  cum  <  v-  debuisset  poni.  Hasc  in  ed.  II  correcta 
sunt,  et  prteterea  pag.  245,  f.  3.  vocabulum  « calculata »  addi  placuit 
luciditatis  causa. 


Pag.  248,  cj  Hic  auctor  motum  rectilineum  supponit,  qui  eodem 
tendit  quo  vis  ipsa  agere  nititur. 

Pag.  251 — 2£3.  Errores  calculi  vel  calami,  qui  ipso  Bolyai  fatente 
(vide  ed.  I,  pag.  LXXII)  hic  irrepserant,  secundum  indicationem  ibi 
datam  correcti  sunt.  At  in  f.  3 — 5  a  calce  pag.  253  alter  error  atten- 
tionem  auctoris  fugerat,  ibi  enim  in  ed.  I.  haec  leguntur :  «et  si  hoc 
addatur  velocitati  priori,  quam  formula  snperior  ad  superficiem  terrse 
dat,  prodit  velocitas   «finita  ad  centrum». 

Applicando  enim  principium  de  vi  viva  prodit 


-[a — r)       C  gz 
ar  J    r 


unde  pro  z=o  sequitur  ; 
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ADNOTATIONES   pag.  256— 26j.  649 


1£L 


■{a — r\-\-gr. 


Pag.  256.  Art.  1.  Experimenta  in  hunc  finem  instituta  satis  prope 
videntur  accedere  ad  suppositas  a  Bolyai  rationes ;  pro  —  scilicet  ratio 
prope  -§-  est. 

Ibidem  ari.  2  clausulam  (per  reg.  de  tri)  sequationi  subuinctam  de- 
lendam  esse    censuimns. 

Pag.  257,  f.  6  signa  —  sunt  apposita. 

Pag.  262,  f.  2,  «ab»  corrigendum  erat  in  «ac»;  et  signis  <J,  |>  sim- 
plicia  <,  >■  sunt  substituta. 

Pag.  26S,  f.  S  pro  —  et  -$-x  quse  in  ed.  I  profecto  per  calami 
aberrationem   irrepserunt,  scriptum  est  —  et  -3-  x. 

Pag.  264,  f.  5  et  sic  etiam  in  sequentibus  pro  «a-hx»  scriptum  est 
«JC»  quod  lineam  abscissse  denotat. 

Tbidem,  f.   14.   «<$M»  denotat  derivatam  linese  quoad  x. 

Pag.  266,  f.  1.  p  scriptum  pro  P  mendum  typothetae  tollit.  Con- 
structio  sententia;  a  verbis  «Si  vero  ...»  incipientis  non  satis  lucida 
est,  sed  illustrat  eam  sententia  subsequens  a  verbis  «Si  ex.  gr...»  orsa.  Con- 
tinet  scilicet  enuntiationem  istius  theorematis  in  casu  singuiari  hic  trac- 
tato ;  scilicet  centrum  massee  simul  centrum  esse  virium  parallelarum, 
qua?  massis  smguiaribus  in  punctis  attractis  sitis  proportionales  sunt. 

Exempla  pagg.  266 — 269  allata  pro  numeris,  literis  sunt  signata. 

Pag.  267  sub  d)  dexterze  parti  aequationis  ultimse  signum  1 — 1  pras- 
positum  nec  secus  in  asquatione  sub  ej  duobus  terminis  postremis  ad- 
ditum  typothetas  errorem  emendat.  Abscissam  centri  gravitatis  ideo  prse- 
cedit  signum  1 — 1,  quia  signum  termini  a  ~+-  x  in  quovis  puncto  massas 
negativum  est,  dum  4M  positivum  est, 
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6$0  ADNOTATIONES  pag.  2J2—282. 

Pag.  2-J2  art.  extremo  :  «quo  feriente  omnis  partis  huius  celeritas  c 
fieri  potest»,  scilicet  si  punctum,  quod  vis  MDy  impellit,  cum  ipso  per- 
cussionis  centro  coincidat,  sed  directio  eius  opposita  sit  directioni  motus 
efficiendi  eiusdem  puncti. 

Pag.  274,  f.  7,  pro  his    in    ed.  I  sequentia    habentnr : 

«exponens  eoeff.  semper  <]i  est,  et  quidem  in  utroque 
casu  sive  4-*  sive  < — ■  fuerit  k\  nempe  pro  ^k'>\,  duo 
proximi  exponentes  coefi.    exprimi  possunt    pro   u  integro 

k — ,//  k- — U — I  ,  ,11 

per    — — '--     et  '-         ;    et    redueendo    ad    aenoin.  eun- 

r  ,i/H-I  f<-\-2      ' 

dem,  patet    priorem    esse  [>  posteriore    (etiam    pro  fi—o) 
si  vero  —  k>\,  demonstratum  est,  maximum    exponentem 
coeff.  esse  ipsum  — k»; 
Brevius  base  sunt  exposita    ut    faeilius    legi    possint,    praecipue    quod 
versus  citati  non  satis  lucidi  sunt. 

Ihidem  f.   14  «maximus»   hic  ad  valorem  absolutum  referendum  est. 

Pag.  2jy,  f.Ja  calce  loco   «k*  scribendum  erat  «K». 

Pag.  2j8.  In  ed.  I  sequationi  in  capite  huius  pag.  apposita?  subiuncta 
erat  clausula :  « fabstrahitur  scilicet  heic  a  determinatione  4-  et  >- 
sensu  pag.  37)».  Quoniam  in  hac  ed.  summa  cum  cura  distinximus  signa 
><  et  !><],  hanc   clausulam   ut  supervacaneain  omittendam   censuimus. 

Pag.  2j8,  f.  12,  ubi  ed.  I  habet:  «— ft— — f$ — o>-\-ft—- — o>,  error  ca- 
lami  manifestus  est,  quem  itaque  sustulimus. 

Pag.  282,  f.  10,  affirmatio,  «quovis  dabili  maius  iieri  potest»  cum  hac 
restrictione  est  accipienda  :  nisi  A[q\  et  B\q)  simul  fuerint  —  o. 

Thesis  ipsa  in  opere  Hungarico    «Arithmetika  Eleje»    Ed.  nova  pag. 

254  ita  est  exposita : 

,                 .         .      .    ii  v 

0  \uvi  =  vu-+-uv.  si  - -— .  o    et      -  --— o. 
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Pag.  284  sub  3)  et  fag.  285  sub  _/.  verbum   «Est»   prasposuimus. 

Pag.  286,  sub.  5.  f.  12  pro  cs1,  quod  in  ed.  I  erronee  est  positum, 
— cs*  restituimus. 

Pag.  287.  In  hac  et  in  subsequentibus  paginis  pro  «corda»  ubique 
scriptionem  «chorda»  adhibuimus. 

Pag  28g,  f.  5  ante  vocabulum  «plagam»  praepositio  «in»  necessario 
erat  inserenda. 

Quod  definitionem  «formse  curvas  attinet,  ista  in  tom.  I,  ed.  I,  pag, 
458  ita  legitnr: 

«6.  Passus  hinc  est  cogitare :  quid  si  forraa  aliqua  ad 
nullum  sui  punctum  angulo  gaudeat?  dicatur  forma  eius- 
modi  fluens ;  .  .  .  7.  Ita  facile  conceptus  formas  fluentis 
etiam  cum  exclusione  rectas  planique  componitur :  ori- 
turque  forma  fluens  cuius  rmlla  portio  recta  aut  planum 
est,  et  dicitur  forma  eiusmodi  curva. 

Pag.  289,  art.  ultimo  sic  orditur :  «Si  lineaa  nulla  portio  recta  «sit. 
e  talibus  portionibus  constare  debet,  quarum  cuiusvis  aut  crescunt  or- 
dinatee  aut  decrescunt  fad  dextram  intelligendo). »  Certe  notatu  digmim 
est  hanc  thesim  a  Bolyai  ut  demonstrandam  esse  propositam,  quamquam 
demonstratio  ipsa  certo  captioni  innititur. 

Pag.  28g,  art.  4.  pro  p  scriptum  est  p,  quod  punctum  rectse  denotat. 

Pag.  290,  sub  3.  loco  p  scriptum  est  P,  quod  hic  punctum  tem- 
poris  significatur. 

Pag.  2p2,  f.  ./,  in  ed.  I  per  errorem  calami  aut  typothetae  est : 
«nisi  in  convexas  puncto  .  .  .»,  ubi  scribendum  erat:  »nisi  in  concavae 
puncto  .  .  .1; 
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652  ADNOTATIONES   pag.   294-    2Q8, 

Ibidern  sub  7.  Quod  in  hoc  art.  exponitur,  summa  attentione  dignum 
est:  datnr  scilicet  demonstratio  elementaris  existentiaa  longitudinis  arcus. 

Pag.  294,  f.  /J,  ed.  I.  lectOTem  ad  pag.  230  remittit,  ubi  manifesto 
typotheta  erravit ;  ceterum  haac  ex  praecedentibus  sponte  sequuntur  itaque 
citatione  non  est  opus. 

Pag.  2g6  signa  maioritatis  et  minoritatis  >,  <_  substituta  sunt  signis 
|>,  <j  qute  ed.  I.  posuerat. 

Ibidem  sub  9.  f.  1  pro :  «atque  ordinata»  scriptum  est :  «atque  ordi- 
natis»,  quod  sensus  enuntiationis  postulat. 

Ibidem  sub  9.  f.  2  «erit  functio  differentianda  inon  ut  antea,  sedj 
in  concreto  data»;  quid  voluerit  Bolyai  his  verbis  intelHgi,  diserte  ex- 
positum  est  in  opere  Hungarico  «Arithm.  Eleje»  pag.  257,  art.  ultimo, 
ubi  sic  disserit: 

«Ceterum    notandum    est    functionem    differentiandam, 

si    e.    gr.    longitudinem    curvse    A(x)    significet    vel    aliud 

eiusmodi,  non  ita  evidenter  dari,  quam  aream  inter  ordi- 

natas,  abscissam  et  curvam  comprehensam,  quando  et  ter- 

mini  seriei  incrementorum  omnes  sub  oculos  cadunt ;  sed 

tantum  eiusmodi  quoddam  variabile  Z  datur,  ut  Z-*~- A(x) 

si  «  —  00,  quando  scilicet  ubi  demonstratura  est  iTgaudere 

limite,    hic    limes  itidem  in  certam    formam  redigi  potest, 

sicut  area  memorata  ;  et  fit  functio  teque  independens  ab  n-n. 

Notandum  prasterea  omnia  sub  9.  hic  proposita    contineri    ea    condi- 

tione,  ut  y  et  y  eadem  habeant  signa  prasposita ;  ideo    in    f.    penultimo 

inserta  est  prtepositio  «pro»,  quod  itidem  factum  est  sub  10.  f.  3. 

Pag.  298,  f.  7.,  post  «a  et  b»  ed.  I.  addit:  «nara  ft>  b  (p.  261), 
y"-hl,_z>y'-{-l",  quia  k>X\  atque  y' -\- ).' >  y  » .  Heec  sane  omnia  vera 
sunt,  sed  ex  iis  nequaquam  sequitur  thesis  prascedens,  quas  tamen  ex  ipsa 
figura  modo  sat  noto  verificari  potest.  Ideo  addita  hsec  clausula  de- 
leta  est. 
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Pag.  Jo2,f.  8  et  9  Constructio  sententias  obscurior  est  quidem,  atta- 
sn  facile  intelligitur,  quid  voluerit  auctor  dicere  his  verbis  «aut  vero 
scissa  (post  *=-l)  a  o  crescens  accipi  poterit»,  scilicet  ait  x — r  —  y 
isse  positivos  valores  suscipere  a  o  semper  crescendo,  quod  idem  ex- 
imit  subsequens   «ant  labscissai  ab  x=i   usque  ad  .  .  .« 

Pag.  JoJ,  f.  4—6.  Hic  sicut  et  in  figura  38 — va  dimidium  x  etiam 
;r  x   designatur. 

Pag.  Joy,  f.  11  a  oalce  pro  «aut»  scriptum  est  «nec». 
Ibidem  f.  ultimo  pro   «secundee»  scribendum  fuit  «secundi». 

Dag.  JoS,    f.    16  a  caice.    Prjepositio    «per»     manifesto    errore  calami 
nissa  inseri  debuit. 

Pag.  Jog.  sub  b)  f.  4.  vocabulum  «axi»  (sc.  abscissarum)  necessario 
seri  debuit, 

Pag.  Jio  f.  ultimo  1— n  scriptum  est  pro  4-1. 

Pag.  J12,  f.  7  »respondentes»    erat    scribendnm    pro    «respondens». 

Ibidem  f.  o  exponens  —  addi  debuit  in  formula  ««iUx* — *+).< 

Ibidem  f.  f.  11  et  12  substituti  sunt  iis,  quse  in  ed.  I  sic  habentur : 

nubi    factor    prior    4-    est    pro    valore    HH    vo    ipsius 

\?'x2—x\  posterior  autein  <—<  est ;  nam  reducendo  ad  deno- 

minatorem    eundem,    et   terminum    ultimum    per    x'1    divi- 

dendo  fit.  .  .» 

Pag.  SiJ  f.  7  vocabulum   «patet»  additum  est. 

Pag.  J14.  Aequatio  secunda  huius  paginse  in  ed.  I  ita  stat: 

.,  bx—2  (3x3     "  -■ 

tfy=    ■    - 


l  |A#3  — #=       2]f(X3 
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quod  profecto  erroneuin  est.  Error  hic  calami  propagatur  per  totum 
exemplum,  quapropter  etiam  sequentia  hoc  errore  contaminata  trans- 
scribere  oportuit. 

f*aSi-  -?!6  £t  320  de  diversis  relationibus  est  sermo,  quapropter  figu- 
ratn  49  utrique  casui  conformiter  bis  delineari  curavimus. 

Pag.  3/8,  f.  7  pro   «ostenduntur»   scriptum  est   «ostenditur». 

Pag.  320,  f.  10  a  calce  vocabulum  «positivum»  in  ed.  I.  omissum 
insertum  est. 

Ibidem  f.  ultimo  tittilus  sepulcri  Jae.  Bernoullii  paulum  mutatus 
est ;  habetur  enim  sic  :  «Eadem  mutata  resurgo».  Vide  ;  Jac.  Bern.  Opera, 
Genevee  MDCCXLIV  ;  pag.  30. 

Pag.  322,  f.  2,  litera  m  numeruin  certum  denotans,  porro  f.  13, 
terminus  finalis  Mix+af  itemque  f.  17  in  parenthesi  terminus  ultimus 
Mx'"  additi  sunt,  quo  facilius  hsec  legi  possint. 

Eadem  causa  f.  y  pro  «ut»  scriptum  est  «adiecto»  et  verbum  «esse» 
e  f.  8  in  f.  9  est  transpositum. 

Pag.  323  f.  3  «maximum»  in  «minimum»  debuit  mutari  sicut  et  in 
tribus  inasqualitatibus  subsequentibus  <J  in  J>  erat  mutandum. 

Pag.  3^3,  sub  2.  In  opere  Hnngarico  seepius  citato  ipag.  329  f.  9 
a  calcei  demonstratio  aliquamdiu  concinnior  fit. 

Pag.  324  f.  5,  brevius  et  concinnius  vocabulum  «ubi»  positum  est 
pro  circumscriptione:   «nam  dici  potest.» 

Pag.  32^,  f.ya  calce  et  inde  porro  Mt±,,  -A^+,  scripsimus  pro 
\p-\-i)*M,  {p-*-i)*N  editionis  primee,  ut  facilitati  lectionis  consulemus  ; 
nam  Bolyai  certe  noverat    significationem  indicum   ^vide  pag.  208  f.  5.1 
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et  supponi  potest  nonnisi  dificultates  typograpbia:  obstitisse,  quominus 
iam  anno  1829  indicibus  uteretur ;  in  additamentis  posterius  impressis 
iam  ubique  apparent. 

Pag.  327  f.  1,  pro  o  ed.  I  habet  a  ferror  typotheta?'. 

Ibidem  sub  4.  f.  1  «exemplum  prius  allatum»  ad  evolutionem  seriei 
\a-\-xt  refertur,  quas  pagina  prascedenti  tractata  est. 

Ceterum  ex  hac  pagina  et  sequentibus  apparet  Bolyai  non  novisse 
quam  vim  habeat  ordo  factorum  in  seriebus  infinitis,  quod  tamen  ei,  si 
rationem  temporum  habeas,  minime  imputari  potest. 

Pag.  328,  j.  8.  Vocabula  «solummodo  tales»  inserta  sunt,  quum  ex 
toto  contextu  liqnido  appareat  haec  nonnisi  per  errorem  calamj  a  Bolyai 
omissa  esse. 

Ibidem  f.  11.  «positivus»  insertum  est ;  itein  f.  5 — 6  a  caice  idem 
vocabulum  est  additum. 

Ibidem  f.  2  a  calce  «pro  <y  positivo  et  <2»  scripsimus  loco  «pro 
«■<■«•»  nempe  a  per  errorem  calami  loco  d  irrepsisse  patet  (art.  2, 
y.  ultimoi. 

Pag.  32Q,  art.  ultimo.  Si  quis  planius  ac  ptene  pedetentim  ratio- 
cinium  hic  expositum  prosequi  velit,  sic  procedet :  Quum  sit 

v  +4-+ i  +-<4  +4+4  +-<4-  ■■"-*''<• 


sitque    «'<! -,  sponte  sequitnr  esse  : 

4(.—")  4(1 -f)  • 


at  habemus  etiam 


,Google 


656  ADNOTATIONES  pag.  JJ0—JJ2. 

itaque  summa  omnium  negativorum  in  serie  ipsius  log   (i-hd),  scilicet: 


—  <±d  <t , 


quod  etiam  ita  poterit  deduci : 
Est  certe  : 


2->-4-(.+a  +a  +...)>  — +-5-+-^+..., 

hoc  est  si 

■■--£> --,  ubi  o<«  <        vel  «  =- 

2        4(1—«'  )  3  3 

ubi  &)  positivum    est    et  <2.  Dividendo    ergo    per    d     insequalitas    ipsa 
hanc  novam  formam  induet  :  fpag.  229  f  j  a  calce) 

1  \2~af  .  /         (3— o)'\ 

2  "4  ■  3*    '  l  33     / 


3      n  r  3 

Habemus  ergo  pro  summa  omnium  negativorum 

_  d        d        d'  ,    ,«  _  2     , 

246  3 

Pa^-.  JJo  y.  p    pro    errato    poni  debuit   et    ibidem    f.    10  pro 

2                               1  3  3 

erroneo  - posrtum    est    - 

Ibidem  f.  4.  a  calce  loco  «/>-ti»  rectius  scriptum  est  «{/-Hi)-ti.j> 

Pag.  332  sub  7,  f.  2  ed.  I  «criterii  elegantis  seriei  convergentis» 
cum  ipse  Bolyai  in  Err.  pag.  XCI  agnoscat,  hoc  criterium  nonnisi  ad 
divergentiam  referri,  in  «criterii»  mutatum  est.  Eadem  de  causa  f.  3 — 4 
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eiusdem  articuli  pro :  «atque  nu„  --—  o  dum  n  --— .  oo,  tum  series  con- 
vergit,  et  si  prius  non  est,  series  divergit  (pro  terminis  decrescentibus) 
plenius  scriptum  est:   «atque  non  sit  n  .  »„■'—■  o,  series  divergit.» 

Hic  quoque  et  in  sequentibus  pro  u*n  semper  u„  est  positum  (v. 
antea  adnotationem  ad  pag.  325). 

Porro  quod  pag.  33 '5  sub  9.  in  ultima  enuntiatione  articuli  in  ed.  I 

dictum    erat :     « Per     criterium    seriei    convergentis    Oliverianum    autem 

; r— t  — —  o.  Consequ.  series  dicta    convergit, »    ex    eadem    causa 

(4K— 3)  (4»— 1)  4  fe   ' 

in  hoc  mutatum  est :  « Seriem  dictam  convergentem  esse  (pag.  243 
et  341)  demonstratur. » 

Postremo  /#£".  JJd,  f.  8—9  scriptum  est :  «Convergit  autem  series 
ipsius  (1—  1)',  ut  ex  additamentis  patebit»;  demonstratio  vero  falsa  con- 
vergentix  deleta  est ;  nempe  omnia  illa  quee  post  f.  8  in  ed.  I.  haben- 
tur  (scil.  a  vocibus  :  «Nam  (142)  signa  .  .  .»  usque  ad :  «atque  series 
convergit  (302)0  pagg.  305  et  306,  itaque  tota  fere  pagina)  omissa  sunt ; 
nituntur  enim  theoremate  Oliveriano  ab  ipso  Bolyai  iam  retractato. 
Seriem  vero  (r — i)c  pro  positivo  e  convergere  e  theoremate  VIII  pag. 
589  patet. 

Est  enim : 

U„  _n—i-e 

un„r"    n 

Ibidem  ~f.   11    «factum  wh„»  est  positum  pro»factum  superius». 

Pariter  omissum  est  quod  pag.  337  sub  12.  f.  6  a  calce  post  r~^->oo 
in  ed.  I  habebatur:  natque  si  R  — -  o  series  convergit.»  Denique  ver- 
sus  quatuor  art.  3  pag.  308  ed.  I:  «Conversim  quoque,  si  n.un--—Q, 
series  convergit.  Nam  sit  n—r;  erit  r.ur'-—o1  sed  r.ur^>R\  itaque 
R  '—o\  consequenter  series  convergit. »  omissi  sunt.  Eiusdem  pagina; 
f.  7—12  e  pag.  XCI  tomi  I.  editionis  I  sunt  desurapti. 

Pag.  333,  f.  8  a  calce  vocabula   «negativo  et»  inserta  sunt. 

Pag.  334  in  fine  art.  8.  designationes  «c,,  cl»   insertee  sunt. 
Ibidetn  art.    9  f.    2   scriptum  est  s==  1  — &>  pro  z — i=<y,  similiter 
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f.  3  et  7.  pro   1   scriptum    est   z ;    qnae    nonnisi    emendationes    errornm 
calami  sunt. 

Pag.  33g  f.  12—14  ita  sunt  intelligendi,  quod  est 

dsinz    __     cos.z 
dcotgz       — i:s'm:'z'' 

eodemque  modo  et  reliqua. 

Pag.  343,  f.  13 — 15  non  satis  clare  exprimit  y  et  x  posse  esse  inde- 
pendentia  vel  coniuncta. 

Pag.  344,  f.  7  <t{xty\»  positum  est  pro  «F<x,y)»  quod  apud  Bolyai  certe 
error  aut  calami  aut  typothetae  est.  Sane  hic  Bolyai  locum  ix,  y)  per  X 
volnit  designare,  documentum  eum  iam  prsesensisse  modum  conceptionis 
recentioris  aevi. 

Pag.  346,  f~.  5,  clausnla  «ut  supra  dictum  est»  ad  ea  refertur  quas 
pag.  313  sub  h)  exposita  sunt. 

Pag.  346—348  sub  2.  allata  exempla  non  numeris  sedliteris  distincta 
sunt.  Ibidem  emendando  errores  typothetarnm  pro  Fig.  49  et  50  snb- 
stituebatur  49*  et  50*. 

Pag.  350,  Punctum  p  in  ed.  I.  litera  p  erat  designatum  ;  ita  etiam 
in  paginis  subsequentibus. 

Ibidem  f.  ultimo  post  «eadem»  clausula  [per  F\x)=f\x\  etvfP[x}—v!/ix) 
deleta  est. 

Pag.  331,  f.  1,  verbum   «sit»  ut  abundans  deletum  est. 

Pag.  352  sub  3.  in  fine  clausula  «exceptis  singulis  punctis  ipag.  307J 
allatis»  addita  est. 
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Pag.  3 $3 — 5.  Determinationem  centri  et  radii  cnrvaturse  sine  ulla 
mutatione  repetivimus,  quaraquam  calculus  quoad  signa  determinativa 
radicum  quadratarum  concinnitate  necessaria  caret.  Similiter  immutatum 
reliquimus  f.  10  pag.  355,  quamquam  proprie  ad  sensutn  prsecedentium 
tantum  sic  liceret  scribere 

a  =  x +-,.,&,      ,.<I±W*i  . 
V  H-(«/y)*  &y 

Sed  ex  hoc  tantum  sequeretur  esse 

Pag.  3^3,  sub  5,   f.  3  post  «sinto,  deletum  est  «pro». 

Pag.  J55,  f-  7  Pro  erroneo  a  positutn  est  b. 

Pag.  3jy  ff.  3—j  pro  x  scripsimus  z  ut  facilius  legi  possit,  in  fine 
vero  paginaa  et  pagina  sequenti  x  non  mutavimus. 

Ibidem   f.   11   signum  —  errore  calculi  omissum  apposuimus. 

Pag.  359.  Litene  h,  ?;  [,  tam  in  contextu  quam  in  figura  pluribus 
in  locis  in  ed.  II  permutatae  sunt. 

Pag.  Pag.  36o — 3ji  Expositio  calculi  variationis  apud  Bolyai  in 
forma  etiam  pro  sua  setate  non  satis  perfecta  apparet,  et  pars  generalis 
prEesertim  ideo  est  obscurior,  quod  nec  ratione  problematum  calculi 
variationis  et  nec  quoad  integrale  tractandum  quidem  conditiones  acces- 
sorias  singillatim  memorantur ;  harum  posteriorum  in  parte  generali 
unico  tantum  loco  fit  brevis  mentio  ipag.  361,  art.  1,  f.  2  :  «atque  ex 
hoc  et  data  condicione  eruitur  ¥»).  Ceterum  mens  totius  pertraciationis 
perspici  potest  in  exemplis,  prsesertim  in  primo,  ubi  conditioni  areae 
datas  modo  pereleganti  et  novo  ita  satisfit,  ut  loco  abscissaa  ipsa  area  ab 
ordinata    attacta  inducatur    pro    variabili  independente,  itaque  integralis 
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tractandi  limites  fiunt  o  et  area  data.  Alias  conditiones  quam  fixis  limi- 
tibus  expressas  Bolyai  non  tractat. 

Pag.  S61  in  sequatione  prima  et  sub  iinem  art.  2  loco  Ntn  ■+■  Pda 
scriptum  est  f{Na  -+-  P4a),  nam  omissio  signormn  /  manifesto  errori 
calami  tribuenda  est, 

Pag.  366.  Disquisitio  de  linea  brevissima  in  spatio,  data  area  inter 
lineam  et  perpendiculares  ad  lineam  abscissarum  extremos  atque  ab- 
scissam,  omnino  erronea  ideoque  tota  omissa  est,  quare  etiam  in  exem- 
plis  primo  et  sequentibus  vocabula  «prius»  et  «ut  antea»  delenda  erant. 
Tn  opere  ipso  omissa  hic  sequuntur: 

Si  vero  non  supponatur  lineam  in  plano  esse  :  derivata 
quoad     x    longitudinis     lineas    in    spatio     (pag.     268)     est 
iale  est  Ipag.  314}  * 

+-(v}y)1-+-tdz)2)   "-  </)z<i)2z.x ; 

+-  [<tyY  -+-  (*fe)* )    dztfz 

=  0  sit,  tum  maximum  minimumve  possibile  esse;  si 
nempe  tam  pro  o>  quam  pro  —  &  utvis  parvo  incremen- 
tum  reliquum  simul  positivum  aut  simul  negativum  sit ; 
non  superatnr  enim  a  prioribus  istis  terminis. 

Dicatur  P  ut  supra  factor,  per  quem  tfy  multiplicatur, 
et    N  dicatur   factor,    per    quem    afy  multiplicatur,    sed    in 
quo    ut    factor   tfy    non    adest  ;    ita    coefficiens    ipsius    <tfz 
dicatur  P\  et  N'  coefficiens  ipsius  tiz. 
Erit  hic 

N=o,  et  P=(i~+-$y)*-+-(dzy'Y"*tiy 


^i~h(^y)I-+-(^z)x) 

cuius  diiferen 

( 1  -+-  [4yf  -+-  i^zfY~ dyddy  -+-  ( 1  - 

-(i-+-(^yf-+-(^zf)~~ 

'■  dy  $~y .  x  ■+- ( 1 

patetque  ut  prius 

,  quod  si  tam 

(t~+-(iiy)l-+-(dzf)~~ 

vlytfy  quam  (] 
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ita 

N'=o,  et  P'=(l^r(dyf-\-{<dz)*)   *"«/#. 

Erat  autem 

N=ilP,  ita  N'=dP; 
consequenter 

o  =  olP=vSP ; 

adeoque    P  est    constans,    sit     =a;    ita    P'  constans    est, 
sit  =5.  Atque  hinc 

P  _( 1 4- {dyf  -+-  (Vz)s)~ '  a>s  _  ^  _  «fer 
i"        (i  +  ^^+^z)2)"*^        a        «[>' 


adeoque 
nempe 


--- afy  =  »lz  et  f— -«ly  =  l«l«; 

^=j>'.constans. 


Unde  patet  lineam  quaesitam  in  plano  esse  ;  concipia- 
tur  nempe  planum  />'  secare  in  recta  x  planum  p,  in  quo 
ordinatas  y  accipiuntur;  sintque  Y  et  y  in  ^  ad  x  e  pun- 
ctis  g,  g/  perpendiculares,  respondeatque  i~  ipsi  Y,  et  z 
ipsi  _y ;  erit  pro  constante  «, 

Z=«Fi   et  z  =  ay; 

et  pro  Y—ky^  erigatur  e  fine  ipsins  -T-=y  adp  perpen- 
dicularis  =  ^F -;  erit  a  et  finis  ipsius  -*"-  cuin  fine  ipsius 
Z  in  recta,  atque  g,  g',  et  fines  ipsorum  — - v-  et  2  erunt 
apices  rectanguli.  Ita  si  tertium  punctum  g"  accipiatur,  patet 
rectam  ex  g"  per  finem  respondentis  0  ductam  esse  priori- 
bus  parallelam  et  cum  plano  p  angulum  eundem  efficere. 
Potest  etiam  z  =  —y  ita  esse,  ut  —  =0  sit,  adeoque 
Z  in  p  cadat;  atque  potest  in  integratione  constans  arbi- 
traria  c  addi  ut  sit  z=o.y-\-c,  adeoque  planum  ad  distan- 
tiam  c  ipsi  /  parallelum. 
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Pag.  366  in  fznc  exempli  1.  Bolyai  omisit  constantem  integrationis; 
patet  enim  pro  valore  eius  o  accipi  posse. 

Pag.  368  f.  o  vocabula  «quam  denominatorem»  suppleta  sunt. 

Porro  f.  10—12  quae  mutata  sunt  omissioni  partis  exerapli  primi 
respondent,  deleta  sunt  nempe ;  «ut  antea»  f.  10  a  calce,  «item»  f.  11 
a  calce  ;  ibidem  f.  14  a  calce  pro  «derivata  quoad  x»  errorem  sane 
calami  emendando  scriptum  est  «differentialen ;  f.  12  a  calce  vero  «et 
ccefficiens  ipsius  </}z  dicatur  N'  et  P'  ccefficiens  ipsius  «tz»,  additum  est. 

Pag.  36S  sub  tinem  art.  /.      —■■-■  emendatum  est  in 

J  iry  2r 

Pag.  3yo,  f.  5  pro  «Jy  scribi  debuit  y. 

Pag.  3yo,  j.  o  pro  y  ponendum  erat  «Jy. 

Pag.  371,  sitb  5,  f.  5,  «exemplo  allato»  scriptum  est  pro  «exemplis 
allatis, » 

Ibidem  in  aequatione  ultima  art.  4 

\iM,)-hB/}o-\~Q^<o-i--) 

est  scriptum,  prseposito  signo  f,  quod  in  ed.  I  deest.  Quod  sub  finem 
art.  4.  dicitur  «et  superius  dicta  sequi  patets  ad  ipsam  illam  sequationem 
refertur,  quas  pag.  363  titulum  «Exempla»  praecedit,  secundum  quam 
in  hoc  casu  pro  statu  maximi  et  minimi 

esse  debet. 

Pag.  3y3  f.  ultimo  «aut  b  preeter  1»  insertum  est. 

Pag.  3/5,  f.  io  ad  mentem  ipsius  Bolyai  pro  —  positum  est  =s, 
Ibidem  f.  i3   «subiectEe»    mutatum  est  in    «subiecta»    ut    concinnitas 
dictionis  postulat. 
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Pag.  3y6,   f.  3  sid  est»  insertum  est. 

Pag.  3yi,  f.  y  a  calce  pro  «ipsi  px= o»  positum  est:  «ipsi  px  re- 
spondentem  — o.» 

Pag.  3/g,  f.  ultimo  pro  einfrorsum  «scriptum  est   «deorsum  versus.» 

Pag.  38o,  ~f.  10  a  calce  vocabulum  «idest»,  porro  f.  9  et  ultimo 
<t-\-b»  est  additum. 

Pag.  388,  f.  -j  et  per  totum  exemplum  ubique  ^  est  positum  pro 
g  (pag.  2481. 

Pag.  3gr,  exempli  m)  aequatio  ultima  erronee  habuit  in  ed.  I  a  laeva 
parte  —  '--- ■■■-  ,  ex  quo  deinde  etiam  ultimum  resultatum  1 1.359  H-  5~t-  ~x 
quoque  falsum  fluxit. 

Pag.  3g2,  f.  3  a  calce  ad  mentempag.  XXXVI  « Erratorum »  addita 
sunt  haec  :   «neinpe  S=  CT  (pag.  481  fit  —  T  pro    C—  r.i 

/vx^".  -?<?J  a  capite  in  ed.  I.  denuo  «§.39»  habetur,  quod  sicut  etiam 
signa  §§  sequentia  usque  ad  §.  40  delevimus,  substituendo  seriem  nume- 
rorum  a  7.  usque  ad  16-tum. 

Pag.  3gy,  f.  3  et  4.   Pro  his  ed.  I.  habebat : 

td{x)={x — e).  H-fe=o),  si  primi  gradus  fiat  d{x)=0.« 

Pag.  3g8  f.  3  a  calce  vocabulum  «Nempe»  ut  superfluum  deletum  est. 

Pag.  402.  Colis  in  ed.  I.  appositis  numeralibus  distinctis  literas  a)  b)  .  .  . 
prieposuimus. 
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664  ADNOTATIONES  pag.   408—418. 

Pag.  408,  f.  q  a  calce  ed.  T.  habuit:  «adeoque  radix  inter  3+-^  et 
1  est»,  ubi  certe  i  loco  4  positum  typothetae  error  est,  itaque  quum 
revera  duarum  radicum  altera  inter  3  et  3~H— ,  altera  inter  3-1-  —  et 
4  sit,  scribendum  duximus :   «adeoque  radix  inter 

3+  \       et     3+  |-±  | 
est. » 

Pag.  409  pro  f.  10 — 13  haec  habebantur  in  ed.  I  : 

aSi    —  M  ccefticiens    negativus    maximus    sit ;    et  idem 

— M  sit    ccefficiens   termini  m-\\  (haud  numerato  primo) ; 

erit  terminus    m-tus    — — Mx"~"!«. 

Hunc  ipsum    terminum    m-tum    simul    et  primum.    terminum    negati 

vum    esse    functionis  /(»)  Bolyai    oblitus  est  indicare,  nos  modica  muta- 

tione    adhibita  hoc    ipsum    significare  simul  rem  ipsam  concinnius  expo- 

nere  voluimus. 

Ibidem  f.  15  pro  «simul  cum  illo»  scripsimus  «usque  ad  illum», 
quse  modice  mutata  elocutio  facilior  erit  intellectu. 

Pag.  414 — 5  exempla  non  numeralibus  sed  literis  sunt  distincta. 

Pag.  416,  f.  18,  19,  locutio  «et  signa  ±,  —  eadem  sint  in  numera- 
tore»  secundum  prasceptum  ipsius  Bolyai  pag.  LIII  erratorum  datum 
inserta  est. 

Pag.  41J.  In  aequationibus  ad  calcem  paginas  appositis,  stellulas, 
quas  propter  difficultates  typographicas  in  ed.  I.  solummodo  capitibus 
columnarum  erant  superpositee,  singulo  cuivis  coefficienti  superposuimus, 
itaque  dictio  :  «ubi  stellula  cuiusvis  columnae  numero  cuivis  superposita 
cogitetur»   ut  supervacanea,  omittenda  erat, 

Pag.  418,  f.  6,  «Nempe»  ad  asquationes  ad  calcem  pag.  417  ap- 
positas  refertur. 
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ADNOTATIONES  pag.  421—44.6.  665 

Pag.  421,  f-  7,   «deesset»  correctum  est  in   «deesse.» 

Pag.  42$,  f.  5   «ex«   emendatum  est  in   «et». 

Pag.  425,  f.  7.  Bolyai  tantum  oblitus  erat  indicare  valorem  quee- 
situm  non  modo  integrum,  verum  etiam  positivum  esse  debere ;  ideo 
vocabulum   « positivus «  raseruimus. 

Pag.  428  sub  6.  f.  J  clausula  «numero  3  maiorem»   inserta  est. 

Pag.  429,  f.  iJ  a  calce  «si«  in  ed.  I.  omissura  supplevimus. 

Pag.  4J0,  f.  8,  f.  20  sicque  etiam  in  pag.  subsequenti  signa  £>  <| 
applicuimus.  Etiam  Bolyai  valoribus  absolutis  applicat  signa  maius,  mi- 
nus,  neque  expresse  monet  a  et  b  etiam  diversas  determinationis  esse 
posse,  et  restrictionem,  quae  postulat  a,  b,  respective  a,  b,  .  .  .  omnes 
positivos  esse  debere  tantum  in  art.  ultimo  pag.  433  introducit. 

Pag.  4J2,   f.  7.   pro    «—jt»  posuimus   «  ,' »  (vide  ed.  I.  Errata  p.  LIII.) 

Pag.  4JJ,  art.  postremo,  f.  1  vocabula  «omnibus  positive  acceptis» 
inserta  sunt,  ut  congruat  cum  eo  quod  Bolyai  in  ultimo  huius  art.  f. 
monet ;  «et  a  positive  accipitur. »  Et  quoniam  in  fine  pro  a  posita  sunt 
a,  b,  .  .  .  pro  «accipitur»  scribendum  erat  « accipiuntur. » 

Pag.  442  sub  10.  f.  4  per  errorem  calami  «ad  lasvam»  erat  in  ed.  I. 
scriptum,  quod,  ut  opus  erat,  in   »ad  dextram»  mutatum  est. 

Pag.  444  in  ultimis  duabus  Eequationibus  nempe  in  terminis  genera- 
Hbus  exponenti  literse  a  apposito  «n—2ft»  substitui  debuit  «n  —  2fx  -+-  1 » 
ut  error  typothetie  corrigatur. 

Pag. 446,  f.  7 pro  «— bxi.IK'—  I'K)»  substitutum  est  »bx(H'I—HI')». 
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666  ADNOIATJONES   />/>g.   4.46—449. 

Ibidem  f.  8  <<—(,>»  mutatum  est  in  «4-«»;  praeterea  inserta  sunt  vo- 
cabula   «signi  ratione  non  habita.» 

Pag.  44.6—8.  Propositionein  veram  esse  Bolyai  pro  positivo  a  de- 
monstrat  si  b=l  est ;  attamen  appticat  eam  etiam  si  a  negativum  et 
b>  1   sit. 

Pag.  447,  20.  Satis  notnm  est  algorithmum  Bolyaianum  etiam  a 
vv.  ill.  Farkas,  Konigs,  Netto  et  aliis  tractatum  esse. 

Pag.  448,  f.  1  et.  4  in  partibus  leevis  aequationum  ^  est  ubique  po- 
situm  pro  -1-  (quod  typothetas  error  erati. 

Pag.  448,  f.  8  1 — 1  positum  est  pro  -I-  (eadem  de  causa). 

Pag.  448,  f.  9  «inde  ab  secundo»  insertum  est  et  pro  «aut«  «sive* 
scriptum,  quod  dictionem  concinniorem  reddit. 

Pag.  448,  f.    i3    «-      2_, substituimus  pro  * -—,      —   » 

quod  typothetae  errore  irrepserat. 

Pag.  449,  f.  w  a  calce  «primo  f  omisso»  insertum  est  ut  concin- 
nior  fiat  dictio. 

Ibidem,  f.  4  a  calce  concluditur  «atque  si  m  par  sit,  radicali  nega- 
tive  accepto  prodibit  radix  gequationis 


E  prjemissis  hoc  non  sequitur,  nisi  de  sradicali  primo  negative  ac- 
cepto»  agatur.  Sed  ut  e  f.  9 — 10  pag.  448  apparet  Bolyai  algorithmum 
1 — \\  a\ — \y  a\ — il/...  habuit  prae  oculis  et  propositio  alioquin  etiam  vera 
est,  ut  Netto  (Math.  Ann.  Bd.  XXIX,  pag.  147)  ostendit,  si  a  positi- 
vum  est;  imo  demonstrari  potest  hunc   algorithmum    tantum  si  a  —  i   sit 
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ADNOTATIONES  pag.   +$3—4.61.  667 

non  tendere  ad  limitem,  dum  in  omnibus  aliis  casibus  (etiam  si  a  com- 
plexum  sitl  dummodo  valor  y  a  apte  sit  determinatus,  ad  limitem  per- 
ducit,  nempe  ad  radicem  tequationis. 

Pag,  453,  f.  3  a  calce  clausula  «(pag.  sequ.)»  ad  exempla  pagg. 
455 — 6  sub  a)  et  c)  allata  refertur. 

Pag.  455,  f,   i —  2  pro   «monetain»   scribendum  fuit  «monetas.» 

Pag.  457.  Quie  hic  initio  §  43  promissa  sunt,  in  additamentis  vero 
nihilo  minus  desunt,  testantur  Bolyai  in  animo  habuisse  supplementum 
addere  operi  suo ;  at  hoc  consilium  non  est  exsecutus,  sicut  Bolyai  (in 
fine  Tom.  I,  ubi  «Egy  kis  toldalek  a  Deak  elso  kotetehez»  inscriptar 
accessione  pag.   IV,  loco  2)  scribit :   «ob  penuriam  argenti», 

Pag.  458,  ante  if.  7  a  calce  ed.  I  habuit : 

(m~ i)st      .,  5  ^  a 

«seu  V->       -'  ^;    id  est      .,  .  ,  nempe  sx>Bo 

t2(m~ii  1  (m —  1)  l 

quod  omisimus. 

Pag.  4S9  t-  T  m  ed-  I  sic  legitur:  «Itaque  pro  m  pari  et  wvoif 
quoque,  poterit  per  .  .  .>• 

Pag.  460  f.ya  calce  ultima  vox  «datur»  suppleta  est, 

Pag.  461,  f.  2  t-—\bt   est  scriptum  pro   «~b». 

Ibidem  f.  3—4  ingequalitates  ibi  occurrentes  in  ed  I  ita  erant  ad- 
scriptae ; 

c-¥b  <  ±  b. 
lbidem,  f.  6  pro   «/' — i  sit»   scriptum  est  «t  positivum  sit.» 
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DOB  ADNOTATIONES  fiag.  462—479. 

Pag.  462,  f.  iJ,   «Sint»   emendatum  est  in  «Sit». 

Pag.  463,  f.  g  a  calce  voci  «perpendiculis»  quod  error  typothetas 
deformaverat,  substituta  est  forma  recta :    «perpendicularibus.» 

Pag.  468,  f.  j — 6  a  calce  «nusquam»  scriptum  est  pro  «nuspiam», 
quod  non  est  Latinum. 

Pag.  46^,  f.  7  vox  «valor»  vocabulum  «ubique»  prascedens  super- 
vacanea  erat  ideoque  omissa  est. 

Ibidem  vocabula  «positivum»  et  «negativum»  perperam  pbsita  per- 
mutata  sunt  in  ff.  /5,  16  et  18  ;  f.  /7  vero  termino  m  sin.  mz  signum  — 
in  ed.  I  omissum  praspositum  est. 

Pag.  4J2,  §  44  post  verba  «addenda  sunt»  reiiqua,  quse  in  ed.  I 
sequuntur  nempe 

«ceteris    in    quantum    instituti    ratio    permittit,     torno 

secundo    reservatis ;    quum    in    hoc  adhuc  generalis   con- 

spectus   Geometriae  exponendus    veniat,  ut  arbor  utraque 

corradicata    [%  9)  delineetur» 

omittenda  censuimus.  Nos  enim  omnia,    quas  ad  Arithmeticam  pertinent 

in    tomum    primum    recepimus,    omnia    vero    quas    geometrica    sunt    in 

parte  altera  prodibunt. 

Pag.  474,  f.ja  calce  scriptio  mendosa  «apellari»  emendata  est  in 
« appellari. » 

Pag.  4jg.  Quse  hic  «de  beatitudine »  leguntur  in  ed.  I.  pagg.  XXXIII  — 
XXXVI  erant  exposita,  et  inde  sunt  desumpta.  Ceterum  Bolyai  quum 
animadverttsset  in  prima  pagina  introductionis  vocem  «brachiis»  per 
errorem  omissam  esse  et  hoc  annotavisset,  huic  observationi  elucubratio- 
nem  A.  subiunxit,  quam  integram  hic  inseruimus.  Vocem  «brachiis» 
suo  loco  (pag.  5  sub  2,  f.  2)  apposuimus. 
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ADNOTATIONES  pag.  481—517.  669 

IJag.  48/.  Quse  hic  sub  B.  de  proportionibus,  logarithmis  nume- 
rationeque  Arabica  sequuntur  m  ed.  I.  pagg.  XXXVIII-— LII  conti- 
nentur. 

Initio  huius  sectionis  in  ed.  I,  Bolyai  enumerat  eas  partes  «tenta- 
minis»  quas  tyrones  studium  primum  ingressi  omittant.  Hsec  pro  ratione 
huius  editionis  omittenda  censuimus. 

Pag.  482  vocabulum  «fit»   in  fine  f.   i.  nt    superfluum    omissum  est. 

Pag.  4.89,  f.  3  a  ca/ce  «( — 2i-tuplicata»  est  scriptum  pro  «( — ij- 
tuplicata», 

Pag.  491  art.  penultimo  in  ed.  I.  post  vocem  «applicationibus»  lector 
per  clausulam  «in  tomo  sequente»  minus  prsecisam  habuit  indicationem, 
quam  per  citationem  substitutam   «pag.  512—20  et  569 — 81.» 

Pag.  4p2,  f.  (.)  pro  «nempe»  interposito  puncto  scriptum  est  «Nempe». 

Pag.  495,  in  editione  prima  his  verbis  desinit : 

«Operationes,  et  reliqua,  tomo  secundo  reliquuntur » .  Cum  nos  ope- 
rationes  et  reliqua  in  hunc  primum  tomum  recepissemus,  has  voces 
omittendse  erant. 

Pag.  496.  Quee  hic  sub  C.  et  Pag.  512  sub  D.  sequuntur,  in  ed. 
I  tomo  II  pagg.  336 — 356  continentur. 

Pag-  5*5  suh  IV  et   V  vide  ed.  I.  tom.  II.  pagg.  377—379. 

P&g-  5*6)  §•  2,  f.  4  «Est»  scripsimus  pro  «Erat(Tom.  I,  pag.  162)» 
Indicatio  uncinis  inclusa  omissa  est,  occurrit  enim  mox  iterum  in  pag. 
sequenti  suo  loco.  Huc  proprie  non  pertinet. 

Pag.  5/7,   f.  11  pro   «(Toni  I.  ibidemj»  scriptum  est  «(pag.   1871» 
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67O  ADNOTATIONES  pag.  5l8—$£8. 

Pag.  518  in  asquatione  tertia  ultimus  terminus  nominatoris  ut  ratio 
calculi  postulat  in « —  -  f»  erat  mutandus,  itemque  art.  3  pro  uomillio- 
nibus»  scribendum  erat  «100  millionibus». 

Pag.  521.  Tota  hasc  sectio  E.  inscripta  desumpta  est  ex  Ed.  I.  Tom, 
II.  pag.  402  et  Tom.  I.  pag.  CXVII. 

Pag.  j22,f.  2  indicationes  ad  Tom,  II  remittentes  non  constant  itaque 
oraissse  sunt. 

Pag.  524.  Sectio  F.  inscripta  ex  ed.  I,  Tom.  II.  pag.  357 — 371  est 
desumpta. 

Pag.  524,   §.   /.   in  Ed.   I.   sic   orditur : 

«Tom.    1.    pag.    33,  ubi  definitio    multiplicationis    prius 

oritur  pro  §  20  et  21    debuisset  §   19    et    21    citari ;    imo 

citata  repetere  clarius  fuisset,  Potuisset  autem  a  deiinitio- 

nibus  proportionis   iTom.  I.  pag.  65)  datis    incipiendo    ha- 

rum  «quivalentia  cum  prius  data  demonstrari.  Sed   gene- 

ralissima  .  .  .» 

Loco  citato  qui  in  hac  editione  pag.  40,  §  26  continetur,    emendatio 

indicata  iam  facta  est,  itaque  hanc  dictionem  omisimus ;   sed  et  sequen- 

tem  dictionem    ut   supervacaneam    in    hanc    editionem  recipiendam  non 

duximus  ;  pagina  citata  ceterum  in  bac  editione  75-ta  est. 

Pag.  526,  2,  f.  12  imperante  grammatica  pro  «iidem»  scribi  debuit 
«eadem»,  sc.  eadem  m  pro  iisdem  certis  B  et  D. 

Pag.  528,  §.  5.  Huc  respiciens  Bolyai  iTom.  II,  pag.  401,  f.  7 — 3 
a  calce)  ha?c  adnotat : 

«Regula  data,  in  arithmetica  pura,  aut  ad  puram  reducta, 
clara    est :    si    vero  heterogenea    in    concreto    accipiantur, 
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ADNOTATIONES  pag.  S3SS44-  67  I 

regula  (Tom.  T,  pag.    122,    1)    data    simplicior    est.    Atque 
non  negativura  solum,  sed  et  mixtum  radice  gaudet. » 
Jbidem  f.  /0,  pro  «negativo   1»   lucidius  est  quod    scripsimus   «nega- 
tiva  unitate.n 

Ibidem  f.  6  a  calce  pro  citata  pag.  85,  editio  prima  perperam 
habnit  pag.  79,  quze  in  hac  editione  paginae  91  respondet. 

Pag.  $33,  «Unum  adhuc  casum  notare  licet ;  ...»  Bolyai  hic 
differentiam  inter  communes  regulas  multiplicationis  et  divisionis  et 
inter  suam   dennitionem   proportionis  (pag.   528 — 9)   demonstrat. 

Pag.  $38  f.  11  a  calce  pro   «ii;d=i»   scripsimus   «ii:a=A». 
Idem  fecimus  pag.  543  in  dictione  penultima. 

Pag.  j^o,  sectio  G.  inscripta  ex  ed.  L,  Tom.  I.  pagg.  LIV— -LVIII 
est  desumpta;  titulum  «Relatio  brevis  additamenti  antecedentis»  ipsi 
prseposuimus.  Ibi  vero  basc  relatio  erratis  erat  subiuncta  hac  introduc- 
tione  interposita: 

« Notandum  etiam  est :  quosdam  eonceptus  in  tomo 
primo  traditos,  ad  finem  tomi  2-di  clarius  simpliciusque 
expressos  esse  ;  quod  cum  ex  indice  omissum  sit,  breviter 
referre  pro  iis  saltem,  qui  nonuisi  primum  tomum  habe- 
bunt,  haud  supervacuum  erit.» 

Pag.  $43  post  f.  4  in  ed.  I.  additum  erat :  «Neque  N—M  ibidem 
excluditur»  ;  quod  omissum  est,  huius  enim  correctionis  in  hac  editione 
iam  habita  est  ratio. 

Confer  prseterea  ad  hanc  paginam  etiam  pag.  552,  art.   1. 

Pag.  544.  Dilucidatio  hxc  nova  H.  inscripta  pagg.  LXXVI — LXXXVI 
tomi  II,  ed.  I  continetur.  Bolyai  hiec  notae  ad  unitatem  spectanti  inter 
errata  ei  occurrenti  subiunxit,  ideoque  iis  titulum  «scholion»  praeposuit, 
atque  his  verbis  est  orsus :    iSit  fas  quoad  unitatem  et  conceptus  prima- 
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672  ADNOTATIONES   pag.  SH     5^0. 

rios  breviter  referre»  Quum  vero  nos  omnia  qua;  de  unitate  disseruit 
in  Annotata  (ad  pag.  609)  retulerimus,  titulum  «scholion»  et  verba 
«quoad  unitatem  et»   omisimus. 

Pag.  544,  f.  9  a  ca/ce  «quod  si  non  esset,  resultatum  o  esset» 
pag.  28  clarius  ac  lucidius  est  expositum. 

Pag.  552,  f.  12  loco  «log.„^»  positum  est  «  — 5-'3 -„  »  ita  enim  scribi 
oportere  e  sequentibus  apparet. 

Pag.  554,  f.  ultimo   t  =  —  a *t  - »  msertum  est. 

Pag.  556.  Sectio  qua:  hic  j.  inscripta  sequitur  in  ed.  I.  Tomi  Il-di 
pagg-  323— 336  occupavit. 

Pag.  565,  f.  6  indicationem  :   « (pag.  5631«  addidimus. 

Pag.  567,  f.  2,  indicationem  «(p.  98)»  ari  Tomum  II-dum  respicien- 
tem  omitti  posse  censuimus. 

Ibidem  f.  2.  a  calce  pro  «seriei»  scribi  debuit  «series». 

Pag.  568,  f.  4  vox  trunca  «terminor»  expleta  est  scribendo  «terroi- 
norum » . 

Pag.  569,  sectio  K.  inscripta  in  ed.  I.  Tom,  II.  pagg.  388—400 
erat  exposita. 

Addito  titulo  pleno,   ff.  prsemissi  in  ed.  I.  hic  omitti    potuerunt. 

Ibidem  f.ya  calce  «decreseit»  erat  scribendum  pro  «crescit»  nam 
hic  etiam  signi  praspositi  ratio  habenda  erat. 

Pag.  571.  f.   15  signum  <  mutandum  erat  in  >-. 

Pag.  5J9—580.  Hic  post   scholion   1.  in  ed.  I  queedam  sequebantnr, 
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quas  observationem  ipshis  Bolyai   pag.    XC,    ed.    I    insertam    secuti    omi- 


Pag.  582,  Quas  hic  sub  L,  «Criteria  convergentia;  serierum»  inscripta 
sequuntur,  in  ed.  I.  Tom.  I.  pagg.  XCI — XCVI  continebantur. 

Ex  annotationibus  operi  «Arithmetika  Eleje»  in  secunda  editione 
posterius  additis  apparet,  has  disquisitiones  post  annum  1843  demum 
ortas  esse,  atque  auctorem  nondum  novisse  buc  spectantem  lucubratio- 
nem  Abeli  in  periodico  «Crelle  Journal»  jam  1828  editam,  eoque 
minus  literaturam  recentiorem  cnteria  logarithmica  tractantem. 

Pag.  $84  ff.  14—22  in  ed.  I.  Tom.  I.  pag.  XCVIII  sub  X  erant 
inserti.  Ut  facilius  legi  possint,  huc  transtulimus. 

Ibidem  f.  o,  incisum  «logarithmos  perinde  quoad  basim  10  intelli- 
gendo»  additum  est ;  in  sequentibus  enim  hoc  plane  supponitur  (confer, 
quas  sub  finem  huius  paginas  apposita    sunt)  ;    fbidem    etiam    apposuimus 

'#".  3  a  calce  relationem .  9000  <:  y. 

■     °  1000. 3"     y  ' 

Ibidem  f.  <j  in  dextra  parte  asquationis  denominatori  addi  debuit  / 
quod  nonnisi  errore  typothetas  exciderat. 

Pag.  $g2.  Sectio  M.  «Primae  lineas  calculi  differentialis  et  integralis 
brevius  et  clarius  tractata?»  in  ed.  T.  Tom.  T.  pagg.  LXl— LXXIV  legi- 
tur,  ubi  erratorum  indici  subnexa  quibusdam  versibus  introducitur,  quos 
hic  repetere  nihil  attinuit. 

Ad  art.  I.  huius  paginas  notandum  est  y  nullo  pacto  posse  =  o  esse. 

Pag.  594  sub    V  iterum  tacite  supponitur 

u(mx)  —  a\[m —  i)x\     et     u  imx)  —  b  \(m — 1)*] 

signa  prasposita  per  totum  intervallum    non    mutare  ;    [vide  ad  pag.  211, 
f.  6  notata). 

Pag.  600  sub  5  -f-    3   verbum    «decrescenteve»    insertum    est.    Vide 
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674  ADNOTATIONES  pag.  600. 

Errata,  paginarum  LXXVI,  qua:  bis  occurrunt,  primam.  Hic  etiam  anno 
tationes  sequentes  leguntur  : 

Notandum  autem  est  r.  quod  hoc  pacto,  utvis  mutato 
integro  n,  eatenus  mutatum  m  fractum  fieri  possit ;  atque 
tum  per  m-tum  x  ut  in  seriebus  m-tus  terminus  intelli- 
gendus  esset :  ex.  gr.  si  m  liat  7:3  significaret  m-tum  x 
septimum   [7:3«]. 

2.  Sed  clarius  simpliciusque  est,  variabilem  absolutam 
x  recta  exprimendo,  per  x  in  a  \x)  idest  A  (x) — A  (x—x) 
intelligere  quamvis  abscissam,  quce  a  o  incipiendo  in  certa 
ipsius  y  parte  C[aut  continua  aut  e  certis  aliquot  conti- 
nuis  constante]  terminatur  ;  per  x  autem  intelligere  ipsum 
y  per  integrum  n  divisum  ;  si  vero  variabilis  alia  2  quoque 
in  expressione  dicta  adsit,  certa  positionis  simultanese  con- 
ditione  ab  absoluta  dependens,  per  z  ibidem  intelligatur 
valor  variabilis  huius  cuni  dicto  x  simultaneus,  idest 
quo  ad  finem  illius  x  gaudet ;  et  si  valor  variabilis  eius- 
dem  ipsi  x — x  repondens  z  dicatur,  per  z  in  tali  ex- 
pressione  intelligatur  z-—z\  quod  manifesto  incrementum 
variabilis  dependentis  dietse  est,  dum  absoluta  ex  x~x 
addito  incremento  x,  fit  x. 

Sintque  talia,  u  (x\  et  (Jix)  ab  n  dependentia,  nt  pro  quovis 
n  et  m  [Ed.  II.  pag.  210.]  sit  u{mx)~U(mx)  —  U[{m — l)x.) 
Si  iam  pro  quovis  dicto  x  demonstretur  quod  sit  — J— {-■'— -1, 
adeoque  pro  quovis  utvis  magno  N  detur  tale  n  [finitum 
omnino]  xxt  u(x) — a(x)  sit  <.—jtr-  ',  et  ad  cuiusvis  abscissse 
in  C  terminatEe  finem  erecta  ordinata,  exprimatur  n  miui- 
mum  illi  x  satisfaciens ;  erit  hasc  iinita  ex  omni  puncto 
ipsius   C. 

Quo  pacto  accipi  recta  potest,  quamvis  ordinatarum 
superans,  adeoque  n  quovis  dictorum  maius. 

Et  si    tam  y  —  fi — C  quani  summarum  A  et  U  partes 
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ADNOTATIONES   pag.   6oi—6og,  675 

eidem  appertinentes --■— o,  dum  n  -"-.  00  ;  (Ed.  II.  pag.  5981 
dicta  facile  applicantur. 

Potestque  differentiale  dici  u(x)  ipsum  sensu  hoc,  tali 
forma  gaudens,  aut  ad  talem  fper  Ed.  II.  pag.  217: 
reductum,  ut  in  quovis  eius  termino  litera  punctata  sola. 
et  in  prima  potentia  sit :  nempe  per  id  priora  intelligantur. 

Pag.  601,  f.  ij,  Mutato  modo  denotationis  vocabula  »clausam»  et 
«clausa»  post  «maiorem»  et  «minori»   delenda  fuerunt. 

Pag.  602,  sub  7  in  fine  clausula   «ut  ibidem»  ut  otiosa  deleta  est. 

Pag.  605,  f'.  2  pro  t  ponendum  erat  t. 

Pag.  606,  o  a  calce  in  ed.  I.  auctor  sic  erat  orsus :  «Pariter  (pag.  222) 
caiculum  error  irrepsit.  Est  nempe».  Quoniam  error  iste  calculi  suo 
loco  iam  emendatus  est,  nihil  attinebat  eius  mentionem  fieri,  itaque  arti- 
culus  sic  incipk:  «Si  vero  .  .  .».  Exemplum  ipsum  vero  iam  propter 
adnotationem  ei  subnexam  omitti  non  potuit. 

Pag.  6oy.  Observatio  art.  cj  praecedens  in  ed.  I,  eadem  est,  quae 
iam  pag.  254  initio  art.  primi  exposita  erat,  ideoque  eam  hinc  omisimus. 

Pag.  609,  f.  3  in  ed.  I  (pag.  LXXIV)  htec  sequebantur :  «ubi 
l/---   (quantacunque  fuerit  unitasj  idem  manet,  ut  antea». 

Ad  haec  iiolyai  pag.  LXXV  non  satis  lucide  sequentia  observat : 

«Pag.  LXXIV  non  solum  post  y  w„-  omissum  est  non  ; 
sed  g  ex  toto  omitti  debuisset :  nam  n  :  y  2g  nonnisi  pro 
g=i  valet;  at  ji-YT,  nempe  3,14  .  .  . :  1,41  .  .  .  pro  qua- 
vis  unitate  valet  modo  sequenti.  Si  quid  de  quavis  uni- 
tate  indeterminata  F'  demonstretur,  et  unitas  quaesiti  x 
dicatur  /'    pro  F'—i,    atque    prodeat    ex.    gr.  x  ~  ■"  F' ; 


,GoosIe 


676  ADNOTATIONES  pag,   609. 

tum  pro  casu  speciali,  si  dura  generale  F'  specialiter  F 
fitj    generale  /'    specialiter  /  fiat,  erit  x  —  ~  f. 

Nempe  certa  unitas  dependet  ab  altera :  ex.  gr.  si  pro 
temporis  unitate  ponatur  r,  et  pro  rectarum  unitate  s, 
via  in  certo  loco  sub  z  =  i  iibere  labentis :  erit  unitas 
velocitatis  illa,  qua  sub  r  asquabiliter  s  describeretur.  Appli- 
cando  ad  motum  libere  labentis ;  ubi  spatia  sunt  uti  tem- 
porum  (atque  etiam  uti  velocitatum  finalium)  quadrata, 
estque  velociras  ad  imum  spatii  cuiusvis  tanta,  ut  ea  sub 
tempore  lapsus  duplum  spatii  illius  describeretur  sequa- 
biliter ;  atque  hinc  si  tempus  7]  spatium  S,  et  velocitas 
finalis  v  sit :  erit 

^  :  S=zz:  7'*,      id  est      I  :  S=  I  :  7^ 
item 

s:S={2s)* :  V,     id  est     i:S— ;2*:#*. 

Itaque 

T~\/S,     et     v=V4S 

ubi  radice  quoad  5=1  extracta  prius  numerum  ipsorum  1 
dabit,  sub  quibus  labens  spatium  S  describit,  posterius 
numerum  ipsorum  5=1,  quse  velocitate  quEe  ad  imum 
ipsius  S  est,  aequabiliter  sub  t  —  1   describentur. 

Si  iam  pro  spatii  unitate  ponatur  via  sub  t=i  libere 
labentis:  erit  fpag.  LXXIIIj*  v  =  ]/~sJ~k—x)  et  prodibit 
tempus  quaesitum  —  — =  z  in  genere  ;  at  si  specialiter  ex. 
gr.  s=i=gg  fiat,  t— 3"  erit,  et  pro  s—kg  (quantitatem 
abstractam  denotante  k)  dabit  ]fkg  quoad^"~i  accepta 
radice  numerum  secundorum  quibus  z  tequale  est;  unde 
fiet:  «^Lt_~*T,  quod  item  =  3,14-  ■  ■  \/~:*- 


*  In  ed.  II.  pag.  607 


,GoosIe 


ADNOTATIONES   pag.   610—612.  (>JJ 

Pag.  6/0.  «Expositio  brevis  methodi  qua  primae  linese  calculi  diffe- 
rentialis  in  opere  Hungarico  tractantur»  hic  sub  N.  repetita,  invenitur 
in  ed.  I.  Tomo  I.  pagg.  LXXXVIII-XC. 

Pag.  61/,  y.  5 — //  constructio  dictionis  uti  omissio  vocabuli  «quod» 
desiderat  in  constructionem  accusativi  cum  infinitivo  mutata  est. 

Pag.  6/1,   (II,  f.  0  loco   «B»   in  ed.  I  scriptum  erat  [B)y. 

Pag.  612,  f  1.  et  2  loco  «n—fi+i»  in  ed.  I  scriptum  erat  *p»  et 
loco   «ordinata  maximau   litera   «k». 
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ERRATA. 


Pag. 

Pag. 
Pag. 


Pag. 
Pag. 


J\  4  a  cclce   » apoyogicaiV'   pro   ■■  fi p:i ijoiji c:t t' 3   cst  orror  tj-pothel.; 

~f.  2  a  calce  pro  «necquidquam  lege  «nec  quidquam». 

§  j,  y.  ^,  pro  «ab»  .  .  .  lege  :  «ad». 

Y.  4  afine  %  j,  vocabulum  «vero»  ita  est  supplendum  «at  vero> 

IV.  Y-3  pro  «necquidquam»  lege  «nec  quidquam». 
53  Y-  3  a  calce  pro  «o»  lege  «— ». 
<S/,  f.  J  a  calce  pro  «Fig.  17»  lege  «Figg.  170,  176,  17«». 

iw,f«  uitimo  pro  «iisqcie»  legc  «atque». 

»4  oj  ?'.  9,  pro  «vero»  lege  «est  vero». 

Y-  5  a  calce  literas  a  prelo  excussas  supplendo  pro  *ve»  lege  < 
icq,  sub  gj  Y-  7  ""'"  ■  «*'''  corrigendum    est  in  a"1  .  am . 
107  Y-  9  pro  «negativum»  lege  «negativus». 
108,  f.  art.  16  f.  4  pro  «^i^»  lege  <^r'. 


122,   J. 

123, 


Ibidem  j.  12  a  calce  pro  «elevatas»  lege  «elevatus». 


'53* 

r54> 
171,  % 

'75.  y. 


Pag.  18.  _ 
Ihidem  y.  9, 


5  «  cn/ce  «duobus»  lege  «duabus». 


?.  m/<-.v  voccm   "du; 


*  cornge  1 


■?  a  calce    pro  «/'»  lege 

2  pro  «obtuitu»  lege  «obtutu». 

4  a  calce  pro  «tertia»  lege  «tertii», 
10  pro  «summan»  lege  «summam». 
4  a  calce  pro  «videtur»  lege  «videre  est». 

3  a  calce  pro  «fieritque»  lege  «fieretque». 

4  a  calce  post  «pnsiti  sint»  apponendus  est 
2  a  calce  pro  «sub.stililulo»  lege  «substitutoi 
1,  pro  erroneo  'c<lh  lege  :   «e>i». 

10  pro  «sit  a  semper  — »  lege:  «sit  semper  1 


Ibidem  ~f.  j  a  calce  pro  « »   «lege  ■ — -*. 

5  y.  4  ad  dextram  signi  =  omissum  est  signum   «  — ». 
2,  y.  5  a  calce  pro  «novem»  lege  «novum», 

/,     in  ipsa  inscriptrone  sectionis  Y-  3  '»  nny  Pro   "linea»  lege   ■ 
5  xub  j.  Y-  -  P'"o  «quantatis»  lege  «quantitatis». 
S,  f.  it  pro  «illustrabantur»  Icge  «illustrabuntur». 
1  Y-  I!   «  «*&e  pro   «differentalium»   lege   «differentiaiium». 


Pag.  2jo,  Y-  7  et  a  calce  Y-  3-  Y-  9  Prc 


■  lege  < 
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f.  4  pro  ij*.  lege  >JV.. 
y.  //  pro  <j>»  lege  .J>*.. 
.  y.  5  a  calce  pro  «v{nt)"  lege    iv{ni)' 
Pag.  34.8,  c)  y.  2  et  5  pro  «w-ti  £»  lege  >?»-ti  *». 
./'«<>■.  2^p,  y.  J  et  8  pro  «ra-to  £»  lege  om-to  /». 
Ptf^.  260",  f.  1  pro  »P»  lege  «^i. 

.  y.  1  art,  7  pro  litera  trunca  «*»  lege  «/». 
.  y.  5  pro  «cirea»  lege  »circa». 
.  *.  ,j  B  «i/ce  pro  »d  ci»  lege  *)dici». 
P(/g.  js8,  y.  //  pro  «positivum»  lege  «positivus». 
^5"'  .75?'  y«  7  Pro  "aliquamdim»  lege  «aliquamdiu». 
tbidem  y.  /^  pro  «ist»  iege  «sit», 

J59,  y.  s  alinea  3  pro  oer»  lege  »«». 
J79,  y.  tUtimo  pro  «eorsum»  lege  «deorsum». 
^ti/  y.  /o,  ?/  pro  «imaignaria»  lege  «imagiiiari 
472  y.  4  pro  «*3»  lege   «x1'. 
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